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Z usammenfassi Ilg

Die Energie- Energic Norrelation (REC) ist ein prinzipiell einfacher Tost der
Theorie der starken Weehselwirkung, Quantenchremodynamik (QUD}. Nur die
Faergie von Teilchen, die unter einem bestinamien Winkel detektiert werden, ist
fitr die EEC relevant. In der vorliegenden Arbeit wird die EEC bis zur Ordoung
o berechnet,

" Die BEC ermiglicht eine Bestimmung der starken Kopphingskonstante o,
Bel det stdrungstheoretischen Berechunng treten allerdings weiche und kollineare
Singwarititen aul. Daber divergiert die EEC in jeder Ordnung Storungstheorie
fiir bestimite Winkel. Diese Divergenzen kénnen aber derch die Aulsuniuation
aller Qrdimtngen in o, in vin endliches Resultat dberfiibrt werden. Die Aufsum-
mation aller Ordnungen ist ey durch Niberungen miglich. die unter dew Begriff
Leading Log Approximation (LLA) vuswimmengefalfl ist. Eive BEntwickiung nach
o, des Brgebnisses der LLA solite mit dem entsprechenden Ergebms der perturba-
tiven QCD filrereinstimamen. Ty epster Qrdnung ist dies der Fall, wihrend in zweitey
Ordnung bislang nur numerische und zu unpriizise Ergebnisse vorliegen. Tm Rah-
wen der Berechnungen dicser Arheit wurde festgestelll, dafl schon in fithrender
Orduung der Divergenzen eine Diskrepany wwischen LLA und perturbativen QCT

Lestehen bleilst,

Absiract

The Encrgy-FEnergy Correlation (BECY is in principle a simple test ol the
theory of strong Interaction, quantmuchromoedynamics (QCD). Only the energy
of particles deteeted at a cevtain angle is relevant {or the EEC. This study examines
the calculation of the BEC in second order in .

The measurement of the EEC enables a determination of the strong coupling
constant a,. In the perturbative calenlation there are soft and collinear singulari-
ties. therefore the EREC is divergent in each order of the perturbation sevies. But
these divergeneies can bo summed up over all orders in ag leading Lo & finite result.
This summation over all orders is only possible with the use of approximations.
These are swnmed up under the concept of Leading Log Approximation (LLAY
A periurhbative expansion in o, of the result iv the [ramework of the LLA should
reproduce the corvesponding results of perturbative QCD. T fivst ovder Uhis is the
case. while in second order only muonerical and (oo unprecise results existed so
far. Within the calenlations of this study it was ascertained that a discrepancy
Between (he results of the LLA and the resubts of perturbative QCD remains.

1 Einleitung

Die fundamentale GréBe in der Quantenchromodynamik QCD ist die starke Kopp-
higskonstante o, Daher sind Moglichkeiten zur Beslimmung dieses Parameters von
hichstem Interesse. Die Messung der sogenannten Energie-Energie-Correlation EEC
ist ein Weg g zu bestimmen und bictet sich damit als Test der stérungstheoretischen
QCD an.

Die experimentelle Mesenng erfolgl tiber die Detektion der Energie zweier Teilchen, die
unter dem relativen Winkel y nachgewiesen werden und ist definiert, durch

e ] Sy (B (Lx), (1)

odcosy NL\.\MU}Ui 1 ah

Der Index A spezifiziert das jeweilige Lreignis, wahrend & und b die jeweiligen in
diesem Ereignis produzierten Teilchen benennen. Somit sind E,, und Ej4, die Ener-
gien der detektierten Teilchen, withrend £ die Schwerpunktsenergie ist. N ist die Zahl
der Treignisse, o ist der totale Wirkungsquerschnitt e¥e™ — Hadronen. Die Summe
linlt iiber alle Teilchenpaare. die einen Winkel v, bei der Detcktion bilden, d.h.
cory ~ Acos /2 < cos e < cosy + Acosy/2. Hierbei ist Axsiny die GroSe des
Raumwinkelelements in dem Tireignisse um den Winkel y streuen diirfen. Da nur die
Euergie der Teilchen relevant ist, ist es nicht notwendig festzustellen welcher Art das
Teilehen isi. Dies [iihrt 2u io einer hohen statistischen Signifikanz der experimentellen
Messungen,

Die vereinfachte Version der BEC bestelit darin, nur den relativen Winke! x,s zwischen
den beiden detektierten Teilchen zu beriicksichtigen. Zusammen mit dem Wechselwir-
kungspunkt, spannen dann die beiden jeweils detektierten Teilcher eine Ebene auf. Die
Orientigrung dieser Fbene und der Teilchen innerhalb dieser Thene ist beliebig. Dies
fiihrt zu 241 Winkelmittelungen bei der Ausfithrung der Phasenvaumintegrationen. Aus
dieser Freileit ergibt sich die Maglichkeit die winkelgemitielte EEC zu betrachten, d.h.
alle Freignisse nur nach dem relativen Winkel zwischen den detektierten Teilchen zu
klassifizieren.

Die GréBe o, kann natiirlich auch durch die Messung einer Reihe anderer Variablen
aus experimentellen Daten bestimmi werden. Solche Variablen basieren im allgemeinen
aul der Auswertung von Jetwirkungsquerschnitten. Hierzu mufl ein Algorithmus festge-
legl werden. der sowol] die experimentell erzeugten Hadronen als Jets zusammenfafit
als auch in der Theorte eine Definition von aus Quarks und Gluonen bestchenden Jets
erlaubt, Bei der Analyse von Dnergie-Energie-Korrelationen ist dies nicht notwendig,
da aul experimenteller Ehene zwei beliebige Hadronen detektiert werden, die zu irgend-
welchen Jets gehdrer kénnen, Aulgrund der Parton-Hadron Dualitdl geht man davon
aus, dafl diese experimentell gemessene Korrelation mit der theoretischen Berechnung
der errelation von zwei Quarks, Antiguarks oder Gluonen gleichgesetzt werden kann.
Dureh dic Buergiewichtung in der EEC tragen Teilchen mit hoker Energie stirker bei als
Teilchen mit niedriger Energie. Teilchen mit hoher Energie werden aber hauptsiichlich
von Partonen gleicker Energie fragmentiert. Dies macht die beschriebene Gleichsetzung



der experimentellen Messung von Hadrenen mit der theovetischen Berechmung der Kor-
velation von Quarks, Antiguarks und Gluoren utn so plausgibler. QCD- artige Modelle.
die die Fragmentation von Quarks nnd Gluonen berlicksichtigen, erlauben eine weiteren
Tost dieser Annahme und in der Regel sind die Hadronisierungseffekte bei LED Tinergien
selir Klein. Sie machen ungefdhe einen Fehler vou 2 Prozent bet der Messung von o, aus.
Die EEC wurde experimentell von Kollaborationen bei PETRA, PEP, TRISTAN, SLC
und LEP untersucht. In der ausfihrlichen Publikation der SED Kellaberaidon am SLC
[1] findet sman eine Darsteliung der hierbed auftretenden Probleme. Man findet dort auch
Zitate fiir Ergebnisse die bei PRTRA, PEP, TRISTAN und LEP gewonnen warden.
Die experimentellen Daten. hesouders die von LEP{2], sind inawischen so prizise. dall der
Bestinuung von a, hauptsichlich dureh die Genanigkeit der theoretischen Vorhersagen
Grenzen gesetzt sind.

In dieser Arbeit werden die perturbativen Beitriige der Unterklasse von Freignissen be-
rechnet, die Quarks und Gluonen i Endzustand und Blektronen und Positronen im
Anlangszustand haben. Weiterhin werden alle anfiretenden Teilchen als masselos ange-
nomen. Fiir einen direkten Vergleich mit experimentellen Taten miissen natiirlich noch
Hadronisierungseffekte eingeschlossen werden. Die EEC kann durch cine Stévungsreihe
der Form

1o (—”‘j“’)) Alw) + (“)—(j“)) (Q:rbulug (i:—) A(w)wz(w)) +O{?) (12)

ag d cosy 2% Ix

mit by = (1IN, — 20 3/12/% und w = cot*(3/2) beschrieben werden. Hierlei ist

re

die .
= — Y 5QY .3
= T ; 2 )
Der Beitrag nicdrigster Ordnung Alw) wird durch die Berechnung des Provesses 5 = ggg
gewonnen und ist analvtisch bekannt 3]
Cp - 2 1 E
Alw) = (14 w)(2 4 6 {(z — 6ty log (1 + 7) ¥ G s}. (1 .4)

siny

wenn man « # 8, 2 heachtet, In diesen Winkelbereich sind nur Baumgraphenbeitrige
relevant. Der nichstlihrende Term 3w} resultiort aus den Prozessen 7.7 — gdy
aul Fin--Schleifenchene und ", 7 — gggg. gggy aul Baumgraphen Niveau. Die Ein-
Schleifen- Beitrige findet man in der Arbeit ven Ellis, Ross, Terrano [4] und Falvicius
et al. [5]. die in der Arbeit von Falck und Kramer {6} bereits fiir die Berechnung der
REC verwendet wurden. Dic Terme, die aus Baumgraphenheitrigen mit vier Teilchen
im Endzustand resulticren. wurden zuerst von Ali et al. {7] berechnet. Man findet diese
Terme chenfails iz der Arbeit von Ellis, Ross. Terraro (4] und in der Arbeit von Kramer
und Lampe {8, Die vorliegende Arbeit fokussiert aul die Berechnung der FEC fiiv 4
Teilchen Endzustinde, daher werden die relevanten Beilrdge im Anhang ke zusam-
mengestellt und dabei in ciner Weise anfgeschrichben, die fiir die weiteren Berechnungen
giinstig ist. Die Grdfe B{w) wurde von verschiedenen Grappen berechnet. Dies sind

Richards, Stirling, Ellis [9], Ali, Barreiro [10], Falck, Kramer (6], Kunszt, Nason |11},
Glover. Sutton {12}, Clay, Ellis [1.} und Kramer, Spiesberger [14]. Die SLD Kollabo-
ration [1] hatle die Arbeiten von [6],(91,[10] und [11] herangesogen, um ¢, aus ihren
Messungen zu bestimmen. Die theoretischen Vorhersagen fiir B{w) variieren aber um
bis wu 50 Prozemt. Diese unzufriedenstellende Situation hat zu einem erneuten, verstirk-
ten Interesse an der Berechnung der ERC gefiihrt. Die Resultate von Glover, Sutton [12]
und Kramer, Spiesberger {14] bestdtigen die dlleren Arbeiten von Kunszi, Nason [11),
wihrend Clay, FElis [13] dic &lteren Resultate von Falck, Kramer zu bestiitigen scheinen.
Die Diskrepanzen bleiben also bestehen. Schen der fiihrende Anteil A(w) divergiert fiir
w — 0, Dies gilt ehenso fiir den nachfolgenden Beitrag B(w), jedoch kaan durch die
sogenannte Leading-Log-Approximation ein Berechnuag durchgefiihrt werden, die die
jeweils Tihrenden # nteile jeder Ordnung in o, beriicksichtigt. Dies erlanbt dann eine
Aufsummation all dieser Anteile und licfert ein endliches Resultat. Eine Entwicklung
nach der Grafic a, sollte dann die in der perturbativen Berechnung auftretenden Diver-
genzen reprodurzicren. Aus cinigen Arbeiten {9],[13],[15] lassen sich nun die numerischen
Werte dieser Koellizienten extrahieren. Hierbei zeigl sich jedoch, daB nicht unbedingt
eine Tibereinstimmung mit den Leading-Log-Resultaten erzielt wird. Die vorliegende
Arbeit soll nun einen Beitrag sur Kldrung des Problems liefern, indem die Koeffizienten
der fithrenden Divergenzen analytisch berechnet werden.

Die BEC ist offenbar eine Funktion des relativen Winkel x, jedoch 146t sich schon mit der
in Gleichung (1.4) angegebenen Formel erkennen, daff die EEC in O(a,) im Grenzfall
w — 0, d.h fir x — 7 groB wird, wo die Teilchen in [ast entgegengesetzter Rich-
tung emittiert werden. Allgemein gilt fiir eine rein stdrungsiheoretische Behandlung im

Grenzfall w— 0 (a2} -

T astn+a 1 T

_L et af— (in —) s (1.5)
o dcos y fw w

wobel TU dor Beitrag n-ter Ordnung zu EEC ist, d.h. mit 7 Gluonen im Endzustand.
Diese Divergenzen flir w — 0 entstehen durch Bremsstrallungsdiagramme. Bei cinem
Zustand mit 2 Quarks und » Gluonen im Endzustand kénnen n—1 dieser Gluonen sowohl
kollinear als auch soft werden. Fiir den Bereich von Deteklionswinkeln y =~ « haben
die gemessenen Querschnitte der EEC die grofte statistische Genauigkeit. Aus diesem
Grund ist man bestrebt diesen Winkelbereich fiir die Bestimmung von ¢, bzw. fir den
Test der QCD einzuschlicBen. Die dominanten Beitriige fiir w -- 0 zur EEC verhalten
sich allerdings wie in (1.5) beschrieben. Die ab einer Schranke wy € 1 integrierte EEC
i Bereich kleiner w in Ordnung af ist damit durch

1 d2 1
1c08s Y — e v & In*" (—) 1.
/;u(ws\adcosx @i W (1.6)

fiir wp — O gegeben. Tn dicsem Fall tiegt also eine Stérungsreile in e, In*(1/wp) vor. Fiir
hinreichend kleine wp kann die GraBe o, In*(1 fuy) vor O(1) sein. Daber ist eine sinnvolle
Berechnung der TEC nur méglich, wenn alle Terme dicser Reihe aufsummiert werden.

s treten also mil zunchmender Ordnung immer stérker Divergenzen auf. Die Ursache
fiir das Auftreten solcher Divergenzen liegt darin begriindet, daB hier die perturbative




Entwicklung und der Limes \ — # nicht. kommuticren. Fine Aufsummation dieser Terme
iiber afle Ordnungen sollte dann wieder ein auch fir \ — 7 endliches Resultal ergeben.
In diesem Bereich des Phasenraums sind die abgestrahlten Gluonen sowohl weich als
anch stark geovednet, d.h.

k‘['l < k'i':z & L. & 'l‘.'f',\‘ g C); (1 T)
wabei die Tripulse der Gluonen definiert sind als
B2 = gl 4 Bl 4 b, . [T A (1.8)

Mierbei sind py und pf§ die Tmpulse dex QGuarks und des Antiguarks. In dieser Region des
Phasenraums ist die Fmission der Gluonen nicht durch Timpulserhaltung korreliert. da
ein Gluon den gesamten Transversalimpuls Q4 tragen kann. Fhenso gibt es keine Korre-
lation durch die Energiewichtung, da alle Gluonen soft sind. Tz auch durch das Matrix-
element selbst keine Korrelation vorliegt, faklorisiert die Berechnung solcher Terme. Die
Techik zur Berechinung soleher Terme unterscheidet sich naturgemdf stark von der
iiblicken strérungstheoretischen Vorgehensweise und wird unter dem Begrill Leading-
Log-Approximation (LLA) zusammengelasst. Ein allgemeiner Uherblick der in dieser
MNiherung verwendeten Vorgehensweise findel sich zum Belspiel in Refs.{16] Die LLA
erfordert starke Niherungen des Phasenraums und der Matrixelemente, die in jedem
Fall nuy fiir 3 = # < 1 angebracht sind. In der einfachsten Version licfert dies [17]

s Inf{d o o
_ ol 5’) oxp (—O;"CJ' hr(n’)) . = : (1.9)

4 2T 4w

1 dZ

ap d cos y

LA
Fiir kleine Winkel gilt 5 ~ w. Man sicht v Gleichung {1.9). daB in jeder Ordnung o}
divergenie Terme anftanchen. dall aber die Sumone all dieser Terme endlich ist,

Es existieren also zwel Arvten von Vorkersagen. die eine beraht auf perturbativer QCD
und st gliltiz, wenn y weit genug ven = entfernt ist. wihrend die der LLA Vorher-
sagen nor in der Region 7~y « 1 Giiltigheit haben. Natdivlick ist niclit klar. bis zu
welchem Punkt die slirungstheoretische Vorgehenswelse angebracht ist, dh. bis wohin
Terme wie in Gloichung {1.5) proportional zu (In 1/w )"~ /w noch nicht sehr grofi sind.
Andererseits st anch nicht kar bis zu welchem Punkt die LLA-Vorlersagen ihre Giiltig-
keit behatten. Fine nachtrigliche Reihenentwicklung in a, der Leading- Log- Vorhersage
sollte die in der stérungstheoretischen Behandlung auftretenden Terme der Art wice in
(1.5} reproduzieren.

Ein Ansatz zur Verbessernng der theoretischen Vorhersage ist. die in der perturbativen
Behandlung aultretenden, divergenten Terme wu exponentieren, Lh. in einen Term zn
absarbieren, der in der Form der Leading- Log Vorhersage gleicht und dessen Entwick-
lung nach a, diese Ternie reproduzierl. und fiir die Vorhersage cin Iybrid aus dem
endlichen Rest der perturbativen Behandlung und diesem exponentierten Term hervu-
stellen, Angenommen man kennt alle divergenten Beitrige bis O{o?) und kann diese in
cine Funktion lIL{‘- I (w )™ Fe () absorbieren. dann sollte eine Hybridfunktion

odE 1 dZ

ap dcos ag o cos )y,

Hylb

~ (ns(‘,,.} In{w) (Fie + 1 — exp(Fape)) (1.0

dx w

perl.

(3]

cine verbesserte Deschreibung experimentelier Daten ermdéglichen.

Diose Hyhridfunktion sollte dann iiber den gesamten Bereich Gitltigkeit haben und somit
die Vorteile der stérungstheorctischen Behandlung und der Leading-Log-Approximation
kombinieren. Dieses Verfabren ist natiitlich nur sinnvoll, wenn die htheren Nahe-
rungen in Fy,, soweit sie berechnet werden, mit den Vorhersagen der Leading—Log-
Approximation vereinbar sind. In Ofe,) ist dies der Fall, denn hier tritt nur der Term
{/win{1/w) aul, der in {1.9) enthalten ist. Bistang wurde dieses Problem in O(a?} nur
avl der Basis numerischer Methoden untersucht [9],]13],[14],[18]. Allerdings sind die
Ergebnisse von Rel.[9] von denselben Authoren noch einmal in Ref.[18] verbessert dar-
gestellt worden. Um einen direkten Vergleich mit den in der voriiegenden Arbeit erziel-
ten Frgebnissen zu crmaglichen, werden die Ergebnisse der erwihnien Arbeiten in der
Zusannmenfassung dieser Arbeil referiert. Diese Arbeiten liefern das Ergebnis, dafBl im
Rahmen der Genauigkeil die dominanten Terme der LLA mit der numerischen Ana-
lyse der vollstindigen Theorie in Ofa?) iibereinstimmen, aber nicht definitiv bestitigt
werden kénnen. Fiir nachfolgende Terme, den NLL und NNLL Beitrigen, liegen keine
{ibereinstimmenden Resultate vor. Entwickelt man das Ergebnis der LLA in Gleichung
(1.9} nach den auftretenden Divergenzen, entsprechend wie dies schon in Refs.[17],[18]
goschehen ist, so gilt

1 d% 1 iz;;jncm (ﬁ)"lnm (l) (1.11)

qodeosx|,, . Wi e T @

Die Terme mit abnehmendem singulaven Verhalten haben alternierende Vorzeichen, wo-
durch ein Fit an numerische Daten erschwert wird. Die numerische Bestimmung der
Kocflizienten G,y erfordert daher die Berechnung der BEC iiber einen grofien Bereich
in w und mit sehr hoher Genavighkeit. Dariiberhinaus wurden in den bereits erwdhnten
Arbeiten Beitriige, die schwicher als 1/w divergieren, und nichtsinguldre Terme, die von
Q1) sind oder mit or — 0 verschwinden, nicht berticksichtigt. Dies mag vielleicht die
unbestimmtc Aussage iiber die O{a?) Beitréige proportional zu 1/wln™w fiirm = 2,1,0
erkldren. Tn dieser Arbeit werden die Koeffizienten in der Entwicklung der EEC in Glei-
chung (1.9) 2C5, 2C, und 2C; analytisch und der Koeffizient 2Cy numerisch bestimmt.
Schwiichere Divergenszen, die in der perturbativen Berechnung auftreten, werden soweit
méglich ¢benfalls bestimny,. Sémtliche Berecknungen werden in der sogenannten 3-Jei~
Naherung duwrchgefiibre, die in Kapitel 2 beschrieben wird. Wie in anderen Arbeiten
chenlalls i@blich, werden die Beitrige der Farbfakioren C%, CpN, und CrTr getrennt
behandelt. Die erzielten Ergebnisse werden mit den Vorhersagen der LLA verglichen.
s dieser Arbeit werden nun zuerst die theoretischen Grundlagen zur praktischen Berech-
nung der EEC beschrieben. Tn Kapitel 2 werden notwendige Vorbereitungen beschrieben,
um auasgehend von Gleichung (1.1) eine rechentechnisch handhabbare Darstellung der
EEC zu crhalten. Weiterhin wird die 3~Jet~Naherung beschrieben und die Numerik wird
Behandelt, Tn Kapitel 3 wird dann die praktische Anwendung dieser Reckentechnik auf
die cinzeluen Beitréige beschrieben. Im IKapitel 4 werden dann die erzielten Ergebnisse
mit denen anderer Arbeiten verglichen.



2 Rechentechnische Vorbereitungen

Jeder Beitrag zur EEC besteht aus drei Anteilen: dem Matrixeielement, dem Phasen-
raum und einer Wichtungsfunktion, die ans dem Plasenvaum den velevanten Anteil
lerausschalt. Tn der definierenden Gleichung (1,17 wird dies durch die Festlegung des
Winkels y erreicht. Tin Idealfall gelt dic Winkelgenauighkeit &y gegen Null, das heifit
der Winkel y ist exakt bestimmt. Daher geht der Faktor 1/Ay in eine Delta-Funktion
fiber.

Zur Berecknung der FRC ersett man daher Gleichung (1.1) durch

dS

2L (2.1)

= f AP A NN = / dAPS AN 6 (BB, — cos ) )
)

deosy e
wobei der Index N die Zall der Teilchen im Endzustand angibt, PSP ist der N -
Teilchenphasenraun:, MO das jeweilige Matrixelement mit N Partonen im Bndzustand
und 1V die entsprechende FBaergiewichtungsfunktion. Um zum selben Frgebnis wie
mit Gleichung (1.1) zu kommen, muf man Gleichung (2.1) noch iiber alle Teilckenzahlen
itn Endsustand summieren.

Tn diesem Kapitel werden nun dic notwendigen technisclen Voraussetzungen lir die
Berechnung der BEC beschrieben. Zum einen ist dies eine geeignete Wahl fiir dic Dar-
steltlung des Plasenranms, zum anderen ist dies die sogenannte 3 -Jet. Niherang Hir die
Faergiewichiungshunktion.

Die Tanssion cines weichen oder kollinearen Gluons entspricht im Phasenraum ciner
Region, in der ein 4-Jel Prozess ein 3- Jet. Ereignis simuliert. Dies [ihit zu Infravot -
Divergenzen. die sich gegen entsprechende Beitrdge aus Gluon Schleifendiagramimen
wegheben miissen. Die Regularisierung sowohl diesor Divergenzen als auch der diblichen
nltraviolotten Divergenzen erfolgt im Rahmen der dimensionalen Regulavisierung. Die
Dimension der Raumzeit wird hier kontinuierlich aul » = 4 - 2¢ fortgesetzt. Der n

dimensionale Phasenraum lantet fir N massclose Teilchen

N ~
~ (A r d”"’l 2 . n "
PSMigpy . pa) = sz,)w)}"ml y (});) {2m)" &t (q - Z,v_,) .
=1 =

J=1

Die Matrixelomente A7 lassen sich durch invariante Viererimpulsprodukie beschrei-
ben. Tm felgenden werden
o)
oot b, (2.3)

q
als 2- Tipulsprodukie Lezeichnet. Entsprechend werden 3 Tmpulsprodukie als
(. +p + m)?

f“2

Wy =

Yejb = (24)
bereichnet. Bs ist giinstig. auch den Phasenraum PS™Y und die Wichtungsfunktion
durch diese Variablen darzustellen. Gleichung (1.1} wird fiir den Fall von 3 baw. 4
Teitchen im Endzustand benétigt. Tm folgenden sollen daher dic Phasenriiume PS™
und PS ehenfalis durch diese Variablen ausgedriickt werden,

2.1 3-Teilchenphasenraum

Mit Hilfe der Definition(2.2) wird nun zuerst der 3-Teilchenphasenraum PS® und dann
dic entsprechende Wichtungsfunktion W durch die Invarianten y; = (p + p;)%/ ¢’
dargestellt. Gelt man von (2.2) aus, so erveicht man durch Ausnutzen verschiedener
& Funktionen,

1
s = /———8(27{")2"_3dplp’l"3dp2p2_3d"'291d"'2912
(2.5)

x§ (q —py = Py — 9} + P+ Zpima cos 912) .

wobel hier gilt gy = || = pio. Natiirlich wiire es auch méglich die Impulsintegration p;
beizubehalten und dafiir entweder die Integration iiber p; oder p; durch die Ausnutzung
der 6-Funktion auszufithren. Weiterhin ist es angenehm die Winkelabhéingigkeit der
Tmpulses i relativ sum Impuls ) festzulegen.

Die verbliebene é-Funktion kann ausgenuizt werden, wenn man das Argument nach
cos iy umformt. Dann gilt,

b (q - - - \/JJ? + P+ 2 cosﬂlz)

— = 1, 2 4 2 — 2
b et Y (wsﬂm _ g2 — 29(p + po) (26)
e 2p1p2

* B(g — 2(p1 + p2))8(q — 2m)8(g — 2pa)-

Die Stufenfunktionen tragen der Talsache Rechnung, daf der Wertebereich einge-
schrdinkt ist durch |eosd3] < 1. An dem Argument der §~Funktion 188t sich ablesen,
wie die Winkel zwischen den Teilchen durch die Impulse beschrieben werden kénnen.
Da die Wall von p; und py als verbleibende Impulsvariablen willkiitlick war, knnen
durch Austauschen der entsprechenden Indizes natiivhich auch alle anderen Winkel, also
cos 01y und cos ¥, durch die enisprechenden Impulse ausgedriickt werden.

Fiir das n-dimensionale Winkelelement gilt [19]

(["_2912 = sin ﬂlgdﬁlgd"_anm (27)
womit cine Ausnutzung von (2.6) mdglich wird. Wetterhin gilt
n Snaps
Yoy = = qzh) - p;)f“m (1 - cos ;). (2.8)

Auch hier 14t sich ans Gleichung (2.6) cos?;; ablesen und es folgt nach elementaren
Umrechnungen

2p3 2py Zpy
ga=1- B pa=1-2 o1 2.9
: . 13 7 Yo3 . (2.9)




Soemit kann der Phasenraum durel die Variablen g, ausgedriickt werden:

Hund

[8(%_,” . (-}) sty =, S0
(2.10)

[(1 = s — yes)inan] © ”(Um) (wz)8(1 — 113 — ym).
In dieser Arbeit wurde durchgehend die winkelgemittelte Energie Korrelation betrach-

tet. Dies erlaubt cine Avsfithrung der Winkelintegrationen, die sich nicht anl den rela-
tiven Winkel zwischen 7 und 7 begichen, wenn man

o - wee T(3 1) .
/du--lgz___m _____.."T_— T f{!‘ “ = dr{dw)? m (201

verwendel. so erhall man schlieBlich fir den 3- Teilchenphasenraum

oy g n—d
1 'S 7

EN = i | — 3o - 1 — #y — Yoo

PS5 [,)(4“ ST{n - 2) (‘lﬁ) dyatdiya [?}13?/23( [E] JZJ)]

R B ~ iy — yaa) Oy )8 )

(2.12)

Mit TTife der Gleichungen (2.6) und (2.0) VBt sich anch die Wichtungsiunliion W
aul die Vaviablen y,, umschreiben. Allerdings ist es fiir weitere Rechnungen giinstiger,
anstall cosy die Variable w zu verwenden, Es gilt dann
2F, 1" 1 ; . o
AR DI = Lo N, e = S+l 30 uhe oy = daape) - (213)
L

Gleichung (2.13) und die spiter noch lolgende Gleichung (2.26) fiir den 4-Teilehen Find-

zustand, wurden schon in Ref.[9] hergeleitet.

2.2 4-Teilchenphasenraum

Entsprechend der Vorgehensweise im Falle von 3 Teilchen, soll nun anch der Fall von 4
Teilchen im Endzusiand behandelt werden. Geht wan von der Definition (2.2) ans und

fiigt dann susdtzliche & Funktionen ein. die durch entsprechende Integrationen wieder

aufgehober werden
] = /‘(I”'rh"(‘r — g = iyt = ¢t s)8ng). {2.14)
dann 1Bt sich der 4-Teilchenphasenranm in ein Produkt aus einem 2- Teilchen- und

cinem 3-Teilchenphasenraum aufspalten. In vielen expliziten Berechnungen tauchen Pole
in 7113 aul. Dies bedeutet cine Dominanz der Beitriige des Phasenraums, in dem Teilchen

1 und 3 sich wie ein Teilchen verkalten. Daher soll die Beschreibung der Parametrisierung
des Phasenranms PS™ zugeschnivten auf diesen Fall beschrieben werden. In manchen
Fiiilen ist es entsprechend der Polstruktur in den y;; giinstiger eine andere Aufspaltung zu
wiihlen, jodoch kann eine dementsprechende Parametrisierung des Phasenraums einfach
dureh Vertauschung der Indizes erreicht werden. Benutat man also (2.14), so gilt

. ] " dn—i du—l dn—l?.
st = /[Wé Gg—p2—p1—71) pz_m_]

P2 ps B
L e TXC i 7Y R 2.15
alvromr= (r—m —Pa)T— 135-0(413) (215)

2
= PSOgipa, a7} PSD(ripi, ) dnag—0pia).

Es wird ein “kitnstliches™ Teilchen mit dem Impuls + = py + ps eingefiithrt. Der Impuls
r {ibernimmt die Rolle des Impulses p3 im Falle dreier Teilchen im Endzustand. Es gilt
allerdings zu beachten, daf r? = (p; + p3)? = ¢*yys gilt. Dieses “Teilchen” ist also im
allgemeinen nicht masselos.

Der 2- Tellchenphasenraum 1481 sich villig elementar bestimmen zu

n=4

1 =4 - .
PS®rip), ps) = Pt (%) na @0 {2.16)

Auch hicr ist also cine Verwendung der Invarianten als Integrationsvariablen mogiich.
Man wuff im Auge behalten, daff + = py + p; gilt und daher auch die Variablen

] —
Vit = Eg(p.+pj+m)2 (217)

Benutzen. Der Winkel zwischen den Teilchen 148t sicl nun auch durch diese Variablen
beachreiben. Da r* = ¢*yy3 und 7= —{F, -+ ji;) ist, muB Gleichung {2.6) zu

4 (q — P2 — Pa+ \/2y1a + D3 + k4 2oy cos 1?24)
—pa— P4, — 3 —
— ¢ — I Zdé (0031924 _ Yi3dthos — ig -y24) (2.18)
Pabs 136123 — Y13 + Yo

% 8{anaatnas — y13)8{1 — 1130 — 23 + 1)

abgedndert werden, wobei die Stufenfunktionen wieder aus der einschrénkenden Tatsa-
che | cosda| < 1 folgen.

Fiir den winkelgemitielten Phasenraum kinnen wieder die Integrationen entsprechend
denen {iber d€ und d€Y,; im Falle drejer Teilchen ausgefiithrt werden. Das Winkelele-
ment d)* aus dem kiinstlich erzeugten 2-Teilchenphasenraum, fiir die Teilchen mit den




Tmpuisen p; und py bleibt jedoch erhalten. Dies bedeutet, im Gegensatz zum 3 Tellchen
Fall. daB cine Paramctrisicrung der Tmpulse mit 1ille dicser Winkel nétig ist. In diesem
Beigpiel willt man das Bezugssystem so. dal §y + 73 = 0 giltt. Man spricht vom “

3. System, wenn die Tmpulse duveh 33 3030 125 und durch zwei Winkel heschrichen

werden
m = m"f:li\/«;i_’(l ..... sinf cos 8 cos 8)

s L NS R

2/ s (2.19)

by o= Y ?"l:'\/q_'—’(].‘,..~s11|6‘(-us€’$—cusﬁ)

2

_ o — s - .
o= -——W \ﬂ; (1....,sinJ,cos 3)

mit
213

(gras ~ a) e = 3)

cosd=1-— (2.20)
Dies folgt aus der Viererimpulserhialtung,.

Die Wahl # || . in {2.18) ist natiirlich willkiivlich. Abliingig von der Struktur der
su betrachionden Matrixelemente, kann es giinstig sein fiy || & »u withlen. Tnomanchien
Fallen fiilirt dies zur Vercinfachung von expliziten Rechnungen.

Natiirhich sind y3. yy2s und ypgp nicht die einzigen Invarianten. die in den Matrixele-
menteit auftauchen. Um die ERC berechnen zu kénuen, braveht man also anch dic
Parametrisicrung der verbleibenden Tnvartanten. Fithrt man ¢ = {1 — cos8) /2 ein. dann
gilt

e = ([ — )

Uiz ~ s} (1 — )

23

Do = Gros = i) [ol] = )4 (1 = ey = 2eos 6ol — el -]

pon = (= ) [( = €0 = ) 4 01 4 2eosd o — ot =)

mil.
o it (2.22)

(3123 =~ wa}{as — Wi3)

und

= 1= ey isi Y (2.23)
Fine Parametrisiorung wie in {2.21) wird "1-3"- System genannt. Dies richiet sich da-
nach, welche zwei Teilchen in (2.15) zu einem zusammengelasst werden, Wie beschrichen
verbleibt die Moglichkeit. in der Parametrisierung die Impulse 73 und fy auszutauschen.
Dies resultiert in {2.21) in der Vertauschung der Indizes (2 — 4). Dies hewirkt. daf

nun g und gag von den Winkelvariablen v und 9" abhéngen und g4 und ya4 nur noch
von v. Manche explizite Berechnung VBt sich so einfacher durchfiihrea. Diese Art der
Paramelsisierung wird von nun an als "T — 3"-System bezeichnet.

Deachiet man ferner, daB dic verbleibende Winkelintegration aus PS® entsprechend
Gleichung {2.11) normiert sein muf, erhélt man

pgh = L ¢ (£ et 1
T N Ga(En) \dn T 2rG -1)
ned

X /dym dy154 diynas [?}13924 (aadnzs — tha) ] N (2.24)

x 8(113)8(y24 )0 (111343123 — W13}
! ﬂ-;-‘- T ' 1 oti=d
x /a du (v(l — v)) [ﬂ 48 N—Wsm &,

wobei ¢2y130 = () + (pa + pa))? ist und filir 3,52 Eatsprechendes gilt. Weiterhin ist

" . I'(n—3)
Ny = f df’ sin"~* 8 = 2 Mg e 2.25

0 "TEE (2.29)
der Normicrungsfaktor der letzten ¥inkelintegration. Ng ist ein statistischer Faktor, der
sieh aus der Tdentitiit der Teilchen i Endzustand ergibt. Fir einen Endzustand ¢ggd
st Ng =4, flir gdgg isl Ng = 2.
Die Energiewichiungsfunktion WM kann cbenfalls durch Invarianten dargestellt werden.
An Gleichung (2.18) kann man dic jeweilige Beschreibung des entsprechenden Winkels
durch Tnvarianten ablesen und es folgt schlicBtich

0 2B 1

H’“) = Z [’Vf;j = Z 2 g 6(p,pJ - CO8 19) = Z(l +w)3 z yfjé(wyl_., — Yizelijt + yk[)-

1]

i
kdsting

(2.26)

2.3 3-Jet—Niherung

Fitr die Berechnung der EEC in O(a?) sind [olgende Prozesse mil vier Teilchen im
Fndzustand relevant:

ete = q(py) + alpz) + 9(pa) + 9{pa) (2.27)
e*e” - g(p) + G(p2) -+ o(ps) + @lps) (2.28)

Die 3-Jet Nikerung besteht darin, die Prozesse (2.27) und (2.28) wie den Prozess
e*e” — g(p1) + G(p2) + g(ps) (2.29)

zi behandeln, doh. fiir die Encrgiewichtung nicht {2.26) zu Lenutzen, sondern daraus
cine Gleichung wie (2.13) abzuleiten. Fiir den Prozess (2.27) wird angenommen, dafl ein
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Gluon weich ader kollinear zu cinemn der anderen Teilchen ist, fiir den Prozess (2.28). daf
cines der beiden Quark-Antiguarkpaare wie ein abgestrahltes Gluon belhandelt wivd.
Die Beitrige zum Matrixeloment MY cnthalten, in dev einfachsten Form. Pole in den
Variablen g,,. Sollte nun mehr als ein solcher Pol, dlh. zwei verschiedene g, i Nenner
aufltauchen. so fiihrt man cine Partialbruchzerlegung durch, bis man das Matixelement
in Bestandteile zerlegt hat, in denen es nur noch einen Pol gibt, zum Beispicl

1 1 1 i 1

Yisher WiaWia ¥ Yoa Bis b P

(2.30)

In diesem Fall wiirde man den ersten Term im *1-3"-System und den zweiten i “2-
4"-System behandeln. Sollten mehr als wwel verschicdene g,; im Nenner auftauchen. so
fillrt man entsprechend solange Partialbruchzerlegungen dorch, bis man Tevme erhll,
dic nur noch ¢inen Pol in i, enthalten.

Es ist offensichilich, daB das Integral iber den ersten Term den dominanten Beilrag im
Bereich Kleiner i3 enthilt. Bin kleiner Wert Tiir yr3 bedeutet aber, dafl entweder der
riumliche Winkel wwischen den Tmpulsen pi und g3 klein wird oder einer der beiden
Tmpulse einfach cinen Kleinen Betrag hat. In jedem Fall bedeutet cin kleiner Werl fiir
ing. dad lier die Teilchen T und 3 praktiseh wie ein Teilchen aufireten und daher dieser
Bereich des Phasenrvaums als “quasi™ 3 Teilchen Phasenraum bezeichnet werden kann.
Die & Jel- Néiherung besteht nun darin. sich diese Tatsache zunutze zu machen. Ty
behandelten Beispiel fiiket man in der Wichtungsfunktion WY den Limes g3 aus. Die
Matrixelenente selbst bleiben unverdndert.

Die Wichtungsfunltion T fantet ansgesclriehen

"y 1 . Y )
W = Z(l +w) {y;‘;;r‘(w‘ym =t + ¥2a) + 38wl — Yuostisa + s)
ytAlety — Y + Us) + Ynd{eles — mimdie + ya)
+.’/¥‘:‘S(W:’}'i-l ~ Wheaifeas + yas) + yg,,ﬁ(wy}‘ — Yimthe + ’le)}-
(2.31)

Setzt man nun [ir die Invarianten dic Parametrisierung aus {2.21) ete und fithet den
Limes gy -~ 0 aus, so folgl

W = %U +w) {(Uz‘: = ipa) olw (B = 13) = Frasias)
'*'.U;")zaz’(w!hzs = 134 Yes — 13)) (2.32)
et — as{yas — L’ls))}-
In der ersten Zeile von Gleichung {2.31) ist cine & Funktion weggefallen, in den hei-

den anderen Zeilen [allen die Argumente der beiden 8 Funktionen zusammen. so dal
im Limes g3 — 0 nur drel 8- Funktionen iibrig bleiben. Dies entspricht dem Fall von

droi Teilchen im Endzustand. Alle Berechungen der EEC werden mit dieser gendherten
Wichtungsfunkiion durchgefiihrt, bzw. mit entsprechenden Permutationen der Indizes
abhingig von der Struktur der Martixelemente.

2.3.1 Differenz zur ungeniherten EEC

Wie bei jeder Approximation stellt sich hier die Frage nach der Giite der Naherung.
In diegem Fall ist diese durch die Differenz der Berechnung in der 3-Jet-Naherung zur
ungeniherten Rechnung gegeben. Diese Differenz soll im folgenden abgeschétat werden.
Die Ausfiikrung des Limes g3 — 0in W hat avch Auswirkungen auf die Integrationen
fiber yyy im Phasenvaum. Zucrst spaltel man dieser Integrationsbereich auf in

y1225134 Yizabiad
/; diss Oyae) = /0 dia 6(224)8(1 — a3 — Y13q)

(2.33)
¥1231134

+j; dins 8{y2a)8 (123 + Yr3e — 1)
I ersten Integrationsbereich ist #(y24) = 1 automatisch gegeben, im zweiten Bereich
ist 433 > 0. Daher kann nur im ersten Bereich eine Singularitdt in g3 auftreten. In der
3-Jot-Naherung, d.h. wenn man W aus (2.32) verwendet, ist aufgrund der Stufen-
[enktionen in jedemn Fall nur der erste Bereich relevant. Die 3-Jet-Niherung bewirkl
also indirekt eine Anderung der Tntegrationen im Phasenraum. Analog wie im Anhang
von Rel |9} kann man cinen angepassten 4-Teilchenphasenraum definieren

[ )] 1 T
PS(‘) - /dylggdylydyl;;/o dv;fo (2.34)

x8(a)0(v12aa1 — th3)0(1 — 3128 — V13e)-

Die weitere Untersuchung der 3-Jet-Nilerung erfolgt unter Verwendung von Ps,
Ehenfalls entsprechend zu Rel.[9} wird

Iy = f P8 MWy 6wy - visae + i) (2.35)

definiert. Die Differenz, die durch die 3-Jet Niherung hervorgerufen wird, resultiert
hauplsichlich aus der Anderung der Erergiewichtungsfunktioner. Es lassen sich prinzi-
pielt zwei Fille unterscheiden. Binmal ist dies der Fall von [y und Jo. Der Beitrag N
ist durch den Vorfaktor y¥; stark unterdriickt und fyy enthélt keine Abh#ngighkeit von
den Winkelvariablen » und §'. Digser Fal) ist im Anhang von Rel.[9] ausreichend behan-
delt worden. Fiir den Fall. daBi iin Argument der 6—Funktion eine Winkelabhingigkeit
vorliegt. soll hier cine andere Vorgehensweise gewihlt werden. In der 3-Jet-Ndherung
fiir den Fall g3 — 0 fallen Ty und Fao3 susammen zn

Joi= f([i"'S(")11{myf236(yn3(w + 1134} — P13all — y134))- (2.36)

i4



T¥e Beitvige Ty und I3y fallen chenfalls zusammen. Tm Prinzip ist die Behandlung dieses
Falles jedoch Aquivalent zu dem nun beschriebenen Fall. Untersucht wird die Dillerens

Ay =0y =Ty — Ty (2.37)
Der Terin AJs reprisentiort die Differenz zwischen der ERC berechiet i der 3 Jet

Ngherung und der ungenitherten Version der EEC. Fiir die weiteren Rechnungen ist es
gilnstig

Ui N
A= _—J—‘?’("‘Jl'z:} —- &)
) Wt Yiss
N VL P S [2.38)
(123 — & — ya + 11y)
w b g v
.“,’5:1 i

ey — & = g+ )
R TET B

Nt

sl = i)

R A S AL LT {2.39)
w et e
11 = i ]
I o= f“j‘"““!:“‘(!l:s-1 =~ mll — w)} {2.40)
vt
ool =
Iy = e P ) (2.41)
[IREEAPU ISR Y

wu definieren, Fililirt snan den Limes gy — 0 ans. so verschwinden die Beitrdge fy und
Iry. Dies ist offensichtlich, wenn man fiir g1y und wyy die Parametrisicrung entsprechend
(2.21) einsetzt. In Gleichung (2.3%) sind die Argumente der é-Funktionen scheinbar nach
i1aa anlgelost. Allerdings sind fry und ki, natiislich selbst noch Funkuonen von g, so
daB man die & Funktionen noch nicht avsfiithren kimnte. Wie gosagt verschwinden Ty
wnd hiz jedoch im Limes gy — 0. Man kana daher cine sehrittweise Niherung betrachion
indem man

}

W= h(mz;')| 7
#z

.==:5+y1:;

h(r.'lz.l)i

Iy1ag =it i 5+ (2‘42)

h: :

WY = hinag)

yu:<=$+.’f|:\+h','f"

definiert. Fiir oy gelte entsprechendes. So kann man im Prinzip cine beliebig genane
Nihernog im Argument der & Funktion durchlihren und den Einfluf der verschiedencen
Grade der Niherung untersuchen. I folgenden wird nur der erste Schritt betrachtet.

Berechnet man nun

AT = /PS"‘)M(ym)A

~2 2 2
- Iy)
= [ PSOM@)—— — M@ -+ ) B, 2.43
PO M@) e~ M@~ ey (2.43)
- (ﬁ:) -_ ]I,Q)Z
—M{& - h, —_—{1-
(@ =y 30) == (1 = v)
mit 1Tilfe der Gleichungen (2.40) und (2.41),dann sielt man, daf
@
h.j?i + hg(l - 1!) = —Yi3— (244)
LT
gilt. Daher ist die weitergchende Naherung
Al o~ /pSH) [f\’f(ymg) — Uf\:f('ylgg i hl + y13) - (] - U)M(ym?, - hg =+ ylg)]
) (2.45)
125y — t1aa (! — tn34)
1
Wt Y1 Wt Yizg

vertrethar. In erster Linie kann also die Naherung 313 — 0 im Argument der §—Funktion
als cine Verschiebung in der Variablen y;93 angesehen werden. Dies hat natiirlich anch
Auswirkungen auf die Integration {iber gna, jedoch dndert dies nur die obere Integrati-
ansgrenze und kann daler ignoriert werden.

2.3.2 Anwendung auf einen Beispielterm

Fine Uberpriffung. welchen Effekt diese Verschichung auf jeden einzelnen der zu behan-
delnden Terme hat, erscheint wenig prakiikabel. Die grofiten Auswirkunrgen sind aber
natiirlich dort = erwarten, wo die Berechnung in der 3-Jet-Niherung schon die grofSten
Beitrdge Hefert, Tm weiteren Verlauf der Arbeit wird sich zeigen, dafl ein Term

1 1
V. R R ——

— — (2.45)
3 Y134 Vi + Yos Wiz + Yoa

die hauptsichlichen Beitrige zu Termen proportional zu C% liefert. Weiterhin wird sich
zeigen. daBl dies elen in der behandeltenr Energie-Korrelation geschiebt., Es ist daher
sinnvoll diesen Term als Beispiel zu verwenden.

Ninmnt man nun den Term aus Gleichung (2.46), dann folgt nach lingerer Rechnung

AM = v {hy —na) ( 1 L 1-w )
U T Y Pzt Ve \Vat Vet -3 Yty +Un — el -v)
(1 =) (hs — 1ng) 1 i-v
Y3+ Y2a Yz + Yoz (ms + 320 + ha — 13 * Y+ yaa o+ {ha ~ pa)(1 - ”U()z 4'_)
A7
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Nimmil man nur dic fiihrende Ordnung in () — g3) baw. (b — g2} mit. so vereinfaclt
sich (2.47) wu

P+ w 1 | } -7 .
AM = -y bt ( + ) . (2.48)
Wt s Vg t Yes Yas W AWz T e Yz kY

Rerechnel man hiermit nun AJF, so zeigt sich, dall A7 von der Ordnung In? w/ew ist.
Terechnet man den Torm M in der normalen 3 Jet- Nilerung. wie dies im folgenden
Kapitel geschehen wird, dann ergibt sich. daB dieser Term, neben Polen in e, Beitrdge
proportional zu I’ w/w erzeugt. Dies kann man als Hinweis dafiir nehmen. dal die 3-
Jet- Nitherung nur nachgeordnete Divergenzen in den einzelnen Termen vernachlissigt.
Weiterhin ist nicht gesagl. da$ eine Berechnung des Terines A7 in der 3-Jet Niherung
cine Differenz proportional zu In? w/w sur ungeniberten Version der EEC liefert, sondern
nur daf diese Differens hichstens wie I w/w divergiert. Es ist durchaus méglich, daf
dicse Differenz bedeutend schwicher divergiert. Fine Berechnung der EEC in der 3

Jot-Niherung ist sinnvoll, da die fithrende Ordnung der Divergenzen fir jeden Term
richtig sein sollte. Man kann dsher foststellen, weiche Art Divergenzen die cinzelien
Terme maximal enthalten und es ist durchaus wahrscheinlich, daB die Differenz wur
ungendherten Berechuung nur sehr nachgeordnete Tivergenzen enthalt. s ist durchaus
mglich, daB fiir die nicht -singuldren Beitviige diese Differenz konvergent. ist.

Man kann auch eine cher experimentelle Rechtfertignng fiir die 3-Jet- Naherung an-
geben. Die a-Funktionen in der Wichtungshinkiion W gchneiden den Bereich des
Phasenraums herans. in dem zwei Teilchen unter einem vorgegebenen Winkel auslaufen.
Experimentell ist es aber natiilich unmaghal den Winkel zwischen wwei Teilchen wirk:
lich exakt zu vermessen, Die Verwendung von 8 -Funktionen ist daber eine Idealisicrung,
Man kénnte auch scharf zentrierte Wichtungsfunktionen verwenden, deren Maximum an
der Position des Pols der & Funktion liegen und deren TTalbwertsbreite der Messgenau-
igkeit fiir die Winkel entsprichl. Fiie hinreichend kleine Werte van gy unterscheiden sich
die Positionen der Maxima schlicBlich um weniger als diese Talbwertshreite, werden also
experimentel} ununterscheidbar. Da aber der Hauptheitrag sur EEC aus exakt diesem
Bereich des Phasenraums komimt. kann man dies als cinen physikalischen Minweis anf
die Giite dieser Niherung nehmen.

2.4 Numerik

Auch in der beschrichenen 3-Jet-Niherung lassen sich nicht alle Terme analytisch be-
handeln. Jedoch wurden im Ralmen der Berechnungen jeweils die fiihrenden Divergen-
2en abgespalten. Wie dabei die aligemeine Vorgehensweise war, soll in diesern Abschnitt
beschrichen werden.

Dic auftretenden Divergenzen werden im folgenden entsprechend wie in Gleichung {1.11}
bazeichnet. Terme, die wie 2Cy oder schwiicher divergieren, werden im Normalfall nu-
meriseh behandelt. Die Keellizienten der Divergenzen. die wie oCs, 2Cy und »Cy gehen,
werden analytisch behandelt. Dureh die wechselnden Vorzeichen in diesen Termen or-
gaben sich in anderen Arbeiten enorme Schwicrigkeiten Beim numerischen Fit dicser

Koeflfizienten. Die Tatsache, daB hier nur der Koeffizient »Cy gefittet wird, ergibt eine
enorme Verbesserung der Genauigkeil.

2.4.1 Prinzip der Abspaltungen

Zur analytischen Bestimmung der Koeffizienten von 3Cs, 2Cs und 2C) ergeben sich prin-
zipiell zwel Vorgehensweisen. Tntweder der behandelte Term ist vollstandig analytisch
herechenbar, was nur selten der Fall ist, oder der Term kann in eine Anteil aufgespalten
werden, dor einer analytischen Behandlung zuginglich ist, plus einem Anteil, der nume-
risch behandelt wird, d.h. hiichstens wie 3Cp divergiert. Eine solche Aufspaitung muB
zwel Writerien erfiillen, Zumn cinen mufi der abgespaltene Term analytisch zuginglich
sein, zum anderen muf die Differenz zwischen diesem Term und dem Orginalterm fiir
eine numerische Behandlung geeignet sein, d.h. nicht einfach nur die Differenz zweier
groBer Zahlen.

Meist bestehen die Terme aus Produkten verschiedener Briiche als Funktion der ;. Eine
Niherung im Zahler ist eigentlich immer méglich, im Nenner sollte sich die Ndherung
auf mur einen der Briiche beschrinken. Also 2.B.:

1 1 H 1
Lt +AK,

K = -
N T Tl el hy)  Flwe) o) W) (2.49)

VR )

Swi) 9lyi) \lyyy) W)
Tm Term AR tritl also nicht eine groBe Diflerenz auf sondern eine Differenz multipliziert
mit den restlichen Orginalbeitrdgen. T allgemeinen fiihrt dies zu wesentlich genaue-
ven nwmerischen Frgebnissen. Diese Methode wurde fast durchgehend in dieser Arbeit,
verwendet. Weiterhin ist zu beachlen, daB bei Naherungen im Nenner die Abhangig-
keit von ciner Integrationsvariablen immer erhalten bleiben sollte. Nur bei der Integra-
tion der Winkelvariablen » und 4 ist es unter Umstdnden vertretbar, die Abhéngig-
keit von diesen Variablen aufzugeben. Dies mufi aber in jedem Einzelfall sorgfiltig
gepriift werden. Die Berechnungen wurden wie gesagt in der 3-Jet-Néherung ausgefihrt.
Die Winkelvariablen » und ¥ resultieren aber aus den verbliebenen Integrationen, die
dureh die FEinflihnrung des "kiinstlichen” Teilchen bei der Aufspaltung des 4-Teilchen-
Phasenraumes (2.15) resulticren. Daher ist anzunehmen, daf die Ergebnisse nicht sehr
sensitiv auf Ngherungen in diesen Variablen reagieren.
Im folgenden werden Terme der Art wie AKX nicht jedesmal explizit aufgeschrieben
sondern nur wenn es sich nicht unmittelbar ergibt. Weiterhin wird vereinbart, daff Terme,
die mit einem A beginnen, numerisch zu behandeln sind ohne daf dies einer weiteren
Frwihnung bedari. Die Abspaltung von numerischen Termen kann sukzessive erfolgen,
jedech wurden hier solche Abspaltungen fast immer nur am Orginalterm durchgefiilirt
oder nachdem die Integrationen ausgefiihrt wurden, die keine Unterscheidung nach den
verschiedenen Wichtungsfunktionen bendtigen.
e numerische Integrationen wurden mit Hille der NAGLIB-Routine DOTFCF durch-
gefiilrt, Diese Integrationsroutine berpht im wesentlichen daraul, daf die zu integrie-
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rende Funktion an einer vorgegebenen Anzahl von Punklen berechnet wird. Der jeweils
néchste Punkt wird dadureh bestimmt, daf héhere, numeriseh berechnete Ableitungen
des Integranden berechnet werden. Dadurch wird gewéhrleistel. daBl die Tunktdichte
dort am hichsten ist, wo die zu integrierende Funktion besonders steil verlauli. Filr
Details, siehe Rel.{20]

2.4.2 Substitutionen

Bine wesentliche Verbesserung der numerischen Genauigkeit 4B sich mit Hilfe ver-
achiederer Substitutionen der Tutegrationsvariablen erreichen. Tnsgesamt wevden nor-
malerweise 4 Integrationen ausgeliihrt, #.13. {iber gy, 13, 2.9 wenn ein Terns im 71 37
Svstemn berechnel wird. Fiir die Integration {iber ¢ hat sich keine gecignete Substitution
finden lassen, jedach lassen sich in den anderen Falten Substitutionen angeben, die die
Genauigkeit verbessern. Welche dies =ind, hiingt natiirlich von der betrachteten Korre-
fatien und dem zu integrierenden Term ab. Das Ziel einer glattenden Substitution ist es,
dal die anltretende Jacobische Determinante mdglichst einen der avftretenden Nenner
herauskiirzt. Substituicrt man

14wy i
Hi&n:wf'(w) -1].

14w

iy In (w) {w + 334

(2.50)

e

so kiiret dev Faktor {w -+ g13¢) cinen entsprechenden Nenner heraus, Deor logarithmiscle
Vorfaktor hal prakiisch die Divergenz absorbiert. die bei der Integration ither yaq ont-
steht. Der Integrationshereich hal sich nicht gedndert. Der verbleibende Titegrand kann
somil geglittet werden. Fiir die Tutegration ither 3 wird die Substitution

s = 1 — a3 — Yin - Zinestie i 3
14 2 | = 91 — thas i

2tz )

1
{iia = dyla—{yn + ) In f 14
e JISQ(JN fas) 1= hag =

gowiihit. Hierbel ist zu beachten. daff avps technischen Grimden die Substitution so

gowithit wird, dafl yi5¢i0,1] gilt. Der Faktor (g + goa) Kiirzt ebenfalls einen hiufig
auftretenden Nenner des zu inbegricrenden Matrixelements. Als letzies folgt noch die

Substitution
Pert
Yy ( 13 ) [
U= ———— - -1],
PRI ' E] e (2.52)

Wiz s+ 3
dv = dv' (-1)n (ﬁ) RAEI o
Yiza ) dhes — s

Auch hier gilt fiir die nene Integrationsvariable #'e[0, 1], jedoch ist zu beachten, da$ sich
dic Integrationsrichiung umgedreht hat. Dies kompensiert das Minuszeichen.

Welche Substitutionen genau durchgefiihrt werden, hdngt natiirlich von der Art des je-
weils behandelten Terms und der betrachteien Korrelation ab, jedoch sind die angegebe-
nen Beispicle exemplarisch. Diese Art Substitutionen flihrten zu einer bemerkenswerten
Verhesserung der awmerischen Genanigkeit, teilweise bis zu vier Grofienordnungen. Dies
hat erst eine wirklich genane numerische Berechnung der EEC fiir kleine w erméglicht
und semit die Bestimmung der Koeflizienten der verschiedenen Divergenzen erlaubt.

2.4.3 Numerischer Fit

Mit der numerischen Integration der Terme ist natiirlich nur der erste Schritt getan., Mit
Milfe der gewonnenen Daten miissen noch die Koeflizienten der einzelnen Divergenzen
bestimmt werden. Natiirlich ist es nicht méglich, endliche Beitriige bei der Integration
auszuschhcBen, d.h. man berechnet

Flw) = Fy, + const. + I{{w). {2.53)

Hierbei enthilt Fe die aultretenden Divergenzen, wahrend R(w) — 0 im Grenzfall
w — 0 fir den endlichen Rest gilt. Ublicherweise erfolgt der Fit der Koeffizienten der
Divergenzen durch Minimierung der Gréfe

2 _ 1 (Fdiu(wﬂ) + const. — Y(w"))z
N T T T ‘,L,,“ (Alwa))? ‘

Therhet ist ¥(w, ) der an n Stellen numerisch berechnete Wert von F{w,). Die Zakl der zu
fittenden Parameter ist 7. Im Grunde genommen ist dies ein gewichteter Least-Square
Fit, wobei die Wichlungsfunktionen umgekehrt proportional zu den Fehlern A(wy,) sind.
Worte, die mit grofien Fehlern behafiet sind, tragen nur schwach bet, Werte mit kleinen
Fehlern tragen stirker bei.

In dicsernr Fall ergibt sich allerdings cin Problem. Bs ist nichi sinnvoll fiir A{ws) nur den
numerischen Fehler AY (i, ) anzusetzen, denn entscheidend ist die Abweichung der zu
fitienden Funktion Fg,(w) zum berechneten numerischen Wert ¥ (w}, d.h. man miisste

(2.54)

Alwn) = AV (wy,) + K{wn) (2.35)

wiithlen. Dies ist jedoch nichi méglich, da K'{w) unbekanat ist.

In der verwendeten Integrationsroutine kann ein relativer Feliler Ar fiir die Werte ¥'(w)
vorgegeben werden. Nur Terme, die proportional zu 1/w oder schwicher divergieren,
wurden numetisch behandelt. Daler kann man :

Ar

AY () ~ — (2.56)

anscizen. Die relativen Fehler wurden immer zu Ar = 1078 gewhlt. Numerisch zeigt

sich, dafi dieser Wert meist nicht erreicht werden konnte, jedoch kann meist ein rela-
tiver Fehler von Ar = 1077 angenommen werden. Die Wahl des Bereiches, in dem die
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Grofle w liegen soll. st cin entscheidendes Writerium. Fiir zu kleine w ist irgendwann

dic numerische Genauigkeit nicht smehr avsreichend. fiir zo grofie w wird A'(e) von der

selhen GroBenordnung wie Fipe{w) und ein Fit der Koeffizienten ist nieht mehy maghich.
Liblicherweise wurde

W= % SHTM L mel2.19] Lme[5.8) (2.57)

gewithlt. Trgendein wy st also dey groBie Wert fiir w. der noch zugelassen wird, Tis ist

aber anzunehmen. dalf gilt

N {wy) 5 W{wn)

m m—) (R (2.58)

Wiirde man also fiir den Fehler Afw,) =~ AY(w,) in (2.54) ansetzen, so wiirde man

ausgerechnet den Term am stédrvksten wichten, der den grfiten systematischen Fehler

I (w) enthilt.

T stellt sich also das Problem, wie gefittet werden soll. Mit Tille ven Testintegratio-
nen, Ll der Integrationen von Termen. die den tatschlich auftretenden Beitriigen sehy
dhnlich selen. aber vollstindig analyvtiseh berechenbar sind, wurden verschiedene Fil-
verfahren probiert. Generell zeigle sich. dafl ein ungewichteter Fit, dh. Afw,) = 1 die
besten Resultate Helerte, Weiterlin konnte allgemein festgestelit werden. dab es glinstig
ist, fitr die Fits auch nachgeordnete Divergenzen mitzunchmen, obwohl dic Toeflizien-
ten dieser Divergenzen mit recht grofien Fehlern behaftet sind, Dies liegt wohl daran,
daB die verschiedenen Klassen von THvergenzen quasi "entkoppeln”. also die benule-
ten Fitroutinen Schwankungen innerbalb der cinzelnen Klassen ausgleichen. Die mit
den Testintegrationen hestirmmten Koeffizienten der fihrenden Divergenzen konnten so
genauer reproduziert werden.

Die Berechnungen der Koeffizienten der Divergenzen wurden mit Tlife der NAGLIB-
Reutine GOZDAF |21} durchgefiitrt. Diese beruht auf dem Pringip der multiplen Re-
gression. die zum Beispiel in Ref.[22] heschriehen ist.
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3 Explizite Berechnungen

Gegenstand dieser Arvbeit war die Berechnung der EEC bis zur Ordnung a? im Falle von
4 Teilchen im Tndzustand, wobel jeweils die in Kapitel 2 beschriebene 3-Jet-Niherung
verwendet wird. In diesem Kapitel sollen die technischen Details dieser Berechnrungen
beschrichen werden. Angestrebt wird cine Hybridfunkion wie in Gleichung (1.16) be-
schrieben. Diaher ist cine mglichst genaue Bestimmung der auftretenden Divergenzen
als Funktion der Variablen w notwendig. Fir den Fall von 3 Teilchen im Erdzustand
kann auf das Ergebnis aus {6] zuriickgegriffer werden, wenn man beriicksichtigt, daB ei-
nige zusitzliche Terme noch den 4-Teilchen-Endzustandsbeitrigen zugeschlagen werden
miissen. Dies wird spiter noch genauer erliutert.

Wie ailgemein iiblich werden die Berechnungen aufgespaltet nach den Colorfaktoren CF,
CpN, und CpTy. Vorab sind jedoch einige Vercinbarungen und Deklarationen nétig.
Oft warden erst <lic Integrationen ausgefithrt, fiir die keine Unterscheidung beztiglich
der cinzelnen Wichiungsfunktionen notwendig ist. Fiihrt man diese Integrationen zum
Beispiel im "1-3"-System aus, $o ist es gilinstig

1
dCiy = dymd"b'(w'm@(ylzaym — 113)@(24)@(113) (3.1)

zu definieren. Weiterhin ist es av - schreiblechnischen Griindern giinstig héufig auftre-
Lende Faktoren wie . 2

Fop = oo (1 4 w)f (;‘—W) o (3.2)
zu definieren. Entsprechend sind Fy,, Fry, und Fep—n.j2 definiert.
Dic cinzelnen Beitriige des Matrixelements A/ werder mit der geniherten Wichtungs-
funktion (2.32) multiplizicrt und dann iiber den Phasenraum integriert, vorausgeselzt die
Berechnung wird im "1-3"-System durchgefliihrt wird, was schr hiufig der Fall ist. Fiir
jeden Antetl des Matrixclements filrt dies zu 3 Beitrigen, abhingig davon mit welcher
é-Funktion multipliziert wird, Um cine durchgiingige Unterscheidung zu erméglichen,
wird folgende Nomenklatur eingefiihri. Wird ein Beitrag K; behandelt, so ist

2 -
I, = /PS“”A}l(l bop-m g (ym _ yd 3,'134))
4 W+ Y134 W+ Yi3¢
2 -
M, = /ps(‘ﬂj\'il(l + w)\'kﬂ‘”_é (y134 - w) , {3.3)
4 w -+ Yas w + Y3

— 2 _
N = /PS""K;(] + :,u')3~———(?”r:yl U1a)” (ym _wl =)}
4 W+ Y134 W+ Y34

Der Beitrag zur BEC. den ein Term I liefert ist damit

dT

dcos i

= Li+ M; + N, (3.4)

Ky
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In der 3 Jet Niherung wird der ¢ Teilchenendzustand behandelt, als ob ¢in Quark.
ein Antiquark uned ein Ghion auslaufen. T, beschreibt in jedem Fall die Detektion des
Guark- Antiquark Paares. M, dic Deteklion von Quark und Gluon und A, dic von An-
vguark nnd Gluon. Hierbei sind Quark, Antiguark und Gluon wie i Rabimen der 3
Jot- Niherung heschiviehen wu verstehen, Weiterhin ist zu beachten, daff die im Anhang
angegebenen Terme nicht das gesamie Matrixelement ausmachen. Ts gibt nock Beitrige.
die einfach aus der Vertanschung der Indizes (1 += 2). (3 > 4) und (1 += 2.3 « 4) fol-
gen. Dics fiihrt jedoch, auler bei der Berechiung der ¢-Pole fiir Terme propertional
20 CpNo, nur zu einem globalen Faktor 4, det jeweils in den Faktoren Fe, und Fy,
enthalten ist. Mit dieser Vorbercitungen sollen nun die einzelnen Beitrdge. aufgeglicdert
nach den verschieden Colorfakioren. behandet werden. Fine vollstandige Darstellung
der Berechnungen ist natiivlich nicht moglich. jedoch sollen typische Beispiele die dureh-
gefiilirten Berechnungen verdeutliclhion.

3.1 Colorfaktor C%

In dicsern Abschnitt soll nun aul die technisele Durchlithrung der Berechnungen ein-
gegangen werden. die [ir die Terme proportional zu Cf nétig waren. Fs wird nur auf
Beitrige sum Matrixelement cingeganpgen. die in Resultat Divergenzen in w licfern, die
sich wie In®w/w. In*w/w oder Inw/w verhalien. Samtliche anderen Beitrdge verhalten
sich wie 1/w oder schwiicher divergent. Dicse Terme werden entweder numeriscls hehan-
delt oder in cinfacher Fillen analvtisch. wobel jedoch nur Methoden zur Anwendung
kommen. die in diesetn Kapitel beschrichen werden.

3.1.1 Singuldre Beilrége

Grundsitalich lagson sich zwei verschicdene Arten von Beitvigen zu M miterscheiden.
Zum cinen sind dies Tevme, die [ir gy — 0 divergieren. zum anderen Terme, die in
diesern Limes endlich bleilen. Der erste zu untersnchende Tepm resultiort aus der Auf-
summation alier Terme, die fiir 415 — 0 divergieren. Um Pole verschieden von y3 #u
vermeiden, wurden Partialliruchzerlegungen wie in (2.30) durchgeliikrt. Dies leferte (8]

Al s 1 2 o
— = 48(‘;4'7"(1/134- st ) (—ﬁ'— + (1wl - 5)) (3.5)
ha "y T+ Yo
it
. H 1—r—y Ty, A
F(:("y)=—+-{+2#—€(-+i+2). (3.6)
¥ @y ¥y oo
Das  3-Teilehen-Matrixelement @ pesultierend  aus  dem Prozess  o%e™ —

q(p)dps )ty ist proportional wu T {4y sy g nr)- I Bereich Kleiner g3 ist der Term
AR5y dominant im Matrixelement. MU In diesem Bereich des Phasenraums verhalten
sich Teilchen 1 und 3 wie ein Teitchen. Hierbei sind

Yoot Yrea — W Yeand 0T Yiss Birin = Y g (3.7}

dic entsprechenden 3--Jet-Variablen. Gleichung (3.7) ergibt in der Summe

WYY+ Y =1, (3.8)

wic es sein muss. Fiir 43 # 0 ist die Aufspaltung in {3.7) natiirlich nicht eindeutig.
Erst. die Ausfiibrung des Limes 13 -—— 0 erzeugl den Beitrag, der dem des 3-Teilchen-
Matrixelements entspricht. In Rel.[8] wird zum Beispiel die Aufspaltung

Yirr= e — s Yirns S el Wi = Yaa (3.9)

gewdhlt. Tine Integration iiber die Variablen v, 4 und gy iiberfithrt den Term in Glei-
chung (3.5) in den cntsprechenden Beitrag, der aus den 3-Parton-Endzusténden re-
sultiert. Tine Aufspaltung wie in (3.9) fiikrt jedoch dazu, da8 der Term in (3.5) nicht
direkt berechnet werden kann, da durch die andere Wahl der Aufspaltung noch Zusatz-
terme beriicksichtigl werden miissen, die ebenfalls beitragen. Es ist daher glinstiger, die
Aufspaltung wie in Gleichung {3.7) vorzunehmen.

Daher ist der Beitrag A3, /13 der "quasi-3-Jet Beitrag” des 4-Teilchenmatrixelements.
Sidmitliche anderen Beitrdge (A.3)-(A.9) sind dann reine 4-Jet-Beitrige. Eine
Ausfiihrang der Integrationen gemi® (3.1) fithrt zu Polen in £, die sich gegen ent-
sprechende Pole der 3-Teilchenbeitrige wegheben, Die explizite Abhingigkeit von
T{yia- y2e + 13) von der Variablen g3 erschwert die Rechnung, Es liegt daher nahe
cinen Beitrag abzuspalten, in dem der Limes 3,3 — 0 in der Funktion T ausgefiihrt ist

=

AB,

] 1 22
il - R Cp—T{n34.1 — thas — ) ( -
[E]

ha Yiz -+ W23

+(1-2){1 —5)) . (3.10)

Manp niuf allerdings beachten, dafi der gesamte Beitrag ABY; im Limes g3 — € relevant
ist, Daler tragt der abzespaliene Beitrag in fithrender Ordnung bei. Aus rein rechen-
technischen Griinden war cine Ausfiihrung des Limes in der Integrationsvariablen ¢,
notig.

Bs ist zu beachten, daf im folgenden immer w # 0,00 angenommen wird, d.h. dab
die Detektionswinkel y = 0,7 ausgeschlossen werden. Somit brauchen Beitrége aus 2-
Teilchen-Fndzustinden nicht berlicksichtigl zu werden. Die Vorgehensweise kann man
intuitiv an Gleichung {2.15) erkennen. Der 4-Teilchen-Phasenrauvm wird hier in ein
Produki aus ¢inemn 3-Tetlchen-Phasenraum und zusétzlichen Integrationen aufgespal-
ten. Damit eine Cancelierung mit den 3-Teilchen—Beitragen moglich ist, miissen diese
zusiitzlichen Tntegrationen ausgefiirt werden:

AR, ) %1 - ¢) { 11 3 }
e T Yo D VVRIE Vulll St A Sy §| 3
f"'(ls e 48CTET (yia. ym ?}'13)1-\(1 el i (ﬂ Y123 2)

+A8CET (yaaa, y21 — y;s){% - 3 a(yizsyias) — In’ 11z (3.11)

+5 I g — 2Lig(1 - ?Jlad)}
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wobel Lin{z) der iibliche Dilogarithinus ist:

U In{l —az
Lig() = __[0 dz i—l-ﬂ) (3.12)

Bei der Berechnung von (3.11) wurde verwendet. daB

N T L bope(] - ?):__
Hay) = [U Sy (s (g s)e) } (513

Mr-ey1 [ ! o, ] . T
POl iy Ly Doyt (- 2 4 0
1 —2e)y [2¢  Z¢ 2y 4 Y
gitt. Die Pole in ¢ in der ersten Zeile von (3.11) heben sich gegen entsprechende Pole
aus den 3 Teilchenbeitrigen weg {4]. Fiihrl man die Permutationen der Indizes aus,
dann stiminen dic endlichen Beitrdge aus {3.11) mit denen ans Ref.f4]. Gleichung (3.25)

{ibercin.

In Gleichung (2.20) aus Rel.{4] treten auBier den Polen in ¢ noch wwel andere Arten
von konvergenten Beitriigen aul. Dies sind einmal Terme proportional zu einer Funktion
F. Diesc brauchen hier nicht berechnet zu werden, da dies schon in Rel.[6] geschehen
ist. Zum anderen sind dies endliche Terme proportienal zu T. Diese Beitrdge werden
joweils den singuldren 4-Teilchenbeitrdgen zugeschlagen. Somit lautet der verbieibende
konvergente Anteil, der fiir die Berechnung der EIC bhendtigh wird

]\-L::F = 48 C;'T(yna-t.yz-x - Uw){ - % - %1"(11‘123?}134) - 1“2(%31)
(3.14)

= 2La(T — s} + QC'A},

wobei wie iblich s = #2/6 gilt. Fithrt man alle Permutationen der Tndizes aus. so findet
man Ubercinstimmung mit Gleichung {3.26) aus Ref.[4]. Zur Berechnung der TRC in der
3-Jet-Néherung wird wun A% mil der geniherten Wichtungslunktion aus Gleichung
(2.32) multiplizicrt.

Da es immer vier Gruppen ven Termen giln, die durch Vertauschung der Indizes ausein-
ander zu erhalten sind, ist zu beachten. dali dies zu cinem Faktor 4 fihet. Der Vorfaktor
Fep ist g0 gowihit. dafi alle fir die explizite Berechnung nicht notwendigen Faktoren
darin absorbiert sind.

An einem Beispiel solt nun kurz vorgelihrt werden. welcher Art die Berechnungen hiufig
waren. Fiihrt man die & Funkiion in (3.3) aus und setzt zur Vercinfachung der Schreih-
WeISC Y34 = &, dann gilt ‘

s _:t‘2(1 -l +w) Wil —x) 2
Lo = For [da fr+w) (w(l -z} alr Fw) i w‘)

{—% —31n (M) —In?x - 2(Liy(1 — &) ~ Cg)} .

(3.15)

(X1

b+ w

(=3
i

Bei der weiteren Berechnung ergeben sich schen in diesem einfachen Beispiel verschie-
done Integrale der Art

]
n = ~T__'__L-'| g ' ﬂzf "L s &)~ -
I /(h ot o Moo= [d L (3.16)

Hicrbei steht Lz, e fiir eine Funktion der folgenden Art

Llr,a] ¢ {L,Inz,n{l ~ 2),In{r + ), In® 2, n*(1 — z),n%(z + &),
(3.17)

Inan{l = =), Inxinf{z +a), n(1 — 2)In{z + «},Liz(x)}.

Die Anzall der zu berechnenden Integrale ist sehr hoch, jedoch kénnen Rekursionsfor-
meln zwischen den verschiedenen Integralen benutzt werden, um die Berechnung mit
ginem REDUCE-Programm zu erméglicken. Hierzu behilt man zuerst a ¥ w bei, und
setzl erst am Ende der Berechnungen a = w. Diese Vorgehensweise erlaubt partielle Ab-
leitungen, so dafi nur einige Basisintegrale herechnet werden miissen und die restlichen
Integrale daraus rekursiv gewonnen werden kénnen. Um eine generelle Unterscheidung
zu ciner spiter nach auftretenden anderen Klasse von Integralen zu erméglichen, sollen
Integrale der Art wie in (3.16) im weiteren "lineare” Integrale genannt werden. (siehe
Anhang)

Fiihrt man simtliche Integrale aus, so folgt als Ergebnis:

Ly = 81+ )1 ) [ - ‘%Lig("&)) (In(1+w) +nw)+ Cz% (tn(1 +w) — Inw)

Fer w
=Si2(—w) + Lig{—w) + (3
. ¥ wlnfl + w)+ llnw]n{l +w) + iln2 w]
4 3 12
+L}£3‘i—)i(~ [108° + 267w + 204w + 44]

(] +w
—miw:)_i“-) [280° + (72 + ) + {60 — w + 15+ 3]

In?w
+—= [6w® + (17 + Pw? + 16w + 4+ ]
W

]
+% [286° + (60 + ) + (39 = Jjw — 14+ 1]

1
4 [ﬁ8w2+(~]4+1’—2)w—5+f—2].

w!

(3.18)
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Schon in dicsem einlachen Beispiel ergeben sich also ein grofie Anzahl von Termen. Tm

folgenden wird daher darauf verzichtet, diese im einzelnen aufzuschreiben.
Dic moeisten dicser Terme sind endlich fir w ~ (. Berficksichtigt man nur Terme. die
flir w — 0 divergieren, dann gilt
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Entsprechend folgt
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Somit ist schlieBlich der Gesamsheitrag zor TEC von K3
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Die endlichen Terme kinunen in zwei Gruppen unterschicden werden. Die erste Gruppe
besteht aus den Beitriigen. die aus der Tatsache resultiercu. daff man in dem “quast 3
Jet"~Term (3.5) in der Funktion T der Limes 43 — 0 ausgefiilirt hat, um die Pale in
& berechnen zu kinnen. Dies resultiort in ciner Anderung der 3- Jet Variablen in (3.7).
s muB hier unterstrichen werden, dafl dies nicht vernachldssighar ist.

Weiterhin sind dies alle Beitrdge, die von vorneberein nicht aus den Pol-Beitrégen in yg
folgen.

Zuerst sell nun auf die Beitriige eingegangen werden, die aus der Diflerenz

AT = Ty v + yia) — Tgas v2s =~ 213} (3.23)

resultioren. Hier tauchen Integralionen auf, die sich prinzipiell von denen unterscheiden,
die zur Berechnung des Beitrages von K&P notwendig waren und solien daher hier kurz
beschrieben werden. Mit ganz wenigen Ausnahmen lassen sich in allen iibrigen Fillen
dic Integrale, dic zu berechnen sind, auf diese beiden Klassen zuriickfiihren. Der Beitrag,
der auns der Ausfiihrung des Limes y13 — 0 folgt, lautet

2 1+1(1 - z
KE = 48— (1 - (1= %131) S T IR {3.24)
i (a1 + ma){yas — v13) Y1z + Y3

Die Tntegrationen iiber . v und g3 kdnnen ausgefiilrt werden, ohne daf eine Spezifi-
zierung der einzelnen Korrelationen notwendig ist
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Fiir aile drei Nerrelationen ist der Beitrag AKZ maximal von der Ordnung 1/w und
wird daher numerisch behandell. Fiir die L-Korrelation gilt
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(3.27
iev ergeben sich Tntegrale, die n(1 + az®), InzIn(l + ax?) und Lix(—az?) enthal2
ten. Im folgenden werden solche Integrale als "guadratische” Integrale bezeichnet. Zur
Berechnung solcher quadratischer Integrale ist eine véllig andere Berechnungsmethode
nolig als im Falle der "linearen™ Integrale. Viele der nachfolgenden Rechnungen, auch
fiir Terme mit Colorfaktoren Cr/N,, bendligen diese "quadratischen” Integrale. Diese
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Integrale sind in den gingigen Formelsammlungen nicht zu finden und mufiten daher
durch new entwickelte Methoden herechnel werden. Fine vollstédndig analvtische Berech-
nung war meist nicht maghch. Ther wie hn folgenden sind jedoch nur die aufiretenden
Divergenzen 1o w relevant. Daher wurden Naherungsformeln fir die auftretenden “gua-
dratischen” Totegrale bestinnnt. deren Feliber Tir w — 0 gegen Null gehen. Uni eine
Berechnung dieser Integrale mit REDUCE Programmen zu ermdglichen, nubiien wei-
terhin Rekursionsformeln entwickelt werden, die die einzelien Tntegrale miteinander ver-
binden.(Fiir Einzelheiten siche Anhang) Dic Berechnungen, die notwendig sind. nm die
M- und N-Korrelationen (iir I‘c‘,,_ zu erhalten, sind ebenfalls recht umlangreich, konnen
aber im wesentlichen aul die Ausfihrung der erwihnten "linearen” und "quadratischen™
Integrale zuriickgelithst werden. Ohne die Berechnung dieser "quadratischen™ Totegrale
wire eine genaue Bestinmung der Woeflizienten der Divergenzen in w gar nicht mdglich
gewesen.

Mit Hille dieser Tntegrate kann man die notwendigen Berechnungen fir K7, ausfithren
und es folgl schiieflich
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(3.28)
Hier treten zim ersten Mal Divergenzen der Art Inw/ /% und 1//w anl. Die Ursache
fiiv diese Art von Divergenzen . w scheint ein Artefakt zu sein, der der Verwendung
der 3 Jet-Niherung im 4-Teilchen Phasenvanm entspringt. In der L-Korrelation tritt
im behandelten Term 1\'3_; nach Integration iiber i3 cine Abhiingigkeit von der Grofie

" 2
13 - W B (3.29)
Yag - Yy Ea=yiaar w \/L: -

auf, Fiir das Aultreten der Terme proportional zu 1//0 s also die obere Grenze der Tn-
tegration fiber g3 verantwortlich. Diese ist jedoch durch die 3~ Jet-Niherung nach Glei-
chung (2.33) verdindert worden. Es ist deshalbh nicht auszuschliefen, daff solche Beitriige
in ciner ungengherten Berechnung verschwinden.

3.1.2 nicht-singulire Beitrige
: " ST A B AL
Die Terme Ko NTO K
element, dic von vornherein endlich im Limes gz — 0 waren. Von diesen “iefert, nur I\':_l
-

CKELCRD und K resultieren aus Beitrigen zum Malrix-
7 W ¥

Beitrige, die wie Inw/w divergicren. Simtliche anderen Beitrige sind in allen drei Kor-
relationen héchstens wic 1/w divergent und werden daher entweder numerisch behandelt
oder mit analytischen Methoden, die bereits bei der Berechnung der Terme K7, und
IE beschrieben wurden und auf die daher nicht mehr aéher cingegangen werden muf.
Vom Beitrag Ly, lassen sich drei Terme abspalten, die die auftretenden Divergenzen
in Ine/fe: enthalten, so daB der Rest nur noch von Ordnung 1/w ist. Die Abspaltung
erfolgt nieht willkiirlich. Die Struktur des Beitrags ist derart, daB eine Abkéngigkeit
von den Variablen v und ¢ in den fiihrenden Divergenzen auftritt. Die Berechnung in
der 3-Jet-Niherung legt aber nahe, dal diese Abhingigkeit nicht besonders stark ist,
da dic erwihnten Variablen aus dem abgespaltenen 2-Teilchen-Phasenraum in (2.14)
kominen.

Hier Liegen nun Faktoren der Axt

v

Dlv.¥) = a{v) + b{w) cos ¥

(3.30)
in A% vor. Die Abspaltung erfolgl nun derart, daB fir die verschiedenen Fakloren
Dz} der Maximalwert angeselzt wird, Dies erfordert nur simple Extremalwertbe-
rechnung. Weiterhin liefern nicht alle Terme, die proportional zu Fakloren wie D(v, ¥')
sind. 13eitriige proportional zu Inw/w. Es ist giinstig die Terme

) 1
Ky = - ° (3.31)
i34 Yoa — Wiz + 24 213+ (Yise — Na)v
. 2 -1 1
]‘H = thaz a2z ~ Vi3 (3.32)
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i 4 3 — 1 1 1 1
I\H.' = 4 Yy T Y3 (3.33)

Yloa tas + Y23 M1z + Yea 1 1 — s

abzuspalten. Die notwendige Ari der Behandlung dieser Terme ist unterschiedlich, Fihrt
man dic ersten Integrationen aus, so ergibt sich

! ik 297, It 930
Ly = —f gy —2 122 ! - Lin(1 ~ -
o e a1 1 = s + ¥z |33 (1 — p123) 3.'1239‘134( ol - m) ~ o)
(3.34)
mit
1 1-—
Y2z = R Chad 7 ym—}- (3.35)

W+ Y134

Der Term proportional zu Lip(1 — y03) ist von Ordnung 1/w und wird daher nrume-
risch behandelt. Scinvierigkeiten crgeben sich jedoch mit den anderen beiden Faktoren
aufgrund der Tatsache , daf

P wihim (3.36)
1=y w+ iy '
und
1 _ w -+ Y134 (3 37)

V=g +31s0 wil+yiae) + 20k
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gilt. Bs tauchen hier also verschiedene Quadrate in den Integrationsvariablen gz tin
Nenner aufl. Eine Berechnung ist dennoch méglich. Allerdings mufl e¢ine eigenwillige
Abspaltung

1 y'l".,s L2 1 1
Lha T:—[ dipyza—"==1al = ) - (3.38)
1 Jo Jmu)+ffn;;-1 il ) *}m*\/—~ Jm+\/_)

vorgenommen werden. Der Term proportional zu () kann ebenfalls bestimmt werden.
Dabei spaltet man

=, [ gLz 1~ st (3.39)

w i Y + %

ab. Dic Diflerens LY, - A= LEY st dann numerisch hohanclolhm‘.
Aul den Term L braucht nicht nither eingegangen zu werden, da sich bet der Be-
rechnung nach Ausfithrong der Itegrationen [ dQyy crgibt, daB sich der Tntegraud in
cinen Beitrag aulspalten 14Bt, der nur wie t/w divergiert und einen Beityag. der nur ans
“Hnearen” Integralen besteht.
Fiir den Terms LT ergibt sich nach den ersten Integrationen

1 1 W13 . .
L —/ S N h. deaa{In(1 4 832 ¢ lnu+—"‘L))+I,l._,(-§y.3.‘)]
0w Iha Y |2 “ w b Y1

(3.40)
Der crste Term Lkt sich mit Thife cdementarer Partialbruchzerlegungen und particlter
Tutegration lasen. Der zaveite und dor dritte Term werden nach Substitutionen wie
x St w
R Y

I T w

(3.41)
tisbar.

58 vorbleiben noch die Divergenzen in Ny, Terme proportional zo Inefw in N kbnnen
dureh den Term RJ] (3.32) abgespalten werden. Aulgrund der Struktur des Terms und
der Tatsache. dal lier eine andere Worrelation betrachiet wird. ergeben sich jedock e
der Berechmung keine nexnenswerten Schwierigkeiten. Tm Bndelfeld kénuen alle Berech-
nungen durch “lineare™ Integrale ausgefihrt werden.

Summiiert man alle Beitiige der endlichen Terme auf. so ergibt sich schlieflich

1 Jqe

= T oy =]
T e N =(1— g)—mi(i(ljb.}‘}d:&:l 1077y
Fe, deosy 101, 4

w
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5 lw g 1 349
SIS 310 ) s - (1681 £ T 1078 —= 1342)
(11318 +3-10 )\/;H G.81 7 )\/a

(0900 w4+ (=15 £ 5w + (=160 £ 30) lnw

Hierbei stamnien die Fehler der Koeflizienten praktisch ausschlieBlich aus dem Beitrag
11
K-
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3.2 Colorfaktor Cp N,

Die Berechnung der Terme proportional zu CrpN, hesteht aus zwei Anteilen. Zum einen
sind dies die Terme, die Pole in 13 enthalten, zum anderen Terme, die Pole in y3¢
enthalten. Tine Aufteilung auf diese beiden Gruppen ist fiir dicjenigen Terme, die keine
Pule mehr enthalten, wie in [§] beschrieben, meist willkiitlich. Um eine Vergleichbarkeit,
zu gewihren, wird der Aufspallung aus [8] gefolgt. Zuerst werden die Terme proportional
2t 1/y5. baw. die dieser Gruppe zugeordneten konvergenicn Beitrige (A.14)-(A.19)
behandels.

3.2.1 Singuliire y3- Beitrige '
Zuerst wird wieder der "quasi- 3-Jet"-Term betrachtet. Dieser lautet

BC3 48Cr N,
ey ST Yza) (
s s

Yise W ) (3.43)

Yis+ Y Yzt Yo

FEntsprechend der Vorgehensweise im Falle des Colorfaktors C2 wird die folgende Auf-
spaltung durchgefiihr

BT, 48Ce N, 3
el R "““'i_“‘“T(?ha-h?jza—yw)( L )V ) (3.44)

Y13 Y3 Vis+¥aa Yzt Y
48CeN, -
IX ,{ - Ve A ( Yaze _ Thes ) (3.45)
3 sty Vit ys

mit AT wie in Gleichung (3.23) definiert. In beiden Beitriigen wird der Term proportio-
nal zu y123/{#h3 + ¥23) im normalen " 1-3"-System berechnet. Beim Term yy34/ (13 + ¥34)
wird bei der Parametrisicrung des Phasenraums von der Freiheit gebrauch gemacht,
den Tmpwls 7y 1| @ 20 wablen und somit die Berechnungen im "1 — 3" -System durch-
sufithren. Dhes hat zur Folge. daf dev Term nicht von der Variablen ¢ abhingt. Dies
vercinfacht die Rechnung vnd die Wahl der Parametrisierung darf keinen Einflufl auf
das Ergebnis haben. Allerdings muB man beachien, daf man es nun mit verschiede-
nen Winkelvariablen ¢ und 4° in den beiden Summanden zu tun hat. Erst nachdem
dicse Integrationen ausgefithrt sind, darf man fiir nachfolgende Integrationen die beiden
Integranden wicder addicren.

Fithrt man nun die Integration iiber [ d¢; aus. so folgt

/“’Cu

=

= (1 - e} 1 Y123
48C 1 N.T (3134, Y24 — e LA SRS S - &4
N T (11345 Yoa ?,'13)1,(1 25) % n -

+ 48CENT (1130, Yoa — ?/m){% In? Yias — %]nz 23 (3.46)

~Liz(1 = y1z3) + Li(1 = ym)}
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Der Polterm in € hebt sich gegen entsprechende Pole der 3-Jet-Beitrige weg. Tis ist zu
Beachten. daB hierfiir auch die Terme, die aus der Vertavschung der Indizes (31— 2}
(3 « 4) und (1 « 2,3 « 4) resultieren, bendtigl werden. Wie iblichk kann diese
Vertauschung in den endlichen Termen durch einen Faktor 4 beriicksichtigt werden.
Ebenso wie bei den Termen proportional zu CL miissen endliche Anteile aus dem 3-
Jet- Beitrag, die nicht in der Funktion F berlicksichtigt warden, in dem endlichen Rest
van 3C 53 ahsorbiert werden, Daher ist

]\’j‘\-( = 48CENT (yiss. s — Eh:«){-‘i In? Nas — %1“2 Wea — %]nﬁ(ym - 3
{(3.47)

=Ly (1 — gy 4 Thal1 — gy ) + Cz}

Miermit sind samtliche endlichen Terme proportional zu T{Yis¢, 24 — 31z} aus dem 3-
Teilehen- Matrixelement beriicksichtigt. In den noch zn behandelnden Termen propor-
tional zu Cay brauchen daher keine derartigen Terme beriicksichtigl werden, Bei der
Integration dicser Terme ergeben sich keine wesentlichen Probleme. Man mufl bei der
Berechnung der L- Kerrelation von der Naherung

Tia(1 — yyaa) 22 DBy (3.48)
FaES)

Gebrauch machen. Die resultierende Differenz zum Orginalterm in {3.47) kann nume-
risch behandelt werden. Diese Arl Niaherung tritt in vielen Derechnungen der Terme
proportional zu Cp N aul. Bei der A Korrelation titt &hnliches anf. wihvend die N
Korrelation villig problemlos zu berechnen ist. Es nifissen nur die “linearen”™ Integrale
verwendet werden. Die notwendigen Berechnungen sind uinfangreich, kéunen jedech mit
Hilfe von REDUCE-Programmen durchgefithrt werden. Das Ergebnis fiir dew Term A
lautet schiieBlich

1 d5

Nte Shiw . Inw ( 3 5¢ )
—_— e - —_— | —— =1
Fiy, deosy |, ; 4 g

[ ( s
+— (—21.15:368464 +1- m'-’] {3.49)
W

+Infw{—2) + ¥ (=2 — ) + nw(—49.564 £ 3 1077

Als nichstes wird der Term h aus (3.45) behandelt. Der Term proportional zu
thaa/ (113 + y23) wurde so schon im “Abschnitt diber C2-Terme behandelt und kann daher
dort abgelesen werden. Fiir die Berechnung des Tering proportional wu yiza/ (30 + y54)
wird die Parametrisicrung im " T = 37 Systemn durchgelithit.

Fiir die Berechunung der L-Korrelalion ist es notwendig, den Term

1441 =) 2 Vi34
Vs + ¥ Vst e (0 — )~ tnae) + pasthes

ART = 480N, {3.50)
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abzuspalten, der numerisch behandelt wird, da dies die analytische Berechnung des
Restterins ermdglicht. Hierbei treten nur die genannten "linearen” und *quadratischen”
Integrate auf, bzw. Anteile die numerisch behandelt werden. Eine Ausnahme bildet ein
Term, der proportional zu 1/(2y; +w) wird und daher eine umfangreiche Partialbruch-
zerlegung erfordert. Fiir die M- Korrelation braucht nur auf schon behandelte Methoden
zuriickgegriffen werden, wilirend die N-Korrclation sogar nur einen konstanten Beitrag
liefert. Insgesamt gilt also

_ lnaw( _i_)+11]2w In2 +1n_w( 11n22+éc+l)
Tw A2 w | 4 w \ 4 27 2

w1 (516380 £ 1 10"’)
o\

1 dE

Fy, deosx i, T

6,661 4 11070 4 — (28,263 % 1 - 10°°
v Vi

410w (~0.16 £ 0.03) + I w(11.0 £ 1.2) + In w(48.4 + 33.2)
(3.51)

3.2.2 Nicht-singulire y3~Beitrige

Als nachstes werden nun die reinen "4-Jet”-Beitrdge aus (A.14)-(A.19) behandeit. In
jedeny Fall wird bei diesen Termen das "T — 3"-System zur Parametrisierung des Pha-
senraums verwandt, wie os die Struktur der Terme nahelegtl. Bei all diesen Terthen sind
die M- und die N-horrelation maximal von Ordnung 1/w und werden daher nume-
risch behandelt. Aul diese Terme wird daber nicht nsher eingegangen. Der Term K[!/
ist in allen drei Norrelationen maximal proportional 1/w und kinnte daher numcusch
bearbeitet werden, jedoch ergeben sich aus der Struktur der Terme Probleme mit der
Numerik. Allerdings ist eine analytische Belardlung ohne weiteres miglich.

Dic Terme KZY KY und K} liefern in der L-Korrelation Beitréige proportional zu
nw/w. Der To: m N v wird l)e:oc wenbar, wenn man

Ne 1a
L3y, = 2—67-12,‘:'] (3.52)
i

abspaltet. Wie man sieht ist dieser Term schon bet den C2-Termen behandelt worden.
Der Beitrag /7 wird berechenbar, wenn man

1 1 —
K% = 48 CeN, Yizs i — Y13
W3t Y st Yeatoa + Y Yina

(3.53)

abspaltet, da die Differens mit K'Y numerisch behandelbar ist.
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Fithrt man die ersten Integrationen aus. so lolgt

I5 = Fx, .[1 rf‘iH)L[ W (14 2 et (<55 ) 4 6

w 2 4o 2t
s (ﬁ————, ) — Lia(=1) 4 I (—’ s 'w)ln (1 + 2 ) ]
w2t - w w

wenn man wieder g3y = » setzt. Dieser Terne st nicht vollstdndig berechenbar. jedoch
sind die hauptsidchlichen Divergenzen in

= Fa, /0] d?—'—(:(]—m*ij);z —Inaln (1 + %) — le( :}) + %In (%)In (l + ‘%l)]
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1 7!
+Fp -—/ (h‘———
Arbo‘ [] o +2'I

(1 (- %) — Lis(-1))

(3.55)
entlalten. Ter Rest wird wieder numerisch hehandelt, Fiir den Beitrag der ersten Tn-
tegrale werden die "quadratischen” Integrale bendtigt, wahrend fiir den Integrand des
zweiten Integrals eine Stammfunktion angegeben werden kann.

Die kompliziertesten Berechnnnger waren fiir KV7 nétig. Man kann dic Tihrenden Di-

vergenzen in die Ternse

. a3 1 y13e )i 1 .
[\'Li.l = 4B (N "‘rl sl bty (3)6)
e “Gam s g+ s e E
A N 21 Ik ] ] P
KU m g N, B (3.57)
o s 33 b e Vi + U
i 1 el — v
KIS o 480N, oy 1 (=) (3.58)
e s 13t Wa M e
abspaliten. Tlierbei ist in (3.56)
Hoza = Yo+ e+ pras() —v) {3.59)

Die Parametrisicrung ist in (3.56) wnd (3.58) schon auf das "1 — 37 Svstem festgelegl.
Die Differenz /777 — (W00 4 KOV 4 W73 st nimeniseh behandelbar. Die bei weitem
groften S(h\\mrgl\(‘l on I){‘mlc’lo der T(’lm KB Daher soll dieser Term nun elwas

genauer behandelt werden. Filiv' man die ’\‘\’1n|\(llnlvgldtlmwn iber v und #° aus, w0

folgtl
Lyt ! Uing iy Vi3 iz
e - f dijygy ——22m / iy == 1n | ——
Fy, 0 w + Yiga J0 a4 Yaal 134

(-1 { 2 1=t }
Yea — iz (Yo F 313 Yoz~ g

{3.60)

Der erste Term in der geschweifien Klammer ist Gber pi3 integrierbar. Schwierigkei-
ten ergeben sich nur insoweit, als dal das Argument des Logarithmus verschieden vom
Nenner (g + a4} ist. Bs gilt

Vien¥iae 3 Iy
f diyg ———In ECEL B,
0 Y13 + Y2y Y21Y134

1., Yoa — 1 1 Yag — 1 2
_El”, (ymym L Y ; Jla) Ll (qu ; yl3) +§1ny1231n (2+ y123y134)

4 Yaa — Y13
i, Y4 — Y13 ) . [ ( 29’1233}134)
—-=Li (— — Lig(—~1) 4 =Liy t —————
27\ Yae — s + 24151 :-1) 270\ s -y
(3.61)
Die Berechnung des wweiten Terms in (3.60) war nur mit Mithe méglich. Bei
thasl{l — -
ylo3 = ETI Y123 = Y134) (3.62)

1—tnm

liegt ein Pol in 43 vor, da der Nenner des betrachiteten Terms hier Null wird. Am Punkt
1 = yby wird jedoch auch das Argument des logarithmischen Vorfaktors gleich eins.
Zaur Bevechnung spaltel man den Integrationsbereich daher auf in

V1234134 233
[o dig = / ding +[ dyza (3.63)
y

13

Fiikrt man nun die Integration iiber dyz aus, so folgt

L12a034 1 -
/ dins Y134 In ( Y13 ) .
1o Yaathas = s Y2134 (3.64)
. . . W12 14 . 1-—
ng(ylgq) - ng(l) — Lisg (%34 (1 - M)) 4 le (l _ y123( yl&d))
Yo — Y13 Y24 — W13

Mit ciesen Berechnungen ist jedoch nur der erste Schritt getan. Es miissen noch einige
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Ahspaltungen entsprechend wie in Gleichung (3.48) durchgefiihrt werden.

Vil
L,

Fx,

! ‘.’/223 ] Hiuy
= () [ g 2

W Y e — Y s

235238151 e — 2193134
A2l _Zhmste Lis(—1) —In (J.; Jla) In (] 4 i )
Ya T 2y Yas = My

g 1 . 29103134
L1 Haa .{}m + Lig(1) JuaJ;J:
Yaa = s 2l 20 — Yz + Zihestha
; ; ! . AERKPES ) iz g o
A4 Lia(pas) — Lia{1) — Ligp [ === — (2 {3.65)
2 p1aa) 2(1) 1~ 1m0 2 ( Yor — 2 T e

1 34 9 [t W23 lfia
b Y It ( ¥z ) Sl - 1;‘13-1)1112 ( has¥ia )

21 = s 24 = Una Yaa = Y13
e .’1534))

1 n ] 2
=171 — 3q) — s In" 1%
* 2 wl pioid 2 ( Y — Yia

Yol — U3 . VI
-] ————=— | Lis(1}| + AL,
( Hrzall -~ yl:s-l)) ( )} N

Da dic Abspaltungen hier ziemlich kompliziert waren, sollen auch dic numeriseh behan-
delten Terme genannt werden.

:’_\L\.-r‘l ! i ] iy
N (o) / . ¥i2g 13
Fa. Jo wt Wi H2a = s Yisa

ieall = i . 93413+
| (Lig (L".:H(! B 123 U]\!I))) — iy (_ Y193134 (- ?}13-:)))
Y = Ths e Y1

. Y — Y 1 . Yoq - Ths
4 (L [ - - Lis | —
izatnga{l — s} b — 334 Hiealiza

Y20 — Mg )
sl — vina)

ot~ 4y ] Yar — Ui
e (Lis [ = i :"fl.i — Tia(=)) Yo — Wiy )
Yoa = ihs -t et Yoi — Yz + 2z

2123813 . 21 23513
Lia ( Wizl ) — Lig(1) Y1234134 )}
Yra — Wz F 2Y3tha

Yot — I3 . .
—~ ——=———"—Liu{1) = Lis(1 —
Yyaall - '!/:34)) ( (

Yot — Y13 + 2893l

{3.66})
Bei der numerischen Behandlung dieser Terme hat es sich als glinstig erwiesen die Dilo-
garithmen in folgender Form darzustellen

‘( Y13 )

Hizsiga ¥

Liz(—a) = / e dypg BB ] (3.67)
o

13 173134
iy + S

Yerwendel man (3.67) und behandelt die Dilogarithmen, die jeweils zusammen in einer
runcen Klammer stehen, auch nemerisch gemeinsam, so lassen sich zufriedenstellende
Resuliate erzielen. Tis sind in (3.65) noch umfangreiche Berechnungen durchzufiihren bis
die Divergenzen in w bekannt sind, jedoch beruhen diese alle auf bereits behandelten
Methoden.

Der Tenn L,‘\jz ist ohne gréBere Schwierigkeiten berechenbar. Nach Ausfiibrung der
ersten Integrationen ist

- 1 ¢
LY = _op, f disn 123 Vi 2 + ALY (3.68)
Ne o W+ Yize Yiae 1 — Y23 + e
Nur der ansgeschriebene Term enth&lt Divergenzen proportional zu Inw/w und kann
nit Hitfe von Partialbruchzerlegungen geldst werden. Etwas komplizierter ist der Term
I)\” Nach den ersten Integrationen iiber d¢ys ist

. : 1 T 1
L)\':.s = FNt / d];‘134 iz Yin {ln y123—y123 -} C?} -+ ALV:'a
0 W+ 3134 134 1 — p1o3 + Vi L -2
(3.69)

Der Term proportional zu ¢ kann auf dhnliche Weise wie J’.),,‘:.:"2 bereclinet werden. Fiir
den Term proportional zu In 93 liefi sich keine andere Maglichkeit finden, als die Nihe-

rung
I (1 d ) g (3.70)

- o~
w - Y134 W - T3

z verwenden. The Differenz zum Orginalterm ist dann numerisch bebandelbar.

Addiert man siimiliche Beitrdge proportional zu CrN,, die aus den endlichen Anteilen

resultieren, so ergibt sich

1 dE _ lngw( i)_}_lnzw( 11n2)+1nw( 3 15c+11n22)
F,\Q_dt:os,\n"_]\,‘" w 24 w 8 w 2 8" g

1 Inw
—(-22.9727730+£ 5- 1077 — (7.7 -107®
+=( 77304 5- 10 Hﬁ( 7750 £ 3-107%)

1
+—=(—5.67 £ 0.06)

Jw
+1nw(—0.1 £ 6) + In¥ w(—~7 £ 2) + Inw(—205 + 31)
{3.71)
3.2.3 w3y Beitrage

Schliefilich mitssen noch dic Terme proportional zu 1/y34 berechnet werden. Man muf
beachten. daf Cj, ausnahmsweise mit allen Vertauschungen der Indizes ausgeschrieben
wurde. Dieser Term wird natiirlich im ”3-4"- bzw. "3 — 4"-System berechnet. Die Ar-
gumentation gilt entsprechend wie beim Term BCY;. Die Integrationen [ d(ay kénnen

38



ausgeliihrt werden und es gilt

C e -1 1 (13 1 )
2 = 2T s vt ) e | = 4 = { - — = Iyt
]“‘Cm s (¥ras y'“)f‘(l ey |2 T e 7 (W2aadias)
| ) 11
3 In? gy — 1 0™ gogy 3 In(2ha4yeas)

. . 67
~Lig(1 = paa) = Lia{) = yans) + 1

Die Pole in ¢ heben sich gegen entsprechende Terme ans dem 3-Jet Beitrag woeg. Zur
Berechnung der endlicken Beitriige wird

1 1, 1 . 67 o
Kgg = ST Ose ) { -3 Wos = 5 o = 2l — sl 4 35| (B

definiert. Hlierbei wurde cin Faktor 1/4 kiinstlich eingefithet, damit der Falior Fi nicht
gedndert werden muf. Weiterhin wurde von der Svmmietrie in gz und yagy Gebrauch
gemacht. Die Gerechnung dieses Terms bictet kaum Schwierigkeiten. Nur der Term pro-
portional zum Dilogarithmus muf numeriseh behandelt werden.

Wesentlich mehr Schwicrigheiten bietet der Term Ay, Dicser Term scheini eigentlich
eine Berechiung im "3 -47-System nahezulegen, jedoch stellt sich heraus. dali dies
nicht die glinstigate Wall ist. Tm "3 4" System lieB sich keine analytische Berechnung
durchfithren und selbst eine numerischie Berechnung ist praktisch nicht méglich, Aller-
dings kann man deir Tern umschreiben zu

| e 2 1
K= ag N
2 wmadali Visali
NI ! ! (3.74)
2 yar — s 3 b s YizaYama
%3 1 i 1
2 g = Yo Yo Y sl

+ /_\J\':f,

mit

5

¢ R
(o + Yaa + pa) ( L 1) (3.75)
Wzl

12 1

AR = A8 CEN, -
Yiaazn Hea — Mindhy ot U

Der Term in der ersten Zeile von (3.74) kann im "3 47 Swstem berechnet werden. Fiir
den Term in der zweiten Zeile ist cine Berechnung im 1-3"-System gerechifertigl. Ter
dritte Term kann durch Vertauschung der Indizes {1 — 2,3 — 4) in dea Termn in der

wweilen Zeile fiberfiihrt werden. Ohwohl diese Terme aus Beitrdgen zu 1/yg entstanden
sind, weisen sie nun eine Struktur aul, wie dhnliche Terme die bereits im " 1-3"-Svstem
berechnet wurden. Die Berechnungen dhneln sehr denen, die fir Kl’,’ notwendig waren.,
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Diese wurden bereits ausfiihrlich beschrieben, daher kann auf eine Beschreibung hier
verzichtet werden. Leider ist der Term AKX, numerisch nur schiecht zu bestimmen und
liefert. daher fast den gesamten Fehler fiir die Terme proportional zu CeN,.

SchlicBlich fehlen noch die Beitréige, die aus den Termen KF K§; K£ und K£ stammen.
Diese sind jedoch sdmtlich ohne gréBere Schwierigkeiten numerisch behandelbar. Somit
felgt schlieBlich fiir die endlichen Beitrige

1 ds m]113w(L)_}_Inzw(?_l_i)_’_in_w(l_*_s_*_?
Fr, deosytFs — w \12 w AT 24 W 9 2C2)

%(12.47 +2-107%) (3.76)

+1n*w(1.0 £ 0.2) + % w(6 + 4) + Inw(49 + 30)

]
+;(2].835} £1-107" +

Dics achlieBt die Berechnung der Terme proportional zu CpN, ab, die aus den Klassen
(B) und (C} stammen,

3.3  4-Quark-Endzusténde

In diesem Abschnitt werden nun schliefllich noch die Terme untersucht, die aus Beitrigen
resultieren, bei denen vier Quarks im Endzustand vorliegen. Hierbej ist zu beachten,
daB im Gegensatz zu den in den vorangegangenen Kapiteln behandelten Termen der
statistische Faktor N, = 1/4 ist, da hier der Prozess v*, Z — ¢gggd betrachiet wird, Es
werden zwei Félle unterschieden. Zum einen sind dies Interferenzierme, bei depen die
in den beiden Paaren produzierten Quarkflavors (Klasse E} gleich sind, zum anderen
sind dies dic Terme, bei denen dies nicht der Fall ist (Jasse D). Diese Terme sind
proportional zum Colorfaktor CpTr und lassen sich analytisch berechnen. Als Ergebnis
Jiir diese Term - folgt

Ao 1‘*2“)(_,‘1)+M_W(2)+1(3 %)
Frodeosxlrm, — w 3 w \9/  w 3

+ In? w(—-86) + lnw(—a—;-}

(3.77)

Die Interferenzterme sind proportional zum Colorfakior Cp(Cp ~ N, /2) und lassen sich
numerisch hestimmen zu

1 5 1
eS| —(-0.9308804 % 4-107%)
Fiepanemdeosylotme  w {3.78)

+ 0% w(7.77 £ 0.05) + Inw(31 £ 1.4)

Dies schitefit die Berechnungen der 4- Jel-Beitrdge ab.
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4 Zusammenfassung und Diskussion

In diesern Kapitel werden non die Ergebnisse zusammengefabt und diskutiert. e
Hauptaulgabe dieser Arbeit war es. die Noellivientien der Divergenzen in w miglichst
genan zu bestimmen am cinen Vergleich mit entsprechenden Leading- Log Vorkersagen
su ermdglichen. Die ursprimgliche Brwartung war. dab die anfiangliche Diskrepanz zwi-
schen der Leading-Log Vorhersage und der pertmbativen Berechnung au [gehoben wer-
don kann, wenn man auch die nicht-singuliren Beitrige berlicksichtigl. Tis Tat sich
jedoch geavigt, dab diese Anteile hichstens Tevine lieferen, dic wie Chnw/w fivw — 0
divergieren.

Addiert man simtliche Einzelbeitriige auf und beschriinkt sich auf die fithrenden Diver-
genzen, d.h. Anteile, die mindestens wie 1/w divergieren. so gill

1 & Ly (ﬁ}'ﬂ_{
odeosy |, 8 \w/ w
2D 5]
} !n"'-j:[ (%1— gln 2) Cp + (]—61- hi;) N, lnfl
+1n£[(l —%Cg -+ %111224‘21112) Cr (4.1}

. 7+z(*1nzz \"’-i—(i-)e]
e g o8 fUf 18 1

+(23.253054 £ 11079

; 3 2
+(8.7991 £ 1- 107N, + (1 - ggg) nf}

wenn man beziiglich dor verschiedenen Divergenzen in w faktorisiert. Gleichung (4.1} ist
das hauptsichliche Trgebnis dicser Arbeit.
Den Gesamtheitrag zur EEC in Ordimimg n:f fiir Kleine « evhilt man, wenn man das
Resultat fir dic 3 Jei-Beitriige aus Ref [6]

= g (%) { R RALE CRL' 3 SR RTET AR
S w A e ) (4.2)

(- a2 8GOy + (5 - B+ 6(3)1\2.}
hinzuaddiert. ierbei st wieder g = w(1 +w)™. Da hier das Verhalten [ir sehr kieine w
hetrachtet wird. kann 5 = w angenommen werden. Addiert man den 3--Jet: Bvitrag"(:lfz)
s 4-Jot-Beitrag {4.1), so hebt sich der Anteil N, n® w/or last vollstindig herans. Ubrig
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Bleibl nur ein Woeffizient. der dem der nicht-singuliren Ky, ~Terme entspricht. Hierbei
ist aufldllig. daB der Beitrag propostional zu CrN In? w/wll/6 genaw der Leading-
Log Vorhersage entspricht. Weiterhin ist die bestimmende Grofe bei den Berechnungen
der nicht- singuliren Anteile oft w/2. Dies resultiert aus Termen, die proportional zu
({325 — 313) + 2Z4n3) "' sind, Daler kann sowohl der verbleibende, nicht durch die Leading-
Log Vorhersage su erklirende Beitrag proportional zu In® w/w als auch der proportional
#zu In?w/w erklirt werden, wenn man von cinem Resultat — 1n%{w/2) fw/24 in den nicht-
singuldren Anteilen ausgehlt.

Nun erfolgt noch ein Vergleich mit den Resultaten anderer Arbeiten, sieke Tabelle 4.1.
Diie angegebenen Werte in Tabelle 4.1 entstammen den Arbeiten von Clay, Eliis 13},
Bllis, Richards und Stitfing [18], und Kramer und Spiesberger [14]. Zunichst wird noch
cinmal die Definition fiir die Entwicklungskoeffizienten aufgeschrieben, die schon in der
Finleitung erwihnt wurde

1 dS 1 & 2n—1 o n - 1
=oX o (3) e () (4.3)

GodCOSX |, 14 Waml mod

Zur Vercinfachung der Schreibweise wird nun noch definiert

- 8
nCm = —C,_Fncm (44)
Ui cinen besseren Vergleich mit den Resultaten anderer Arbeiten zu ermoglichen, wird
die Summe aus dem Frgebnis dicser Arbeit, Gleichung (4.1), und dem Beitrag D/ noch
als Zalilenwerte dargestellt.

2Cs = Cp{~1.1666) + N.(0.04166)
WGy = Cp(d2103) +  NJ(1.9200) + n,(—.3333)
(4.5)
& = Cr{—4.5006) + N.(3.8388) + n;(—.05555)
Gy = Cu(24.1959) + N(~23.0566) + ny(—.3466)

Vergleicht man dieses Ergebnis mit den Leading-Log-Vorhersagen, so zeig} sich, daf
schon in fithrender Ordnung der Divergenzen proportional zu C und CrN, ein Unter-
schied hestehen bleibt, whhrend die ny-Beitrige, wie bereits bekannt, iibereinstimmen.
Dic einzige wirkliche Ngherung, die im Verlanfe dieser Arbeit verwendet wurde, ist die in
Wapitel 2 heschriebene 3- Jet-Niherung. Die dort beschriebene Untersuchung ist letet-
endlich kein Beweis, jedoch ein deutlicher Hinweis dafiir, daf die 3-Jet-Niherung eine
sinnvolle Approximation ist. Der dort verwendete Beispielterm stellte sich im Verlaufe
der Arbeit als der cinzige heraus, der Divergenzen proportional zu C%1n’w/w hervor-
bringt. Die analytische Berechnung dieses Termes ist vergleichsweise einfach und kann
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Tabelle 4.1: Die Joeflizienten der cinzelnen Divergenzen aus anderen Arbeiten

Koell. | Leading Log Clay, Fllis His. Richards, Kramer,
Stirling Spiesherger
(- ”}!- (C10085 £ 025)Cp | (-1.232% 24)Cp | (-0.9220.26)C
20 (0.0069 % 0,121, (0.0 + 0,03},

e (4.92 + 45)Cp (105 4£4.5)Cr | (~0.440 + 0.056)Cr

o LN, (1.815 & 06)A, (1434 362)N, | (~0.18 £ 0.036)X,
~Luy (~0.333 £ 0.0002)n, | (~0.337 % 0.012)n, | (~0-338 £ 0.012)n,

(4 20)C0 | (-103 % 24)Cp (-70 % 35)Cp (19.20 £ 1.0)Cp

e 8 )N | (0765 £ LO5IA, (7.0 £ 36)N, (23.80 + 0.64) N,

~1%7:! (=011 £ 0.010)ny (—.01T £ 012y (0.074 £ 0.042)n;

als gosichert betrachtet werden. Samitliche anderen Beitrige proportional zu CF liefer-
ten maximal Divergenzen, die wie Tnw/uw gehen. Die Koefligienten divser Divergenzen
wurden analylisch bestimmi. Die nichstlolgende Divergene, namlich 1/w. konnte daher
recht prizise nuwmerisel: bestimmt werden.

Die numeriseh berochneten Koeffizienten in Tabelle 4.1 sind in [ihrender Ordnung e
ebwas oberhalh der Leading-Log, Vorbersage angesicdelt. Dhes stimunit mit dem Frgebnis
dieser Arbeit fiberein. Der Koeflizient. des Beitrages proportional #u N in (4.5) ist sehr
Klcin. Daler ist wird cine numerische Bestimmung dieses Noeffizienten stark durch den
ain etwa einen Faktor 50 groBeren. nachgeordneten Term N, - 20y behindert.

Die Brgehnisse der ersten beiden in der Tabelle anigelisteten Arbeiten. Rels.[13],[18],
sind in der Ordnung gég noch in elwa mit den Ergehnissen dieser Arbeit vvrg!vichhaj'.
wihrend die Trgebnisse von Ref{I5] schon dentlich abweichen. In der Qrdnung ()
wroten in allen Avbeiten bereils stark unterschiedliche Evgebnisse anl.

Die Ergebnisse von Kramer und Spiesheiger wurden dem Anhang von Ref f13 entnom-
ten. Allerdings wurden in der erwihnten Arbeil auch verstchsweise Vorgaben fir den
Koelfizienten der fiihrenden Divergeny, .y gemacht, Wurde Ly = =7/6C, gesetat. so
ergab ein Fit der nachfolgenden Beitrédge proportional zu CE cine wesentlich hessere
Ubereinstimnmng, zumindest in dor Ordnnng ,Ca. it dem Resultat der vorlicgenden
Arbeit.

Rin weiterer Untersehied zu den Teading-Log Vorhersagen ist das Auftreten von Di-
vergenyen wic Inw/fw und 170 Diese Art von Divergenzen sind im Rahmen der
Leading-Log-Theorie nicht zw erklaren. Jedoch mufi hier gesagt werden, dafi, wie he-
reits in Wapitel 3 ausgefiibrt, diese Divergenzen ein Artefakt der 3 Jet Naherung sein
konnten.
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Abbildung 4.1: Die dick durchgezogene Linie ist der 3-Partonbeitrag, die normal durch-
gezogene Linie ist der Anteil der 4-Quark-Interferens, die diinn durchgezogene Linie ist
der CF- Anteil. die diing gepunk! e Linie ist der CpN.~Anteil und die Linie mit den
dickeren Punkien ist der Anteil mit 4 Quarks im Endzustand.

T warde auch cine numerische Berechnung der EEC iber den gesamten Winkelbereich
durchgelithrt. siche Abb.1. Die geplotteten Kurven wurden nicht zur Bestimmung der
Kocflizienten der Divergeazen herangezogen, sondern dienen rur als Vergleich zu ande-
ten Arbeiten, Tn der orsten Abbildung wurden die Berechnungen fir 3 Teilchen wnd 4
Teilchen im Endzustand dargestellt, Die Berechnungen fiir 4 Partonen wurde aufgespal-
tet nach den cinzelnen Colorfaktoren durchgeliihrt. Die dick durchgezogene Linie ist der
Awntell, der aus dem Beitrag von 3 Teilchen im Endzustand resultiert. Die normal durch-
gerogene Linle entspricht dem Beitrag, der aus dem Interferenzanteil von 4 Quarks im
Endzustand resultiert, d.h. dem Beitrag proportional zu Cp{Cr — N./2). Diese Linie ist
fast mit Mull identisch. Dies entspricht der Tatsache, dal die 4-Quark-Interferenzterme
kaum zur EEC beitragen. Die diinn durchgezogene Linie ist der Anteil proportional zu
¢, die diinn gepunktele Linie ist der Beitrag proportional zu CrN,. Die verbleibende
Linie mit dickeren Punklen ist der Anteil mit 4 Quarks im Endzustand, der propor-
tional zu CpTy ist. Dic einzelnen Anteile zeigen prinzipiell ein dhnliches Verhalten wie
entsprechende Tlurven in Rel [14].

Die nichste Abbildung zeigt die Summe alle Beitrige sur EEC in Ordnung a? iiber den
gesamten Winkelbereich. Im Bercich cos y — 0 zeigt B{x) ein vergleichbares Verhalten,
wic zum Deispiel eine emgprechende Abbildung in Ref.[13], in der anch die Ergebnisse
der Arbeiten von Refs.{12].[11} abgebildet sind.

Dics entspricht dem Bereich w — 0. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dafi in [13] eine etwas
andere Definition der BEC verwendet wurde. Dies resultiert in einem globalen Faktor 2.
Entfernt. man sich vom Bereich kleiner w, treten Abweichungen auf, die fiir cosx — 1
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Abbildung 4.2: Aufsummation aller Beitriige.

inuner stirker werden. Fiiy cosy — 0 wird die verwendete 3-Jel- Niherung immer un-
genauer. Die Abwelchungen resultieren daher aus dem reinen 4 Jet Beitrag. ¢h. dic
Diflerenz zwischen der ungeniherten ERC und der in der 3-Jet-Niherung berechneten
ELC wird immer grofier.

Zugammenfassend kann man als das hanpisichliche Torgebnis dicser Avbeit nennen. daff
¢ine analytische Berechnung der fithrenden Divergenzen cine definitive Abweichung von
der Leading-Log - Vorhersage zeigl. Die cinzige verwendete Approximation war wic ge-
sagl die 3-Jet-Naherung, Wie jedoch gezeigt wurde, resultiert die fihrende Divergenz
gerade aus dem Anteil des Matrixelementes proporticnal zu C?., der sich wie ein cnt-
sprechender Anteil des 3- Teilchen Matrixelementes verhdilt. Deshall sellte aber die 3-
Jot-Niherung fiir diesen Antail relativ genau scin, Eine Abschatzung des Fehlers hatte
ergeben. dafb woll héchstens in der néichsten Ordnung der Divergenzen in w ein Beitrag
aus der Differenz wwischen der Bereclinung in der 3-Jet Ngherung und der nngenéherten
Berechnung #u erwarten ist. Fiir die Terechnung der fithrenden Koceflisienten war es not-
wondig dic sogenanaten “guadratischen”™ Integrale «u losen. Diege fanden sich in keiner
bekannten Formelsammlung und nuBten daher eigenstindig geldst werden, Welierhin
war es notwendig, Reduktionsformeln zwischen den einzelnen Tntegralen herzuleiten, v
cine Bebandhung duich analytische Programme zu ermdglichen. Dies {riigl der Tatsache
Rechnung, daB ein analytische Berechmung chne Computerunterstittzung aufgrund der
Vielzahl der Einzelterme kaum machbar evschien. Einer der arbeitsintensivaien Anteile
war daher die Entwicklung sowohl analytischer als auch numerischer Integrationsrouti-
nen. Die numerischen Routinen muBten zu extrom hoher Genauigkeit gebracht werden,
wihrend bei den aralytischen Routinen hauptsichlich die ricltige Erkennung der auf-
tretenden Integrale Schwierigkeiten bereitete. Die Integrale und die benétiglen Rekur-
sionsformeln sind im Anhang beschrighen.

Eine verbesserte Berechnung der EEC wiire woh) méglich, wenn man die im Abschnitt
"3-Jet-Niherung” beschrichene, iterative Naherung durchfiibrt. Es wiire sinnvoll, dies
zuerst auf die Terme anzuwenden, die zur fiihrenden Ordnung der Divergenzen beitra-
gen. Bine selche iterative Berechnung der EEC sollte auch numerisch méglich sein und
daler bei zukiinftigen, numerischen Berechnungen eine Ausdehnung des Giiltigkeitsbe-
reichs der 3-Jet~Naherung fiir groBere Werte von w, im Idealfal! {iber den gesamten
Winkelbereich crmiglichen. Dies wiirde eine durchgehende, numerische Berechnung der
EEC ermdglichen. ohne daf auf Phasenraumschnitte suriickgegriffen werden mu$. Auch
hier wird irgendwann die Differenz zwischen der 3-Jet-Nakerung und der ungendherten
EEC sichtbar werdin, jedoch sollle wohl fiber einen gréBeren Winkelbereich Uberein-
stimmung herrschen.
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A 4-Teilchen-Beitrige

In diesem Anhang werden die behandelten Matvixelemente zusammengestellt. Die Be-
rechnung erfolgle bercits in den Arbeiter [8) und [4]. Fiir die explizite Berechnung der
EEC war aber eine Darstellung der Matrixelemente nach erfolgter Partialbruchzerle-
gung notwendig. U cine Nachvollziehbarkeit der Berechnungen zu gewihrleisten, sol-
Jen hier nun dic refevanten Matrixelement zusammengestetlt werden. Samliche Beitvige
werden bis aul Permutationen der Indizes aufgeschrichen, die aus den Vertauschungen
{10 203~ 4) und {1 — 2,3 — 4} folgen, da dies im Rahmen dieser Arbeit jeweils
nur w0 einem globalen Falktor 4 lihrte.

Die Beitriige fallen in verschicdene Unterklassen: (A} ungekreuzie QED artige Gra-
phen. (B) Gekreuzte QED-artige Graphen, (C) QCD -artige Graphen, (D) und ({I9)
4 Quark-Graphen. Klasse (C) besteht aus Beitriigen, die den 3-Gluen Vertex enthal-
ten. Dies ist der Unterschied zu reinen QED -artigen Termen. Die verschiedenen Klassen
von Beitrdgen [Hihren zu Beitrigen proportional zu verschiedenen Colorfaktoren. Klasse
(A) zu CF, Klasse (B) zu Cp{Cp — N /2). Klasse (C) zu CpNe. Wenn i Endzustand
Qaliatuly mit ¢ # b gill, fihrt dies zu Beitrdgen proportional »u CpTx, Klasse (1) vnd
zu Beltrigen proportional su Cp{Cr — N /2), wenn a = b st Klasse (E).

Tierbei ist Cp = 4/3, No = 3 und Ty = 0y /2 Tiir 0y beitragende Quarkflavors.

A.1 (% Beitrige, Klassen (A) und (B)
ARy AR,

] ST A S R A5 A1 =42 iy A
T o + A(_F } J\(,F + l\(.F + I\(_F + h(_!__ +[‘r-+ +I\(,F (A
AB}, 2ine

L1
=43 C.'Z"?T(?hu-i- Yy + Yl ( + (1 —u)(l — 5)) (A.2)
13

¥is s+ Yy

Konvergente Terme, die nicht zu ¢ Polen fithren, liefern

o laa = (v 1 i
K= gy lanz gl ) (A.3)
¥ iE) IEREE

- 4 1= iy + W
K= 480520 —1-),.__,;'1,’1_’”1

: (A
a{Mis + i)

RN = 48 Cfn 1 [le-s(?fa-l — i1 —v)) — ¢y

+ 912 — (1 -—-1:)] (A.5)

“r yha E:
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o= e Y+ — A
Cr P aiaa s Yiz N+ Yas
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K = 48 Cl [}_ ( Yiz ygi) W23 ( L—tna 1
Ws \¥is+We  Yiza) Yia+ Y \is + U

Va3 Y12 1 ( vi2 1) (A7)

W3+ ra s + Vo3 Tz + Y \Yra + Yau

+i (1 4 1 e Yhas )
Y134 MsFYatis+ ¥ Yz + Y

. -1 2 1
K = 48C3— [2 R L ] (_ _ ¥ )] (A8)
Y134 e+l W \VYa Y14 Y24
K9 = 48Cl [2 yuayes —yoys L 1 (1= yia(ya4 — 11a))
¥ Y13 Yo34 Y13 T Y4 3+ Y3

21 {=yo(yes + yaa) + 91l + preg))

Yoas s + Yaa tha + Yoz
——— (T + Yo — ) + “?*———E&‘“" (A.9)
Y13a3234 Y13 Y1z + Y
2¥34 13
+ ——————(1+ y123 ~ Y134)
Vizdl2as g + Yo
2 ¥z
+ —2 (g 4y - - -
resyer v T e (1+ p12 + w23 = (134 — vea){¥2a — Y13))
Tlierbel sind
£1 = H14¥23 — Yielad — Y1zl (A.10)
€ = Yrqloa — Vialiaa + Vislos (A11)
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A.2 (CpN-~Formeln, Klassen {B) und (C)

Wie in Rel.§8) heschrieben, ergeben sich zwei Gruppen von Ternden. Zum cinen Beitrige
proportional wu 1/y; und sum anderen Beitriige proportional za 1/ysq. Dic Aulteilung
der finiten Terme ist relativ willkiirlich. THerbel wird Ref.[8] geflolgt.

BCs  BGy A ([ T +I\'61)
Cp Cr

Yis i 20e (A.12)
- t i v v au;
+ K vt Iy m ]\Nr + R ot I v T I M
BCY, ABCEN, ¥4 W12 o
L F(*‘lisl Yt f;’»l) ( - (A.13)
i3 i st Yzt ym
Die folgenden Terme liefern nach Integration keine ¢ Pole
48 CpN, 2 1 gyttt — s
I\"‘ _ F L FARSET] Hay2s ,\'_\\14)
e tha iz Tty et i
= 4B CplNe _yroysr =~ Yrayes (atna + vielyies -+ 1ise)) (A15)
B iz (s b )i en Yia + ym
48 Cp N, - 1
K = Fde 0 (2 + _[J-" {A16)
o iy sl 224
. 21 1 -
I = 48 CpN w'"——(fll1 + 2u2) (A7)
e ?,'lHJIJ ot s F i

e - Nz Ya
KY = 48 (N, - A8
e f ((?hs 4 ) (s + )y + oy (pa ?.'34)1/134) )

, 483 Cp N, Yo et 2 i Mg + Yrag — 2
f\.lf A AL Y1 i1 134 4 iz g T Yy (A.19)
o Yt Y1z T Yae Yha ot s i3+ Yau Y13

e s o e+ 2y
Cyns b i s+ Hss

Nun folgen noch die Beitrdge. die von Termen proportional zu 17y, stammen, Tierbei
ist »u heachten, dalb es fiir die Terme (g und N5 keine Beitrige aus Vertauschungen
dor Indizes {1 « 2), (3 « 4) und (1 « 2.3 — 4) gibl. Der Term Ty auns Ref.[(8),
Gleichung {C.27) wurde aufgeteilt in die Beitrige Cj, und K. Die Anteile. die nach

Integration {iber die Winkelvariablen verschwinden. werden nicht beriicksichtigt.

s Y13 ia 234 ey
Caq —T(Jm tass) et ¥ig x Y234 + L 44 201 — 1)
Yae  Yz4 Yigt e Yt st ¥a Mot Y

(A.20}
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. it 1 1
K§ = 480N, { A2
* P24 | (313 + y34) (y2a + 334) (A.21)
1 1 }
(11 + v3a)imas (Y2e + Y34)1h3e
]\';{i = 48CFN, 1 {1 = 2334 — Y1n4 4 Y3t Yrag ?]14 — ym} (A.22)
V319134 Y234 3 + Y34 21J‘13 213
e 1 2 - —
KS = 48CHN, { Y2i — Vst (A.23)
T3 + Yay Yazs
1 2 1
v (e 1)
Yaza¥aa  Mize Yo
. o1 Y12 1 1
KE = 48 CpN.— {— - —2-— A.24
o Yiss 12034 2y Y234 ( )
oL ; 2y f Y134 ?}234
]\34 = 48( N, _JKM(l —-v+v } ‘——‘—2—23,[19, (AZS)
Y13 Y231 Y134

A.3 4-Quark-Beitrige, Klassen (D) und (E)

Es werden die Terme aus Rel.[8] ibernommen. In Klasse (D}, Term Hy,, werden Anteile
woggelassen, dic nach Aus{ithrung der Winkelintegrationen im Phasenraum verschwin-
den, da sie fiir diese Arbeit nicht relevant sind. Bei den Interferenztermen, Klasse (E),
stelll. man fest. daf die in Ref.[8] angegebene Form noch nicht fiir weitere Berechnungen
geeignet ist. Daher werden hier die Terme gleich so dargestellt, daf sick die Pole in 14
und gy offensichilich herausheben. Die eilzelnen singuliren Beitrige werden im Term
H ¢ aufsummiert. Fiir die Beitrdge proportional zu CpTp wird glelch der relevante Anteil
angegehen:

10
Ky = 48Cy TR[ (3(111 Yz + ) - *5‘) 3128, Y14)
2

. (A.26)
+__
3 ¥l ¥iia

(2?;34?}1233!124 — (32 — y124)2)]
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N,
Iy = 480 ((*,.‘ - ,—))

2
Yia + Yas

1 1 1
— e ——{a2 + e (rabes — Yoatha + Yaalihs ~ Yaa))
aa Yren Yaza Yisa

Wiaihs | l
M——(Ulwzs = Yoadina b vl — y2))

+ 7
Wi Hisa Yuaa
1 1 1 1
=1+ Y ———— (Wl — P12y + ialing — )
W14 Yo fliga Yrza

1 i 1
+ _!f:m:’fl.‘i_g—"—'_'(?/lﬂ."}ii-i = YraWes + P = y2))|
i Yiga

Nun folgen noch die finiten Beitviige.

. . NN Zyaya s 2 e
PP . LA TN T
270 s e b B il Yisg
B COONy T 1
Hi, = 48Ce (C P —) —_—
27 e it s
(] [}
2yvsies + (e ¥ vt Yas ) | — +
. Wi Haa
Jigy = 48C (C‘ N‘) L :
= A8 | O = ) e
& 27 W rse e U
Ch Cy
Zyiaes = (e i Fyas F Y} | T+
Yoo Y
. ."\"'. Haa i
i = 48Ck (C‘F - —() ¥ (12 + 910 b yas + )
2 Son Wasd s+ Yss
mit
t3 1= dhudfsa b estha — Wishes
C = halas st i
5 1= affes = el — Vsl
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{A.28)

(A.20)

(A.30)

(A.31)

(A.32)
{A.83)
(A.34)

B Integrale

I Rahmen dieser Arbeit wurden umfangreiche analytische Berechnungen durchgefithrt.
Diese erfolgten witer Verwendung von REDUCE-Programmen. Hierzu muBten Basisin-
tegrale bestimmt werden, die dann mit Hilfe von Rekursionsformeln verallgemeinert
werden konnten, Die allgemneine Vorgehensweise, die hierfiir nétig war, soll nun in die-
sem Abschnitt beschrieben werden.

Es wurden zwei Sorten von Integralen zur Berechnung der analytischen Beitriige ver-
wended, die "lincaren” und die "quadratischen” Integrale. Die linearen Integrale sind in
verschiedenen Formelsammlungen wie Gradsteyn-Ryshik [23] oder der Arbeit von Duke
und Devole [24] zu finden, withrend die "quadratischen” Integrale véllig nen bestimmi
werden muBlen. Zuerst werden die einfacheren "linearen” Integrale behandelt.

Hierzu sind folgende Definitionen ndtig

Ry = [ de gt (B1)
M) = [ st () (B.2)
R o) = [ W (B.3)
Mo = [ dzatin(i(e) nlg(a) (B.4)
wobei
1) glarelew, ] - 1,2+ w) (B.5)

Die Rekuorsionsforineln gehen von verschiedenen Anfangsintegralen aus. Fiir die Terme
mit einem Logarithmus iin Infegranden gilt.

Me) = In{l +w) — In(w) (B.6)
Pa) = Liy (ﬁé) (B.7)
HNa+w) =4 (1112(1 +w) — In? w) (B.8)
T —2) = —Li, (HLW) (B.9)

Rekursionsformein fiir héhere Integrale erhiilt man durch Ableitungen. Fiir Terme, in
denen das Argument des Logarithmus keine Abhiingigkeil von w enthilt, ist dies unmit-
tethar ersichilich, zum Beispiel

1
Taw) = ———= 8T, () (B.10)
Die Rekursionsformeln fiir den Term mit einer Abhingigkeit von w lautet
1 1 1 1
Matw) = — a.q _ | ——— B.11
1:(1 ““) -1 { w n—}(w+w)+n__l ((]+w)n_] w"_i)} ( )
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Nun folgen die Anfangsintegrale fiir Terme mit zwel Logarithmen im Integranden

, 1 . ,

Flea) = 2L (7;) (.12}
. 1o . . . .
For+w) = -3 e - Glnw — G + Syal—~w) — Lig(—w) (1313}
.’j‘)(_z" V) = =Sya{—w) - Ligl-w)+ G (B.14)

— W) L) + F it 4 20
Plr+w o +w) = %(ln“(l + ) - ln“(u,-)) (13.15)
Fatwd—a) = —(nw -+l +w) (Li{—w) + §Inwn(l +w}) (B.16)

+3P0 4 w) = G ln{l 4 w) 4 Ligl—w) — Sia(—w) + G

T — 21 — ) —28) 5 = Inw (1 +w) + %1113(1 +w) (BT
(=} 0T + )+ G — G (] w)

Die Rekursionsformeln fiiy Terme. die keine Abliingigkeit von w in den Logarithunen
haben Tolgen entsprechend wie in Gleichung (B.11). Fiir die restlichen Integrale gilt

1

Rlra +w) = = ERANEEEIHES AE): (13.18)
. ] Y
THor 4w r4w) = T {Owl;_j(:t‘+u,~,:z'+w)-2],]‘(.7' Jr—u;)} (B.19)
P Al =) = - o e —a -l -} (B20)
"o

Die Momentintegrale M lassen sich ebenfalls dureh Rekursionsformeln miteinander ver-
hinden oder direkt. in aligemeiner Form berechnen.

1
AMUr) = o 13.21
Vi) = o (m.21)
] ! ,
Mir+w) = . {(] +w}in(l +w) — i meM) (r +w)} (13.22)
1 1
gl Y = M, — 7)== —— R.23
M-8 = — {nnf,, (=) .H]} (B.23)

e zugehdrigen Anfangsintegrale sind hier trivial. Tehenso folgt fir die Momentintegrale
mit zwei Logarvithmoen.
2

Mizr) = CYaT]

(B.24)

Milrr b w) = — l{ — WM (2,5 +w) = Mz +w) (B.25)
1
M P
wM,_(z +w)+ e+ 1)2}
Mir+wl=2) = - i 7 {ﬂﬂﬁf,fkl(:(‘,l -+ M 0-3) (B.26)
M — ;}
M1 —x)+ Ty
M 1
Mir +w, o +w) = n+]{(1+w}ln(l +wi(n(l +w)—1) (B.27)

M2 e twrt+wl+{n—- 1Mz +w)

1
+nwh! x4+ w)—}

n+1
Mz +wl-2) = ¥ (:) Niz 1 +w—2) (B.28)
=0
" n n B 2
Mit—a1-x2) = P B.29
M -1 -2) = B (1) (5.29)
Fiir die beiden letzten Anteile ist cs noch notwendig
N ldwHz) = fd.r F"lnazh(l +w—x) (B.30)
1
- —= {n(1 W) Npa(z, 1 +w —2) — N1 +w—z) (B.31)
i
N b )
H1+ )N, (14w T)+(n+1)2
1
N +w—2) = [ dra®In(l +w— ) (B.32)
0
1 1
= —wl - - e "
— { wlnw +n(3 +0INus (1 + @ ~ 2) ———n+1}(833)

zu kennen. Die angegebenen Rekursionsformeln koanen innerhalb eines REDUCE-
Programms dazu verwendel werden, aus den vorkandenen Anfangsintegralen Integrale
his zu beliebig hohen Ordnungen n zu bestimmen. In der Regel war # = 4 allerdings
ausreichend.

Fine technische Schwicrigkeit bestand darin, dem Programm zu erméglicken die ver-
sciiedenen Integrale zu erkennen, ohne diese alle per Hand einzugeben. Verwendet man
allerdings den Trick, Potenzen als Felder zu definieren, wie 2.B. NEN{(n) := (w+x)™, so
lassen sich anch komplizierte Vorfaktoren mit Hilfe rekursiver Substitutionsregeln sicher
ansreduzieren. Somil konnten diese Art von Integralen vollstindig durch analytische
REDUCE-TProgramme berechnet werden.

Nun folgen noch die erwdhnien "quadratischen” Integrale. Dies sind zum eiren

In (1+%2)

T (B.34)

1
Jr(a,b) = fo dx
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ol (1 2
TG b) = /U e (i +5) (R.35)

{4+ b)n
) b L (-5) -~
Iyl by = /U e (D36)
und die entsprecheaden Momoentintegrale
! 2

A b) = A doin (1 + 2 ) e (B.47)

Mila k) = /Dl dr inalin (l + 33—)) a” (13.38)

M (e b) = /Olr/;;-l,ig(—ﬁ).-r" (1.39)

. o
NMa) = / fa
pa = [ =

a

(B.40)

wum anderen. Die Integrale mit # = 1 miissen zuerst auf andere zuriickgefiihrt werden

gemil
o b) = - (l) v ey [ e )
J (e k) = 2ng : OJ (e b) = 7T (e, b) b/ﬂda NPT (B.41)

T!
1 _ l - (_E‘) _ g 43 1 N Inaln (] +T) ;
1 b) = <Lig BIZ (. by = BT (. b) b/od.l )

ft

: o ! 2 213 v Lk (—%}) .
Taab) = 5ia (== ) = WTEnby I k) - [ e g SCEL)
Dic Tntegrale mit 1 = 1 knnen also nicht vollstédndig analyvlisch hehandelt werden,
jedoch sind die in den Gleichungen (B.41} bis {B.43) auftauchenden Restintegrale fii
alle praktischen Anwendungen als endlich anzusehen, wenn man @ = b = w setst.
Die fiir die Rekwrsiansformeln nétigen Anfangsintegrale findet man bei v = 2. Fiir die
weitercen Berechnungen ist es ndtig. zuerst a # b heteuhehalten

3 1 b o 1 . 1 . y
J{a k) = P I (1 + ;) — 2b1In (1 + E) + 2y/a arctan (‘/-)] (B.44)
JElab) = e (ab) — — [’)m,i.. (--i) + Lu( ) PN (,L)]( 5)
s b a+ 2170 b 2b fa
Tlah) = —— 1, (ml) ~ 20 ) (R.4G)
Tl T+b677°\ «a e '

Hierbei ist anz)
v arctan{a

Hy) = —_ AT

Giyy = [ 2 (B4T)

Fiir praktische Zwecke ist « <€ 1 anzusehen, daher gilt

A Tlna

arctan (L) ~ & ~ At
arctan (7;) > G (7;) 1 (B.48)
Fiir n > 3 gelten dann Rekursionsformeln entsprechend zu
Jo{a,b) = —H"w-wB,,J g" " a,b) (B.49)

Fiir die entsprechenden Momentintegrale mufl eine Unterscheidung zwischen geraden
und ungeraden Ordnungen in n getroffen werden. Bendtigt werden die Anfangsintegrale

M2(e) = (14 2) ~ 2+ 2v/aarcten () (B.50)
Mia) = %{(1 +a)1:1(1 +1) -1} (B.51)
Na) = —v/aG (%) (B.52)
NMa) = %Lig (-1). (B.53)

Dic entsprechenden Rekursionsformeln lauten

1+a 2

AP = Ly = n-2 B.54
fle) = - +1]n(1 +4) TR R_HM (a) (B.54)
Mg} = il N7 (B.55)

q((z) = —W — 4N, (a) .
V() = e M : N7(a) (B.56)

Male) = n+1 "((I')+(n+])3 (n+1) '
"L 1 H i 2 n B -
‘Mr;‘q = 'H_+]L12 (*;) + mﬂffq ((I) { .5!’)
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