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Z usainincnfass u ug 

DiP Etll'r~it•- Ent-rgic 1\:orrdat.ion (ESC} bt (•i11 prinzipiPll dnfadwr Tt'.~t de1 
Tlleori1• dt•J .~tarkt'll \Vech:o:t'hvirkung. Qtwnll'lWhromodyn;unik (QCD). :'olu1 dit' 
E11Cl'gi(• 1'011 ']'pj]f'l,t•JI. dit• unU•I' t'ill('lll lw~tilllllltl'll \Vinkel lktC'kliert \l('i·dcn. ist 
fiir di1• EEC' n•lPI'<llll. In der vorliq:;:l'JHlen ArlH'il 1\'inl die EEC his z11r Ordllllllg 

n; bel·t•dml'l. 
Dir EEC' ('rmiiglidit l'ine Bl·st.in1uwng der starkpn 1\opplungslwnstantt· n_, 

Tki dN .~ti\rung:-,\)]('ort•tisdwn 11en•ehnnng ln'll'll all\'nling:-; weidw und kollillt'i\IT 
Singularit!itt'II auf. Dalwr din·rgil'J'l dit· EEC in .it•d(•r OniiJUllg Stiimngsth(•ot·it• 
fiir hl'sliiJIIII\.r· \\'i11lwl. Diest· Dil'('rgenzt•n ki.illlll'll alJl'l' duiTIJ dit• AtJfsJJJIIIJJ;tt.ioiJ 
aller Onlll\lllgl'll inn_, i11 t•iii t•ndlirlws J\psultHt iibt·rfiilJrt ll'l'rdeJI. Die .'\ufsnm· 
m;tliolJ allt•r Onlnungt'tl i:;t ll\11' durd1 !\'!ili<"nmgpn n1(iglirl1. die Ulllt•r dt•ltJ T1l'grif!' 
J,t•ading- Log ;\pprm:imalio11 (LJ,A) zu:;aJlltlll'llf',l'f.al.\l ist. Eine Ent.\\·irklnng nac\1 
o., drs Erg:t•\)lli:;st•s dt•r LLA solltt• 111il dt•m l'li\Sj>l't'd!l'nden Ergelmi:; dN pPrt nrba
t.ivt'll QCD ii])('reinst.imnwn. Tn t')'sll·r Ordnung ist dit•.s der F;tlL wiiltrend in ZII'Pilt'l 
Ordnung bislang 1111r !1\lllll'l"isrht· und zu nnpriizist• Ergebnis:-it' vorlil'gt'IL Tm 1\ah· 
111C'll dt•J· T3t•n•t·hmlllg:t'JJ die.~el Arbt•it wurdt• ft•sl.gt•st.e\1( .. d<tl.l sd10n in fiihn•ndt·r 
Ordllllllf', dt•r Dil·t•rgt'JIZ('tl ('illt' Diskn·panz zwisdH'n J,J,A 1111d pert.urh;Jl.il·t•JJ QCD 
lw~t.t•l]('ll l)h•ibt. 

Absf.r1-1.d. 

The E11Ngv--En(•rgy C:orrda1.ion {EIX') is it1 prin{"ipk a simple \.('S1 ol tl](' 
(.)J(•ory of sl I'Ong intl'rac-tion, qu<ul1.11nJclJroJJJOd_l"ttamit~ (QCD). Onl.v t.lw t'Jlt'l'KY 
of part.irk~ tklt'C\.('(] at. a n•n.aiJI angk is rclt·\·au! for t.ll(' EEC. This s! ud_\" rxaminrs 
t-l1e t·akul<tt.ioii of thl' EEC in :-;erond order inn.,. 

Tlw Jlll'HSlll"l'lll('ll\. of tiH· F;EC ('ll<tblt·~ a dl'l\'nninat.ion of the stnmg coupling 
constant n_,. In tlw perturhati1·(• cakulat.ion t.hpn• an· soft ami collinear :;ingulitri
t.i(•s, t.ht·rt·fore thr EEC' is divl'l"genl in t•adl ordPI' of thr prrt.urbat.ion Sl'l'il•:-i. nut 
t.h(•se divt•J'P;t'JI<"it's ran lH• suJunl('d up on·r <til ordl'rs in o., lNtdi11g t.o a fil1itl' n•:;ult. 
This summation over all orders i~ onl_\' possihll' \l"ith tlw ust• of app1·oxin1atioJ1s. 
Till'S!' an· SUJllll)('d \ljl \ltldt·r lht• ('()ll("(•pl or J,t•adillg I,og ;\pproxillli\l.ion (T,J, .. \) 
A JWI'l-urhative t'xpan:;ion inn., of t.lw n·sult ill t.ht· framr1vOI"k of t.lit' LLA sl10uld 
rt•produn· thl' rotTespowling no.~1ilt~ ofpl'rlurbat.ive QCD. In first onk1 this is lht• 
cast•. wl1ilt' in st•t·ond ordl'r onl,v 11\IIIH'riral and too unprecisr rrsu\t.s t·xisl-t'd so 
far. \Yit.hin tilt' cakuhtlion:; of this st-ud.\· it was asrt'rtainl'd that a disnl•panr_v 
lwtwl't'Jl thl' result.s of tlw LLA and thP r(•sults of pt•rt.mhat.ive QCD rt>mains. 

1 Einleitung 

DiP fundamtllt-alc Gr013r in dcr Quantenchromodynamik QCD ist die starke I<opp
lung.skon.st.antc> ns· Daher sind !vfOglichkeitcn znr Bcstimmung dieses Parameters von 
h{ich.slPlll Inl.C"resst•. DiP l'vfpssung der sogcnannten Energie-Energie-Correlation EEC 
is! ('in Wrg n, zu bcst.immcn unci bict.ct sich damit als Test. dcr stOrungstheoretischen 
QCO an. 
Die C'XlH'rinJ('Jil.elk Mcs.sung crfolgt tiber die Dct.ektion der Energie zweier Teilchcn, die 
\llitn dem r(']at.iv('ll \~'inkel A nachgcwiesen wcrdcn und ist definiert durch 

1 dZ 1 2 i: L (EA•) (EA&) 
-;;dcosx = N .6xsinx A=l o..b E E · 

(l.J) 

D('r Indc'x A SJ)(>zifizicrt. das jeweilige Ereignis, wahrend a und b die jeweiligen in 
die.s('lll Ercignis produzicrt.cn Tcilchcn bencnnen. Somit sind EAo. und EAb die Ener
giC'n der dct.ckt.iert.cn Tcilchen, wii.hrend E die Schwcrpunktsenergie ist. N ist die Zahl 
dr·r Ereignissc. a bt. der t.ot.alc Vi'irkungsquerschnit.t e+e- -+ Hadronen. Die Summe 
liiuft iiber alle TC'ilchcnpaarc. die einen 'Winkel Xo.b bei der Detcktion bilden, d.h. 
ros .\ - .6. cos .\/2 < cos \,.,b < cos X + 6. cos x/2. Hierbei ist 6.x sin X die GrOJ3e des 
naumwinkelclcmcnt.s in dem Ercignissc um den \;<i.1inkel x strcuen diirfen. Da nur die 
BnergiP der Tcilchcn relevant ist., ist es nicht. not.wendig fest.zustellen weicher Art das 
T('i]ch('ll isl .. Dies flihrt. zu in einer l10hen statistischen Signifikanz der experiment.ellen 
lVIr•sstJngcn. 
Dic• \'('J"einfachte Version der EEC bcst.eht darin, nur den rclativcn VVinkel Xab zwischen 
d('n lwiden clet.ektiert.en Teilchen zu berUcksichtigen. Zusammen mit dem Wecbsclwir
kung.spunkt., spanncn dann die beiden jcwcils det.ektierten Teilchen eine Ebene auf. Die 
Orh•JJt.icrung clieser Ebcne und der Tcilchen inncrhalb dicser Ebcne ist beliebig. Dies 
fiihrt zu 2+ 1 \;<i.'inkvlmittclungcn bci der Ausftihrung der Phascnraumintegrat.ionen. A us 
di(•.ser Freiheit. crgibt. sich die MOglichkeit die winkelgemittelt.e EEC zu bctracbten, d.h. 
allr Errignisse nur nach dcm rclativcn \i\linkcl zwischen den detektierten Teilchen zu 
J,;lassifizicrcn. 
Dic GrOCe ns kann nat.Urlich auch durch die Messung cincr Reihc anderer Variablen 
aus ('Xpc~rinwnt.cllcn Dat.en bcst.immt. werden. Solche Variablen basieren im allgemeinen 
aur der Auswcr\.ung von Jct.wirkungsquerschnit.t.en. Hierzu mul3 ein Algoritbmus festge
h•gt Wf'rclcn. der ::;owohl die experimentell erzeugten Hadronen als Jets zusammenfal3t 
als auch in der Thcorie cine Definition von aus Quarks und Gluonen bestehenden Jets 
erlaubt.. Bci der Analyst' von Encrgie-Energie-Korrelationen ist dies nicht notwendig, 
da nuf expc•riment.ellcr Ebcnc zwei beliebige Hadronen detekt.iert. werden, die zu irgend
\Yelchen Jet.s gPhOren kOnnen. Aufgrund dcr Part.on-Hadron Dualitat geht man davon 
<llts, daB dicse c'xperimcntdl gcmcssenC' Korrclat.ion mit. der theoretischen Berechnung 
der 1\orrp\at.ion von ?-wei Quarks, Ant.iquarks oder Gluoncn gleichgesetzt wcrden kann. 
Durch die Encrgicwicht.ung in der EEC t.ragcn Teilchen mit. hoher Energie starker bei als 
Teilchen mit. nicdriger En('rgie. Tcilchen mit. hohcr Energie werdcn aber hauptsiichlich 
von Part.mtcn gleicher Encrgic fragmcnt.iert. Dies macht die beschriebene Gleichsetzung 
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dcr l'XJH'rinwnlt'llt•n 1V!e>ssung von Hadronl'll mit cler t.lworetischcn Bewclmung dC'r hor
rclat.ion \'Oll Quarks. Anl-iquarks und Gluonen urn so plausiblcr. QCD· artigP !VlodPlll•, 
<lil• clil' Fragm<'ltl.ation von Quarks nnd Gluonl'n lwriid:sichtigcn. erlaul)('n eitH' wPiiPn'lt 
Tl'st. dil'S('\' Annahme nnd in der n(•gel sind die lladroni~ierungscffcktc bei LEP EttNgiPI\ 
sehr klein. Sic lllitt:hell 1\tlp,diihr eiJien Felder vou 2 Prozen1 bci der lvfcssung VOIJ n., <UL". 

Die EEC wurd(· experinH'Ittell volt hollnhorat.ion<·n bei PETT1A, PEP. TnTSTAI\. SLC 
uncl LEP unt.ersudt1 In dl'r ausrlihrlichl'll Publikat.ion dl'r SLD J\ollahorat.ion i\lll SLC 
!1] findC't man einl' Dar~te\lung dcr hiNhci auft.ret.endett Probleme. i'viatt finckt dor1 auch 
Zitat.l' fiir Ergehltisse eli(' hei PETnA, PEP. TnTST.4:'\ und LEP gl·wonn('n wurd(•n 
DiC' experiml'll1.l•lll•n Daten. hl'."Ol!ders dil' von LEP[2], sind inzwi5chcn so prii.zisP. da!.) d(•r 
BPsl.illllllllllg von n., hauptsiichlich dur('h dil' GPll<llligkl'it cler t.\l('oret.is('hen VorhersagPn 
Gr('nzcn gPSC'1'l.1. sill(\. 
In dicser Arhci1 wercl(']l die pPrt.urhat.iVl'lt I3ei1riig(• dcr llnt.erklasse \'Oll EreignissPn be
rcchnd, diC' Quarb \\])(\ Gluom•n irn Eudzust.;utd uud Elekt.roncn und Posi\.roiH'IJ i111 
Anfangszustancl habcn. \·Veiterhin Wl'HIC'll all(• auft.rl'lenclen Tt,ikhen als nntssdos HIIP,l'

nonllll('ll. Fiir cint>n direkt.en \'prgbch llli1. Pxpt·rirnt•nt.e]\(•n Dal.l'n rniissen nat.iirlich noch 
liadronisicrungspffekt.e t•ittgl's('h\oss('ll wenll·n. Dil· EEC kann durch eine StiiruliF,Srl'ihl' 
der Form 

~I d': ~ (":,!")) A(ce) + (":,~'))' (2,.&0 loR (i_) A(ce) + D(~·1) + O(n;J (1.2) 
Oo(lOS\ _r, -" 8 

lltil /;0 = (11.\', - 2n 1 )/ 12/T. lltld v.: = co1 2 ( \/2) lwsdtrielwn \\'l'!'Ch'll. llil'rlJC'i is1 

:.lr.n! 
" - "''(!'' 0- 'j\r~ J_.J !· 

, I 

Der I3t>i1.r<:tg nil'drigster Onlnung :-1( .. ,:) win! dur('lt die Bl·redi!Hlllg des ProZl'SSl'S ~~ 

gt•wonnrn und ist anal.,·t isch lwkcmn1 !3] 

CF ~ ., ( I ) ) A(ce)~-.-.,-(l+ce)(2JG"') (2-Gce·)Jog 1+- +G~·-3. 
Sill- \ W 

I 1.3) 

.__, fj(j.rJ 

(14) 

wcnn man..,_· f- 0. x: lwm:h1t>t-. In dir·st'lll \VinlwllwrPich sind nm BamngraplH'nlwi1riigl' 
re\pvant.. Dt•r niichst.flihrendt> TPnn FJ(..,.·) n·sult.iert aus dt•n Pro'l.l'.o;sen r·.z ___, IJfJY 
auf Ein--Schleifl'ltl'hen(' und ~,·.;;; ·-· ljqyy.(j(j(j(f auf Baumgrap\l('n l\:iveau. Dil' Ein
Schlrifcn- Bcit.riige findc1 111alt in der ArlH'it \'Oil Ellis, Ross, Tl'rrano [4] uncl Fabricius 
l'l al. [5]. dit· in cler Arbei1 von Falck nnd 1\ratnl'r [G] bcr<'it.s fiir diP I3erl'chnung der 
EEC verwcnclrt ,,·mden. Die Teml('. die aus BaumgraphPnbeit.riigen rnit. \'il'r Tl'ildH'n 
im Enchust.and n·suhicn'll. wurden zucrst. von Ali l'l- al. [I] ben•chnd. tvlan fiiHll't dil'.<;(' 
Tl'rnlt' t'lwnfalls in ckr Arlwit. vmt Ellis, noss. Terrano !4] unci in der Arlwit. vo11 J\ramc1 
und LampC' !8]. Die vor\i('gC'ndt• Arlwit. foku~siert auf diP I3ercchnung dl'r EEC f\ir 4 
Tei\ch('ll Endzu.o;tiinde. claher wenlen die n•]pvantl'n I3eit.riige im Anhang kurz msam
lllcngpst.cllt unci dab<•i in riner \Veise aufgpschrip])l'n. clil' ftir dil' weit.crcn I3l'rPcltllllllg<·n 
giinst.ig ist.. Die Gri.)Hl' B(v)) wurdl' \'Oil V('l'Schi{'dl'lll'Jl GrupJWll bcrerhnl'l. Dil's sind 

J 

Richards, Stirling, Ellis [9], Ali, Barreiro [10], Falck, Kramer [6], Kunszt, Nason [llj, 
Glowr. Sut.t.on !I 2), Clay, Ellis [L] und Kramer, Spiesbergcr [14]. Die SLD Kollabo
rat.ion [1] hat.t(' die Arhciten von [6],[9],[10] und [11] herangezogen, urn a$ aus ihrcn 
lVIl'ssuHgPH zt1 hest.immcn. Die t.heoretischen Vorhersagen fUr B(w) variieren aber urn 
bi.s zu 50 Prozcn\.. Diesr unzufricdcnstcllende Situation hat zu einem erneuten, verstark
ten Tutt·n~sst' an der Berechnung der EEC geflihrt. Di(' Resultatc von Glover, Sutton [1 2] 
und I\ranwr, Spk•sbcrgcr !J4] besUitigcn die i:i.lteren Arbeiten von Kunszt, Nason [11], 
\\'ilhrend Clay, Ellis [13] die alt.ercn Rcsultate von Falck, Kramer zu bcst8.tigen scheinen. 
Di(' Diskrepanzcn bleibcn also bcst.chcn. Schon der fUhrende Ant.eil A(w) divergiert fiir 
:.,.) _, 0. Die." gilt. ebcnso fUr den nachfolgenden Beitrag B(w), jedoch kann durch die 
sogenanut.c Leading-Log-Approximation cin Berechnung durchgefUhrt werden, die die 
jewPib fiihn'nd('n / nteilC' jeder Ordnung in n:s berticksicht.igt. Dies erlaubt dann cine 
Anf."Ullllnation all dieser Anteile und liefert ein endliches Resultat. Eine Entwicklung 
nach dcr GrCillc a:,, sollt.c dann die in der perturbativen Bercchnung auftretenden Diver
genzen rcprodnzicrcn. Am; cinigcn Arbciten !9],!13],[15]\assen sich nun die numerischcn 
Wert.e diescr 1\:ocffizicnt.cn cxt.rahieren. Hierbei zeig\. sich jedoch, dafi nicht unbedingt. 
eine Obereinst.immung mit den Lcading-Log-Resultat.en erzielt wird. Die vorliegcnde 
Arheit soil nun cinen Beitrag zur 1\:Hirung des Problems 1iefern, indem die Koeffizienten 
der fiihrendcn Divcrgcnzen analytisch bcrechnet werden. 
Die EEC ist offcnbar einp Funkt.ion des relativen Winkel x, jedoch Hi.fit sicb schon mit. der 
in Gleichung (1.4) angegcbencn Forme! crkennen, dafl die EEC in O(n:s) im Grenzfall 
u.: _, 0, d.h. fiir .\ __, 1r grofl wire\, wo die Teilchen in fast entgegengesetzter Rich
t UHf!, t'mit.t.iPrt. werdt>n. Allgemein gilt. fUr eine rein st6rungstheoretische Behandlung im 
Gr('nzfall w' ·--> 0 

] d"S("+2) w-0 "] ( 1 )2n-l 
---- -----> o: - ln-
a dcosx 5 w w 

(1.5) 

wohri 2:;("+2l der Beitrag n-t.er Ordnung zn EEC ist, d.h. mit n Gluonen im Endzust.and. 
DiC'SC' Divt'rgt•nz<•n fUr w --> 0 C'nt.st.ehC'n dun:h Bremsstrahlungsdiagramme. Bei cincm 
7.ust.and mit. 2 Quark~ und n Gluoncn im Endzust.and k6nnen n-1 dieser Gluonen sowohl 
kollincar als aurh soft. werden. FUr den Bereich von Detektionswinkeln x ~ 1r haben 
diC' gt•messl'llcn Qtwrsclmit.t.e der EEC die grOfltc statistische Genauigkeit. A us diesem 
Grund ist man best.rebt. dicscn \-\Tinkelbercich fUr die Bestimmung von a 5 , bzw. fi.ir den 
Test dcr QCD rinzuschlirllcn. Dir dominant.en Beit.rage fUr w - 0 zur EEC verhalt.en 
sich allerdings wic in (I. G) beschrieben. Die ab einer Schranke w0 « 1 integrierte EEC 
in1 nere>ich klcint'r u} in Ordnung o:~ is! damit. durch 

1 1 ~ (1) dcosx ---"'a::' ln 2
" -

wo adcosx wo 
(1.6) 

flir ev·0 - 0 gl'S('lwn. Jn dicsem Fallliegt. also cine St.Orungsreihe in O:s ln 2(1fw0 ) vor. FUr 
himl'ichcncl kleine w0 kann die Gr613P a:_, ln 2(1/w0 ) von 0(1) sein. Daher ist eine sinnvolle 
I3ercchnung der EEC nur mCiglich, wenn alle Termc dicscr Reihe aufsummiert. werdcn. 
Es t.ret.en also mit. ~mnchmcndcr Ordnung immcr st.iirker Divergenzen auf. Die Ursache 
flir das A nft.ret.<•n solcher Divergenzcn liegt. darin begrlindct, dafl bier die perturbat.ive 
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En!.wicklung uncl cler Limrs \ -• 7r nicht. kornrnut.icren. EiH<' Aufsummat.io11 diPsPr TPrme 
iilwr alk Onlnungen sollte (hurn wiecl<•r Pirr auch fiir .\ -> r. t•udliclr<'S Rl'stdta! l'l"g<·bert. 
Irr clies<•rn T3<•rcich des Pha."vnraHnrs sind clil' abgrstrnhlt.l•n Gluonrn ~owolrl weirh als 

auch st.ark gt'llrdneL d. h. 

k'f", « k·r~ « . « k·r,,. ~ Ch. 

wolwi die Irnpulse cler Gluoncn (](•liniN!. sind als 

ki' := ,,,p\' + e,p~ +Fr. {1,. (}, « 1. 

I 1. 7) 

( 1.8) 

1Iil'rlwi sind fi't \Ill(] p~ die lnqndsl' dPs Quarks und ck" Ant.iquarks. In cli('S('r R<·gion d(•s 
Plwsenraums ist diP Elllission dcr Gluom;11 nid1t. clurch lnlpulsl'rhalt.ung korn•li(•rt.. da 
l'in Gluon den g<'s<un(('ll Trans\"('rsalirnpnls CJ-r trag<'ll kanJI. Elwnso giht l'S kPin<' I\orn·
lat.ion durch diP EnNgif·,,·icht.ung, cla alk Gluonl'n soft sind. Da auch clurch das 1\'!atrix
('lement ;.;c\bst l·a'ill(' 1\orrelation vorliegt., fakt.orisil'rt di{' Berechnung sokhPr Tl'l"llll'. Di<• 
Technik zur Berechnung solch('l" T<•rn1c unt.rrs("heidC'I sich nat.urgemiU1 stark von der 
iiblichen st.riirungst.heoret.ischrn Vorg(•hrnswcise und wird unt.er clclll T3C'griff LC'ading

Log-Approxilllat.ion (LLA) zusammengdasst. Ein allgcmciner Obcrhlick der in clif'sn 
NAhC'nrng Vl'J"\\"<'!Hlet.en Vorgehensweise fin(](•! sich zmn Beispiel in Refs.[lG] Die LLA 
erfordert. starke N;i.herungcn des Phasr'nnwms und dcr lvlat.rixelcment.e. die in jeclem 

Fall nu1· fUr \ -· 7L « 1 angebracht. simi. In der cinfachst.cn ·version liefert die." [1 7] 

1 d:S I n,C1.1n (+,) ( o,C'1. 1 , ) ~-
--- ~----cxp --,- n (11) lf=--
a0dws\1.1..-l 4,. 11 2r. 1-t-<..Y· 

I 1.9) 

Piir klvine \\'inkd gilt 11 '"""..,. .. !Vlan si('ht. in (;]eidnwg (1.9). da13 in j('dt'r Onlnung o:' 

divNgent.c T('l"llll' auft.aucll('n. daB alwr die Swmnc all dil'scr TenrH' pndlich ist. 
Es exisLil'l"l'Jl also zwpi .Art.<•n von Vorlll'rsag<'ll. dil' ('ill<' lwnil1t. auf pl'rt.urbal.i\'l'r QCD 
und is!. glilt.ig, Wl'llll \ w<·it. gl'nug \'Oll r. ('lit fprnt ist .. wiihrrnd die der LLA Vorlll'r
sagrn nur in cll'r fl<'gion 7r ·- \ « 1 Giil!igkeit. halH'n. ?\at.iirlich is1. ni{"h\ klar. his :t,u 

weldl('Jll Pnnl;t dil' .sti)rungstlworet.isdll' Vorgphpnsw('ise angebmcht. ist.. d.h. bis wohin 
Term<' Wil' in Gleichung (1.5) proportional zu (ln 1/<..Y'f"- 1/u.) nodi nicht. S(•hr grof) sind. 

Anden'J"St'it.s ist auch nicht klar his Z\1 wekhe1n Punkl die LLA-Vorhcrsagen ihn• Giilt.ig
kl~it. lwha\t.('ll. Einl' nacht.rii.gliclw f\l'ihl'lll'lltwicklung inn_, der Leading-· Log· Vorlll'rsagl' 
soil\.(' dir• in d<·r st.iirungst.heort't.ischPn T3phancllung auft.wt.enden T('l"lll(' d<'r Art wil' in 

( 1.5) J"('prod Hzi<·n·n. 
Ein Ansat.z zur Vcrbes.senmg dN t.JJr•oret.isdwn Vorhersage ist .. die in cler perturbat.iven 
nehandlung aurt.ret.l'ndl'n, dh•ergcn\.('11 Tt'l"lll(' zu t'Xj)Oll('Jl\.icren, d.h. in eill('ll Tl'rlll Z\1 

absorhkre11, drr in d\•r Forlll d('r L<•<Hiing- Log Vorhersage glcicht. uncl dcsst'n Ent.wid;
lung nach n .• die."e TPrnlt' r{'proclu%ier"!.. und fiir die VorhNsagC' ein IIyhrid au." (](om 

('JHllichen f\est. der pvrt.nrba\.i\'('11 Behandlung und c\i(•scm C'xponcnt.ierkn T<·rrn lH'rzu

s\.l'llcn. Ang<'llOllllllt'll man kennt. all<• diV('J"g(>n\.r•n T3eit.riige bis O(n;) unci kan11 dies(' in 
einc Funkt.ion ~ IH(w}:.v-1Fd"·(w) ahsorbien•n. dann sollt.r l'illP H_ybridfunkt.ion 

I d:S I 1 d" I ( (' I I ___ ~ ---~- n., F n u)) 
aodcos\ 

11
.
1 

aodcos~ .- ~)--,-(Fdiv+l -exp(Fd,v)) 
~ > •I p<:rl I• <h 

I 1.111) 
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eirw verbcsscrt.c T3cschrcibung cxperimcnt.eller Daten ermOglichcn. 
DiP."<' Hybriclftmkt.ion solltc dann tiber den gesamten Bereich Gliltigkeit haben und somit 
die Vort.eile der st.Orungstheorctischen Behandlung und der Leading-Log-Approximation 
lmmbiniNen. Diescs Vcrfahrcn ist nattirlich nur sinnvoll, wenn die hOheren Nahe
rungrn in Fd;'"' sow<'it. sic bcrechnct werdcn, mit den Vorhersagen der Leading-Log

Approximation vercinbar sind. In O(a-s) ist dies dcr Fall, denn bier tritt nur der Term 
1/w ln(l/w) auf, dcr in (1.9) cnt.halten ist .. Bislang wnrde dieses Problem in O(a:;) nur 
auf clcr na."is numerischcr rvrethoclen untersucht [9],(13],[14],[18]. Allerdings sind die 
Ergebniss(> von l\cf.[9] von clcnselben Authoren noch einmal in Ref.[lSJ verbessert. dar
f!,<'S!.ellt. worden. Um cincn direkt.en Verglcich mit den in dcr vorliegenden Arbeit erziel
il•n Erg('bnissen zu C'nnOglichen, werdcn die Ergebnisse der erwahnten Arbeiten in der 
Zns<Ulllrl\'nfa.<:>sung dieser Arbeit. referiert. Diese Arbeiten liefern das Ergebnis, dal3 im 
Rahmen dcr Genauigkeit. diC' dominanten Terme der LLA mit der numerischen Ana

lyse der vollsUi.ndigcn Thcorie in O(a·;) iibereinstimmen, aber nicht definitiv bestiitigt 
wcrdcn kCinnen. Fiir nachfolgende Tcrrnc, den NLL und NNLL Beitragen, liegen keine 
tibcreinstimmendcn Result.atc vor. Entwickelt man das Ergebnis der LLA in Gieichung 
(1.9) nach den auft.ret.cnden Divcrgcnzen, entsprechcnd wie dies schon in Refs.[17],[18] 
geschelwn ist., so gilt 

1 d"£ I 1 oo 2n-1 
--- - .,........, O:s " 1 ~odcosx -:;; L L "C"' (-) In"'(-), 

LL.A »=l m:o:O 7f W 
(l.l J) 

Die Terme mit. ahnchmendcm singulti.rcn Verhalten haben alternierende Vorzeichen, wo
c\urch ein Fit. an numcri~che Daten erschwm"t wird. Die numerische Bestimmung der 

l\odfizicnt.crl ,C, erfordert. claher die Bcrechnung cler EEC tiber einen grofien Bereich 

in u) und mit. ;.;l'hr hohcr G('tmuigkcit. DarUberhinaus wurden in den bereits erwahntcn 
Arbeit.cn I3cit.dige, die schwachcr als 1/u.) divcrgieren, und nichtsingulare Terme, die von 
0(1) sind oclcr mit u_•- 0 vcrschwinden, nicht. berticksichtigt. Dies mag vielleicbt. die 
un bcst.immt.<' A ussagt' li bcr die 0( a:~) Beitrage proportional zu 1/w lnm w fiir m = 2, 1, 0 
erklarcn. In diescr Arhcit. werdcn die Koeffizicnten in der Entwicklung der EEC in G\ei
dnmg (J .9) zC3, zCz und zC1 analytisch und der Koeffizient. 2C0 numerisch bestimmt. 
Schwiicherc Divergenzen, dir in der pert.urbativen Bcrechnung auftreten, werden soweit 

mOglich ebcllfalls bcstimmt.. Samtlichc I3crechnungen werden in der sogenannten 3-Jet.
N~ihcrung durchgefiihrt, die in Kapitcl 2 beschrieben wird. ·wie in anderen Arbeiten 

l'henfalls liblich, wcnlcn die I3eitr3.ge der Farbfakt.oren C}, CFNc und CFTR getrennt. 

lwhanddt .. DiP erzielt.en Ergebnisse werden mit den Vorhersagen der LLA verglichen. 
In dicscr Arbeit. werdcn nun zuerst. die t.hcoretischen Grundlagen zur praktischen Berech

nung der EEC heschricben. In Kapitcl2 wcrdcn notwendige Vorbereitungen beschrieben, 
urn ansgPhrnd von Gleichung (1.1) cine rechentechnisch handhabbare Darstellung clcr 

EEC ;~,u (•rhalt.cn. Vi1cit.erhin wircl die 3-Jet.-Na.herung beschrieben und die Numerik wird 

hC'handclt. Jn J<apitel 3 wird dann die praktische Anwendung dieser Rechentechnik auf 
die rinzC'lnrn Beit.ragc beschricben. Tm Kapitel 4 werden dann die erzielten Ergebnisse 
mit. clcneJI andcrer Arbcit.en vcrglichen. 
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2 Rechentechnische Vorbereitungen 

.Jeder fleit.rag zur EEC hcst.t•ht. ans drci Ant.eilrn: dcm i\htrixclclemt•nt, dem Pha.'·wn
nnml und C'inC'r \Vicht.ungsfunkt.ion, dir aus dl'lll Phascnraum dt•n rC'lt•vaJl\.rn Ant.ril 
ht•rau.ssrhiilt.. In dN dcfinicrcnden Glcichung (1.1) win\ dies durch diC' Fcst.legung des 
V/inkels \ t•rrPicht.. Im hh•alfa\1 geht die Winkclgcnauigkt•it. D.x gcgcn Null. das heiHt 
der V/inkel \ ist. rxakt. lwst.imrn\.. Daher g<'hl dcr Fakt.or 1/6.:\ in eirH' Drlt.a-Funkt.ion 
ii ber. 
?.:ur nrrrchnung (h>r EEC ersetzt rrran clalrer Gleklrung (1.1) <lurch 

f"l,\"l J J . . ')r; E ~ = dPS1,.\')M(.V)H-"(.'\') = dPS(-'\)M(A) L(l (j)Jj)- COS\)---~~·"). 
dcOS\ I,J rr 

(2.1) 

wobci dC'r Index N eli(' ?.:ahl cl<'r Trikhen im Endzust.and angibt.. rsWl ist. cl<'r N · 
Tcilchrnpha.<;l'!ll'il\ltll, M(J\") das J<'weilige iVfat.rixelemrnt. mit. N Part.oneir im Bmhust.and 
nnd lF{,vl dir entS]H(•clwnde Em:rgi(·wich\.ungsfunkt.ion. lirn 7:\\lll :'i(']lwn Ergehnis wi<' 
111i! Glrichung (1.1) zu konrml'll, InuH Jnan C:leiclrung (2.1) noch (ib(']' a\1(' T('i](']l('nzahh'll 
iin Endzus\.and Sllllllllieren. 
Tn di('scm hapitel werden nun di(' notwendigrn t.echnischen VoraussP\.>'.ung('n fiir dil' 
n('l'('chnung dPr EEC lwschrielwn. Zunr einen ist diPS ein(' geeignete \'Vahl ftir die Dar
st.ellung des Phasemaunrs. zum andl'n'll ist dies die sogt'nann\.P 3 ·.JN Nalwrung fiir diP 
Energiewic:ht.u ngsfurr kt. ion. 
Di(' Emission (•im's wvicll('ll odvr kollirrt•;u·cn Gluons entspricht. im PhasPnraunr (•iner 
Rrgion, in der ein 4 .}p( Prozess Pin 3- .)('\. Ereignis .'-'illluliert.. Dies fiilrrt zu lnfrarol 
Divergenzen. die sich gpgen \'lllsprTclwndP DPit.rflgl' ans Gluon Schh,ifendiagrarnlll('ll 
weghelwn miissl'n. Di(' f{('gularisil'l'llllP, sowohl di('SN Diwrgenz\'ll al." aucl1 der iihliclwn 
nlt.raviolet.\.('Jl Divl'rgenzen prfolgt inr R:alllm'n der dinrensionakn R<'gularisiPrung. Die 
Dimpnsion der Rannrzpil wird hiPr ];ont.inttiPrlidr auf 11 = 4- 2f fort.gPsl'lz!.. Dl'l' 11 

dimensional\' PhasPnnullll lau\.C'l fiir . .V nrasselose Teilch\'ll 

)'(.'\') . . - -~ .~ ') "(") - ')') ' I" ( ,, ) rs (q.p,. .p,,)- 11] .,_ ,._,o, (P,) (-n) a q I>, . (-·-) 
•=l {-") j=l 

Di(' lV[at.rixl'lenH'll\.(' Ml,.\'l htsH'll sich durTh in\·ariall\.(' Viercrimpulsprodukt.e lwschrei-

ben. Tm folgend\'n Wl'nll'n 
(p, + p)f 

.Ill):= 1 
q 

(2.3) 

als 2· Impulsproclukt.e ])l'zt'khnet .. Ent.spredrl'nd werd('ll 3 Impulsprodukll' als 

(p, + P1 + Pk)'2 

!JIJk := r/2 (2.4) 

b('zeidmPt.. Es ist giinst.ig. auch den Phast'lrraum PS(.'\') und die \.ViclJt.ungsfunktion 
durch cliese Vmiahkn darzust.l'lh'II. GlPiclrung (1.1) wircl fiir den Fall vo11 3 hz\\'. 4 
T(>ilclren im Endzust.and ben(it.igt.. Tin fo]g('ll(kll sollen clahl'r diC' PhaS('llriLlllll(' rsDJ 
unci ps(·l) <'lwnfall~ durch cliesC' Variahlen ausgeclriirkt. W('rclen. 
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2.1 3-Teilchenphasenraurn 

l'vfit. Hilfc dcr Dcfinition(2.2) wird nun ?.t\Crst der 3-Tcilchenphasenraum PS.(3) und dann 
die en\.sprC'chcnde Wicht.ungsfunktion W(3) durch die lnvarianten Yii = (pi+ Pi)2 fq2 

dargest.cllt .. Geht man von (2.2) aus, so crreicht man durch Ausnutzen verschiedener 
h Funkt.ionen, 

(3) j 1 n-3 n-3 n-2 n-2 rs = 0 ,....,_\?., .~dP1P1 dp2p2 d n1d nr2 

(2.5) 

xb (q- P1- P2- .jp~ + p~ + 2PIP2cosfh2), 

\\'Obei hier gilt. p 1 = IJ.ii I = ]J 10 . Nat.iirlich ware es auch mOglich die Impulsintegration p3 

bcizubeha!t.cn unci clafiir ent.wedcr die Integration iiber p1 oder p2 durch die Ausnutzung 
der 6-Funkt.ion auszuftihren. Wcitcrhin ist. cs angcnehm die 1Ninkelabh8.ngigkeit dcr 
1m pulses ih relat.iv zum Impub j)1 fest.zulegen. 
Die vrrblielwne 6 .. ·Funkt.ion kann ausgenut.zt. werden, wenn man das Argument nach 
co.'-' 0 1 ~ umformt.. Dann gilt 

1> (q- PI- Pz- ~p~ + P~ + 2]JtpzCos'i?t2) 

_ q - Pr - P2 ~: ( .o q2 + 2PtP2 - 2q(pl + pz)) 
- u COSv12-

Pr1Jz 2PtPz 
(2.6) 

X B(q- 2(p, + Ji2))B(q- 2p,)B(q- 2p,). 

Dir St.ufenfurrkt.ionen t.ragen der Tat.sache Rechnung, daB der Wertebereich eingc
schr8.nkt. ist. durch lcos'i?d < 1. An dem Argument der 6-Funktion UiBt sich ablesen, 
wie die Winkel zwischen den Teilchen durch die Impulse beschrieben werden kOnnen. 
Da die \~iahl von p 1 und p2 als verbleibende Impulsvariablen willkiirlich war, kOnnen 
durch Aust.auschen dcr ent.sprcchcnden Indizes natiirlich auch aile anderen Winkel, also 
cos iJ 1 ~ unci cos {) 23 , durch die entsprechcnden Impulse ausgedriickt werden. 
Fiir da.'-' ?1-dimcnsionale V/inkelclcmen\. gilt. [19] 

d"-2D1z =sin 'l112d'l1tzd"-3flt2 (2.7) 

womit eine Ausnut.zuJlg von (2.6) mOglich wird. Weiterhin gilt 

y,J = (p; +2PJ)2 = ipiO{Jo (1- cos'I?;J). 
q q 

(2.8) 

Audr lrier Hiflt sich aus Gleichung (2.6) cos'l3;; ablescn und es folgt nach elementarcn 
tiJlH'chnnrJgen 

Y12 = I _ 
2

P3 
q 

Y13 = 1 _ 
2Pz 
q 

8 

Y23=l_
2

P1 
q 

(2.9) 



Somit kann der Pha.S<'lll'<Hilll dmch die Variabkn y,J ausgeclriickt. wcrclew 

PS(Jl I 2"-' (If)""-' 
. S(2~oF"-3 2 d!h:.Jrf:rJdl"-"n 1 dn 1 ~ 

(2.1 0) 

[(1- YIJ -- /J"~).IJJ:J.1}~3(;
4 

0(.1JJ:>)B(.r;n)B(1- Yl3- ,IJ:n). 

In clieser Arl){'i\ wtmk dun:hpphC'nd die wiHkl•lg<'lllilll'lt.l' Enngie horrl'lat.ion lwt.rach
\.e\.. Di('S nlaubt eine Ausfiihrung dt>r \Vinkelin1.<•gra\.ionpn, eli(' .sich nitht auf dt•n rPla
\.iwn I:Vinkel zwisch('ll f!1 und f!·2 lwzi('hen, Wl'l1n !IJ<Ill 

.!!..::..i 
"if 1 J ,1"-"n ~ z, r(¥- 1) 

=' f'(';- I) J d"-'il ~ 4w(4x) ' f(n _ 2) 

verwendet. so c'rhiilt Inan schlicGlich fiir den 3· Tl'ilchenphasennwm 

PS( 3l I q' 1 ('!"), .. , =' 
. 2( 4n )3 f(n _ 2) "" d!hid!h:dYnYn (1 - Yl:J - y23 ) J ~ 

X B( l .. .IJLJ - .lh;l)B(:rhJ)f/(Y2:d· 

(2.11 1 

(2.12) 

!viii Ililfc der Gll'ichungen (2.G) und (2.0) liiflt sich auch die W"ich\.ung::Junl;tion H··(3) 
auf eli<• VariablC'n y,J 111nschrPilwn. Allenlings is\. es fiir w<'i\.('l"C' Rechnnll~,('ll giinst.igPr. 

;mc.;t.a\.1 cos\ di<· Varia hlP"'' zu \"l'r\l'l'IHh•n. Es gilt dann 

/Pl ;(3) _ 2F;,F:J 0 , • • ·- 1 _, 3 ~ , . ') . n =Lll;
1 

-L £
2 

r~(p,p)·(os\l-4(1+,~,.) 2:_y,Jb(~..vy,)-y,~.y1 k). (-.13) 
!) 'J ,,,,, 

Gleichung (2.13) und die spki\.('r noch folgPndl· Gleichung (2.26) fiir den 4 Teilchen Encl

zust.and, wurden .schon in Rcf.[9] h(•rgekit.PI 

2.2 4-Teilchenphasenraurn 

Entsprech('llc\ d<>r Vorgehl'll~weisc im Falk von :3 Teilch<•n, soll nun <Hlc:h dl•r Fall \'011 4 
T<>ilchcn im Endwstand bchandelt. wPrdt'll. Geht lll<\11 von <kr Definition (2.2) ans uml 
fligt. clann zus~it.zlil"h<· 0-Funkt.ioncn l'ill, dir· durch l'nl.sprPth(•Hdr Int.egration('ll \\"iPder 

aufgchobeu \\"erc\pn 

I ., ' , B ) l =. d"n~"(r- Jll- P:l)d.IJurrb(r - rnJu) (.IJI:l . (2.14) 

dann HUH. sich dcr 4- Tcilchcnphasenraum in ein Produk\. aus cin0m 2· Teilcl1l'Il- tmd 
(•incur 3-TcilclH•nphasenraum auf.spalt.en. In vie len cxplizi\.ell Bcrcchnungen t.auch{'11 Pole 
in y13 auf. Dies lwdcut.e\. ein(' Dominanz der fkit.riige des Phasenraums, in dem Teiklwn 
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1 und 3 sich wic ein Tcilchcn verhaltcn. Daher soli die Beschrcibung der Parame'trisierung 
de~ Phascnraums PS(~l zugeschnit\.en auf dicscn Fall beschriebcn werden. In manchen 
Fiillen ist es cnt.sprech('lld clcr Polstrnktur in den Yii glinst.iger cine andere Aufspaltung zu 
wiihlen, .il'doch ka1111 ein(• dclllentsprechencle Parametrisicrung des Phasenraums einfach 
dun:h VNtauschung der Indizes (•neicht. wcrden. Benutzt man also (2.14), so gilt. 

ps(·l) =::: /[~. 6"( d"- 1 d"- 1 

3 q- lh - P1 - r)_____!2~ d"-
1rl 

P2 P1 Er 

[ 
I d"-'p d"-'p l q2 

x 
4
(?-)" 26"(2-p, -p,)--'--' dy,-

2 
O(y,J 

-· p, ~ ~ 

q' 
PSI3l(q;zh,V·h 1') · PS(Zl(r;JJt,JJJ) dy13Z1!" 8(y13). 

(2.15) 

E~ wire\ ein "kiinst.lichcs" Teilchen mit dcm Impnls r = p1 + p3 eingeftihrt.. Der Impuls 
r iibcrnimmt. die Rolle des Impulses p3 im Fa!Ie dreier Teilchen im Endzustand. Es gilt. 
allcrding::; zu beach ten, dal3 r 2 = (p 1 + p3 ) 2 = q2y13 gilt. Dicses "Teilchen" ist. also im 
allgemcincn nicht. ma.c;selos. 
Drr 2· Tcilchcnphascnraum HiBt. sich vOllig elementar bestimmen zu 

('2) 1 (q)"-4. ~;· -2 • 
PS (•·;p,,p,) ~ 8(2rr)" 2 2 y, d" n (2.16) 

Auch hier is\. also eine Verwcndung dcr lnvariantcn als Tntcgrationsvariablen mOglich. 
i'v!an muB im Aug(' lwhalt.cn, clnl3 1· = p 1 + p3 gilt. und daher auch die Variablen 

1 2 
Yiik = 2(p, +Pi+ pk) 

q 
(2.17) 

hem1t.zcn. Dcr V·linkel zwischen den Teilchen Uil3t sich nun auch durch diese Variablen 
br:::chrcibcn. Da r 2 = r/'·y13 und f = -(jS2 + j)4 ) ist, mul3 Gleichung (2.6) zu 

0 ( q - ]J2 - P·l + ~ q2Yt3 + P~ + ]J] + 2P2P4 cos t124) 

q- P2- p~, ~:. ( .o Yts4YI23- Yts- Y24) = L' co;; v 24 -
P2P·l Yl34Yt23 Yts + Y24 

(2.18) 

x B{y13,1Y123- Yts)B(l - Y134 - Yl23 + Y13) 

abgeandcr\. W<'rden, wobei eli{' Stnfenfunktionen wieder aus der einschrankenden Tatsa
che I cos i/2,d < 1 folgcn. 
Fiir den winkPlgcmit.t.clt.en Phascnraum k6nncn wicder die Integrat.ionen entsprechend 
d<'ll('ll iilwr dD. 1 und dfl 12 im Fall(' drcicr Teilchen ausgefi.ihrt wcrden. Das \iVinkelele
ment dD." aus dcm kiinstlich crzcugt.en 2~Tcilchcnphasenraum, fUr die Teilchen mit den 
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hnpu]S('ll p1 und P3 hleibt jt'doch erhalt.en. Di(•S ))(>(]pukt., im Gegen:o;at.z ZUlli 3 Teikhen 
Fall. daB ('illl' Parallll't.risierung der lmpulsP mit IliHr dieser \VinkC'l nOt.ig ist.. ln diesem 
I3ei:;pirl wiihlt. lll<tll das J3pzugss:vs\l'lll so. daB fi'l + i73 =:: 0 gilt. l\·lan spricht \·om "I 
3"' Syst.em. wt'llll dil' Impube durch y 1;1.y1;1.1.y123 und durch zwei \•\'illkellwschrit•hen 
W('l"dC'll 

mit 

"' 
/Yii 1(;f(J ..... siu8co."-B' cosO) 

2 

Jil ,-_- .'/1~3- !/I;\ ff (1. .0. 1) 
2 J!jl:i 

J!J 

jJ.) 

/iN G(l -sinfJws8'.-cosfJ) zv(r . ... 
.1/13·1 - Y13 (";-

2jjj""i3 \ (/(l. ... ,~in/J,co"'/3) 

-----~2~y~,,~y~2·lc_ __ --c. cos.iJ=l--:-
(!1!~:.1 ·-- 1M)(Yl3·1 - YJJ) 

Dies folgl au:>. der Vicrcrilllpulserhalt.utJg. 

(2.10) 

(2.20) 

Di(• Wahl Fz II e, in (2.19) is! naliirlich willkiirlich. Abltfingig von <ll'l" St.ruktur clt'r 
zu hPlracht.endt•n i'vlatrixcleli!Pllt.c. lmnn c•s glinsl-ig ::<.Pin [!.1 II [~ zu wiihkn_ In nmudH•n 
Fallen fiihrt die~ zur VnPinfachung \'Oil explizit-c•n Rl'chnungcn. 
Nat.firlic'h sind y13 . y123 und vn.1 t1icht. dil' l'illzig('ll lnvariant.cll. eli(' in dpn l\·lat.rixdC'
lllt'll\.('11 auft.aurhPIJ. U111 diP EEC hC'n·chnen zu kOnnt·n. hraucht lllan abo auch die 
Panunl'trisiC'ntng dc·r \'('rbkihl'Jiden lnvarialll.('ll. Fiihrt man''= (I- ro::<-0)/2 l'ill. dann 

gilt 

Y11 

Yn 

!JJ.l 

./}3.! 

Ill it 

und 

(y~~~ - 11::1!1' 

(!Jm- Y1:l)(l- r) 

(.1/u-1- !JJJ) [v(l- ~,-) + (1- ch- 2cosB'Jl•(l -1:)1·(1- ~i)] 

(Yi:H- !IJJ) l(J- u)(l- ~,) --l- n + 2cosB'jv(1 -1=h(l- ':·)] 

Yn.lh-1 
I:---:-

{:t/1"2:1 ·- i/13)(.1/1.>·1- ?Jn) 

Y~-~ = 1 - !.11~3 - !JJ:H + !J1J· 

(2.21) 

(2.22) 

(2.2:1) 

Elne Parame\.rl~krung wie in {2.21) wird ··1-J' · Syst.\'lll gcnannt. DiPs richt.et sich da

nach, welche zwei TeildH•n ill (2.15) zu ein('llJ zusnmmcngcfasst \Wrclen. \•Vi<" ])('schriPben 
vprblC'iht die lVWglichkeit.. in clt•r ParanH•t.risiC'rung die Impuls(' jj2 unci ]1.1 auc;wt.auschcn. 
Dies result.iert. in (2.21) in der Vert.au::<.chung d(•r 1nclizes (2 ..... 4). Dies lwwirkt.. daf3 
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nun y12 und y23 von den Vi'inkclvariablcn 11 und f)' abha.ngen und y14 und Y34 nur noch 
von v. Mancl!P cxplizitC' I3erechnung lii13t. sich so einfacher durchftihren. Diese Art. der 
Paramet.risiPrung wire\ von nun an als "1 - 3"-Syst.cm bezeichnct. 
J3pacht.e\. man femcr, daB die vcrbleibend(' Winkelintegration aus PS(2

) entsprechcnd 
Gkichung (2.11) uormierl scin muB, crhalt man 

1 ., ( 2 ) ~(t!-4J I q (j 

N, 64(2n)' 4n f(n- 2Jf(¥ -I) 
rs(·l) = 

x j dy13 dy13-1 dyln[Yt3Y2,1 (Yt34YJ23- Yt3)] ";
4 

(2.24) 

x 8(YJ3)8(yz,!)8(y134Y123 - Y13) 

l ' ·-·1" 1 x d~~(v(l-v))""""T dB'-N sin"-4 8', 
0 0 0 1 

wo1H'i q2y1 34 = (7;1 + (p3 + p4))
2 ist uncl fUr y 123 Entsprechendes gilt. Weiterhin ist 

JV0, = fo" d8
1 
sin"-

4 
8' = 24

-"7r ~~~-=-3
{) (2.25) 

der Normierungsfak\.or der Jet.zt.cn .:Vinkelint.egration. N5 ist ein statistischer Fakt.or, der 
':'-ich aus dN Iclent.iUi.\. dcr Tcilchcn im Endzustand ergibt. Flir einen Endzustand qfjq{j 

ist Ns = 4. fiir IJ{jJJ.(J is\ lVs = 2. 
Di(• Energiewicht.ungsfunktion wt·1l kann eben falls durch Jnvarianten dargestellt. werdcn. 
An Gleiclnmg (2.18) kann man die jcwcilige Beschrcibung des entsprechenden '~Tinkels 
durch Jnvarian\.{'n ab]CS('ll unci cs folgt. schlicBlich 

H;(·O = L w,j4 ) = L. 2~~j 6('Jhftj- cos {J) = l(l + w)3 f1 yfjb(wyij- YiikYijl + Ykt)· 
'J k,l;o!i,j 

(2.26) 

2.3 3-Jet-Niiherung 

F'Or die BerC'chnung clcr EEC in O(o-;J sind folgende Prozesse mit vier Teilchen im 
E11dzust.alld rclC'vant.: 

,+,- ~ q(p,) + i](p,) + g(p,) + g(p,) 

e+e- ~ q(p,) + i)(p2 ) + q(p3 ) + IJ(p4 ) 

(2.27) 

(2.28) 

DiP 3-.Jet. Niiherung bcst.eht. clarin, diC' Prozesse (2.27) und (2.28) wie den Prozess 

,+,- ~ q(p,) + iJ(Ji2) + g(p,) (2.29) 

zu behandC'ln, d.h. fiir diP EncrgiC'wichtung nicht. (2.26) zu benutzen, sondern daraus 
eine Gleidnmg wit• (2.13) Bbzuleit.cn. Flir den Prozess (2.27) wird angenommen, daB ein 

12 



Gluon wrich odcr kollin<•ar r,u cim•m dt'r andPrcn TPilchcn ist., f\ir den Pror,css (2.28). daf) 
t'ines der bt•iden Quark-Ant.iqnarkpaan• wil' ein abgcst.rahlt.cs Gluou })('han<h-lt winl. 
Die Deitrilgt· r,un1 1\·latrixell'lnl'll\. M(·l) t•nlh<llten, i11 der einfachst.eu Forni. Pole in dt'll 
Variablen y,

1
. Sollt.c nun ml•ln als ein sokher Pol. d.h. zwci vcrschit•d<•n<• y,1 , illl :\t'l\11('1 

auft.auchen. so fiihrt Jnan einl' Pmt.ialbruch;-,erll'gung durch, bis man das !V!atrixl'kllll'IJ\ 
in nest.andt.eile zerlq;t hat.. in dt'll('l\ l'S llllr l\och ('illtll Pol gibt., Z\llll neispit•l 

I I I 
~~=-~~~+ 

,I)JJY~-~ Yn V13 + Y~-1 Y2·1 !h:l + V2·1 
(2.311) 

Tn di\•S('Jll F'a\1 wiirde man den crs\.Pn Term im ''1-3''-S_ys\.elll und den zweitt•n i111 "2-
4''--Sys\.\'lll lwhandcln. Sollt.cn IIIC'hr als zwci vc•rschiech•JJP y,j im Nenner auf1audl('ll. .'-'O 

fiilnt. man eHt:::.pH'l'll('lld solange Part.ialhrnr.hzcrlcgungen durch. bis Juan Tenne erkilt .. 
die nur noch einen Pol in y;J entlwlt.en. 
Es ist offensicht.lich, clal3 das In\.Pgral \i))('r den crst.cn Term den dominan\.('ll Tkitmg im 
nNekh kleiHC'r !Ji:.J ('ll\.hKlt. Ein kleint·r \.Vert fiir YIJ l)('dcu\.c\. aber, claf3 l'lll\\'l'd(•]' del 
rAumlicl}(' Winkc•l Zll·isch<'n den llllpuh;pn Jii und Ji3 ld('ill wire\ oder (•incr dl'r h<·iden 
ltnpube einfnch einell kh•irH'Il net.rag hat.. In jt>dem Fall bedeu\.ct. cin kleirH'l' Wnt. filr 
y13 , cla!3 hicr die Teikhr·11 1 1111(1 3 praktisch wi(· cin Tcilchcn auftre\.('1\ und dalH'r clics('l 
DC'reich des Plli:l.'-'('lll'<UliiJS als ''<JiliiSi'' :~ T(•ilclH•n Phascmaum bezcichnC'\. wcrdt•n kann. 
DiP 3- .Jet.- Naherung lw~\.(•ht nuB clarin. sich dies(> Tat.sache zunutzc zu 111achen. 1111 
lwhaudc]\.('Jl neispi(•] fiilll'l Ill all in dcr '·Virht.ungsfunl.;t.ion w(·l) dt;n LinH'S Yl3 1\\IS. Die 
Mat.rix('h'llltn\.(' sclbst hlPiben unvcriindert. 
Die \:Vicht.ungsfunl;tion JVCil laukt <Lll.'-'f.'/'Sdnit·l)('ll 

(I) l 3 { ., ~ ) lV. = 4( 1 + ~.<,..') Y]3li(w'YI3- .1/i~·Lihl-1 + .112.1) + Y24 li(Cv'Y2,1- VmYn-1 + Yn 

+yL(l(""'.l/:"2- Yl3·1.1/n·l + Y:J·d + !i~3h(w'!J23- Ylz·llil3·1 + VH) 

. , I ., } +Y\.1b W.IJH- YmYn-1 + Y~3) + YJ.J{l(w'!JJ·t- V12:lYm + l/J~) · 

(2.31) 
Setzt man nun f\ir dk Invarian!.('ll die Paranwtrisicrung aus (2.21) ein und fiihrt. dl'n 
Lin1cs y13 .. ----; 0 cws. so folgt 

jy(·l) = ~(! + (<..l { (.11~·1 -- .ih) 2 1~(v..'(!hl -· :r/13)- !/J~;(/j];\.1) 

+yf~3 b(Cv'!Jm- !/JJ.J(Yz-1- !/13)) 

., } +:IJ\;qh(""'.IJI3·1- Ym(!/2·1- V13)) . 

(2.32) 

In der ers\.(•n 7,pj]p von Gleichung (2.31) i:-:1. einc h- Funkt.ion wcggC'fallen. in d<•n lwi
dcn andcrcn Zcih>n fallen die ArgunJcnt.e der heiden b- Funkt.ion<'n :zus<tllllm'n. so daB 
im Lilllcs y13 ______, 0 nur drt>i li- Funkt.ion<·n iihrig bleilwn. Dies ent.spricht. dem Fall von 
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drci TC'ikhcn illl Eud:zust.and. Alle Bcrcchungen der EEC wcrden mit dieser genaherten 
\:Vkht.ungsfunkt.ion durchgefiihrt, bzw. mit cntsprechcndcn Permutationen dcr Indizes 
abhiingig von dcr St.rukt.ur dcr Martixclemcntc. 

2.3.1 Differcn:r, :r,ur ungcntihcrtcn EEC 

Wi(' bei jedcr Approximation st.d\t. sich hier die Fragc nach der Giitc der Naherung. 
In diP.:-:c1n Fall is\. cliesc <lurch diC' Differenz der Berechnung in der 3-Jet.-Naherung zur 
ungeni:ihcrLen Rcchnung gcgeben. Dicsc Differenz soil im folgenden abgescha.tzt werden. 
DiC' Ausfiihrung des LiiW'S y13 - 0 in Hf(·l} hat. auch Auswirkungen auf die Integrationen 
iiber Yn im Plw!:lenraum. Zuers\. spalt.ct man diesen Integrationsbereich auf in 

(!112~!/134 (Y123Y!3• 
lo dy13 8(y21) = lo dy13 8(y24.)8(l- Yl23- Yl34) 

(2.33) 
[lll23'JJ34 

+ lo dy13 8(y,.)8(y,, + Yl34 - 1 ). 

lm erst.r11 Inkgrat.ionsbereich ist. 8(y24 ) = 1 autornatisch gegeben, im zweiten Bereich 
ist y 1 ~ > 0. Daher kann nur im ersten Bereich eine Singularita.t in y13 auftreten. In der 
3-.Jet.-Niihcrung, d.h. wcnn man 1~1(4 ) aus (2.32) verwendet, ist aufgrund der Stufen
funkt.ionen in jedem Fall nur dcr crs\.e Bereich relevant. Die 3-Jct-Na.herung bewirkt 
also in<lir(']d einc Andcrung dcr lntegrationen im Phascnraum. Analog wie im Anhang 
von Ticf.!'J] kann man cinen angcpasst.en 4-Tcilchenphasenraum dcfinieren 

. ,.,, J r' 1 r 
PS = dy123dY134dyl3 lo dv; Jo 

(2.34) 

x8(YJ3)8(yi23Ynl- Y13)8(l- Y123- Y134). 

Die wci\.erc llntersuchung dcr 3-.Jet.-·Na.herung erfolgt unter Verwendung von P-8(
4

> • 

Elwnfalls en\.sprechend ;-,u Ref.[9) wird 

l;j = j dPS(
1

l M(1 >ylj6(wy;j- YiklYjkt + Ykl) (2.35) 

definicrt.. Die Diffcrcnz, die durch clif' 3-Jct Naherung hervorgerufcn wird, resulticrt 
hauptsii.chlich aus der Anderung der Energiewichtungsfunktionen. Es lassen sich prinzi
piell z\vci FAlle unt.erscheidcn. Bin mal ist. dies der Fall von h3 und !24- Der Beitrag /13 
ist. dureh den Vorfakt.or y~3 stark unterdriickt. und ! 21 enth8.lt keine Abha.ngigkeit. von 
dl•n v .. •inkelvariablen 11 und 81

• Dicser Fall ist. im An hang von ReL(9J ausreichend behan
clelt worden. FUr den Fall. daB im Argument. der 0-Funktion eine Winkelabh8.ngigkeit. 
vorlicgL soil bier cine andere Vorgehenswcise gew8.hlt. wcrden. In der 3-Jet.-Naherung 
fiir den Fall y13 - 0 fallen / 12 und h 3 zusammcn zu 

J2 := J dPs(·l> Mf4 >y~23 6(y123(w + Y131)- ~131(!- YI34)). (2.36) 
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f)jp Deit.ragc ht und hi fallen eben falls zusammen. Tm Prinzip is\. di<.' n(•lmndlung di('Sl'S 
PallPs jedoch iiquivalcnt. zu dcm nun bcschri(•hPlll'll Fall. UHkrsucht. \\"ird eli(• Difrpn•nz 

.-.,,, ,~ .r,- r,- r,. (L.TI) 

f)pr T('l"lll .::::,/2 n•priisr'IJtiPrl die Difff'renz zwischf'n der f:EC lwrPclnwt. in dl•r J .Jpt 
Niihcrung lllld dl'r tlllgl'IIiiJll'rkn V('rsion dPr f:EC. Fiir die wcit.l'l'('ll n('chnungcn ist ('S 

giinst.ig 

lllil 

~ ·,.--- yf~3 . . .-+--h(!Jl13- C::•) 

"' ,, 
!r"1 

u.. Yl3·1 

ui., 1 
- v.: + ;13·1 ~~(Ym-;;;- ?/la + h J) 

ui:~ 1 - -hll ~ u.. t !/J It l - t /123- u..- YJJ + h2) 

:rJn-1 ( 1 ·-· V1:1-d 

U..' + .111:]·1 

1 1 - lfn.t (I ·)) - ---· -(.if:l.l - .1/J:J.j - <· 
{'.,."·\ .1/J:l.j 

1 1 - ·1;n.J I 
-----·-·--(.r;1.1 - Y1:1·1t: 
\ • !"L.J...' -I .IJI:H 

12.38) 

12.39) 

12.411) 

12.41) 

zu <lPfini('l'('ll. Fiihrt man dl'n Lin1C'S y 1 ~---' 0 aus. so verschwind(•n die I3Pit.riige h1 HlHI 

h". Dies ist offpu,o;icllt.lich. wcnn lllilll fiir .1/J.I tllld i!:J.J die ParanH'\.risicrung cntsprcclwnd 
(2.21) cinse\.7.\ .. In Gleichnng (2.38) sind di(' ArguJJJ('l\\.l' d<•r 0-Funkt.iotH'll scheinlmr nach 
y123 aufge]Ost .. Ailerdings sind h1 und h1 nat.iirlich ,c.;(•lhst noch Funkt.JOllt'll von .1} 11.,, so 
daB man die {J Ftwkt.ioncn noeh ni('h\ ausfiihren hinn\.(•. \Vi<' g('~agt. \'(•rschwinc\(•Jl h1 

lllld h2 j0doch i1n I,inJC'S y13 ---' O.l\·!an kann daher Pin<' schrit.t.weisc Niih<•ning hetracht.<•n 
ind('!ll man 

~~~ 1r(YtD)I 11 ,,,=:·+u"' 

h: !J { .1/1 :U) 1,"'3 =;::+!IJ.J+I•? 
12.42) 

I I ) 
I 

,_,. ~~~· := I Yt~:l !IJ<:<=;::+y,,+!t, 

ddinicrt.. Fiir h.~ gelt.e cnt.sprl'chendcs. So kcu1n llli\11 i111 Prinzip ein(• l)(']il·hig g('IJatl(' 

N~ihcrnng im Argument. der ~- Funkt.io11 durchfiihr('ll und den Einflul3 der \'('rschicd<'Il('ll 
Grade der Niihl'rung unt.ersucll('n. ln1 folgPnden wirclnur dC'r ('rst.c Schrit.t. lwt.racht.<>L 
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ncwchnct. man nun 

61 I rs(·I)M(YJn).6. 

J I C} ~ (W- ht) 2 
Ps(·tl M(W)---- M(w- h1 + Yl3) v 

w + Yl34 w + YI34 
(W-hz)

2 J -M(W- hz + y13) (1- v) 
w + Y134 

mit Tiilfe der GlelchHngcn {2.40) Hnd (2.41),dann sieht man, dafi 

w 
h 1v + hz(I- <') = -Yl3-

Yl>t 

gilt. Daher ist. die weitcrgchende Nahcrung 

D. I ~ I rs(·O [M(y123)- vM(YJn- h1 + y,3)- (I- v)M(YI23- hz + Yt3)] 

Yiz3 'I YlJ~(I- Yt34)) 
---p YI23- ----
w + YJ3.1 w + YI3~ 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

ver\.rt't.bar. In crst.cr Linie kann also die Nahcrung y13 --> 0 im Argument der 0-Funktion 
als einc Ver~chiebung in dcr Variablen y123 angesehen werden. Dies hat natiirlich auch 
Au~wirlmngcn auf die Int.cgrat.ion iibcr y13 , jcdoch andert, dies nur die obere Integrat.i
on~grcm:c unci kann dahcr ignoriert. wcrdcn. 

2.3.2 Anwendung auf eincn Beispielterm 

Einl' Oberpriifung. welchen Effekt. diese Vcrschicbung auf jeden einzelnen der zu behan
dPlnd('ll Temw h=lt., crschcint. wcnig praktikabel. Die grOfiten Auswirkungen sind aber 
nattirlich clort. zu erwart.cn, wo die Berechnung in der 3-Jet--Naherung scbon die gr6!3ten 
Dr•itragc licfpr\.. Jm weit.cren Verlauf der Arbeit wird sich zeigen, dal3 ein Term. 

M := cJ..-.2 
YI3 YI3·1 YIJ + Yz4 Y1a + Yn 

(2.46) 

di(' haupt.s~ichlich(•Jl Beit.r3.gt> zu Tcrmcn proportional zu C} liefert. \'lleiterhin wird sich 
ZC'ig<•n. da/3 diC's eben in der behandeltcn Energie-Korrelation geschieht. Es ist daher 
~innvoll dics<•n Term als Beispiel zu verwenden. 
~in11nt man nun dcu Term aus Glcichung (2.46), dann folgt nach Iangerer Rechnung 

D..<\I = ~~ (h, - J!JJ) ( 1 + 1- V ) 

11!:1 + !ht Y13 + 1/23 Y13 + Y2-1 + h,- Y1J Y13 + Yn + (h,- Yta)(l -v) 
l1-1')1h,-y13)( 1 1-v ) 

+ Y13 + Yz-1 Y13 + Yz3 Y1a + Yz~ + hz ~ Yl3 + Y13 + Yn + (hz Y13)(l-v) . 
(2.47) 
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:-.JillllliL man JH11 die fiihrt'llde Ordnung in (h 1 - Yn) bzw. (h.2 - Yl3) miL. ~o V<'rl'ilJfncht 
sich (2.47) zu 

C>M~-
1 +w 1 ( 1 1 -l' ) 

!/IJ~-;-Tif~-~ YIJ + !h1 Y1:J-+ '!hJ- JJ13 + !Jz-1 + Yl3 + Y~"J (248) 

Bercchne\. ma11 hiermi\. nun .3./, f;O zeig\. sich, daB 6/ von der Orclnung ln~t.:/IJ.," ist. 
Bcrechne\. man den Term M in der nornHdt>n 3· Jet.· Nkiherung. w1e dies ir11 folgPHclen 
h:apit.el gescllC'ht'll wircL dann crgibt sick daB c\iescr Term, nehen Polen inc f3eit.riige 
proportional zu !11 3 u-"/'""-'' t'rzt•ugt.. Dies bum man Hb Hinweis claf\ir nehlllen. daB die 3-
.Jet.· N"iihNung nur nachgeorclll('I.C Divergenzen in clt'11 t>inzPlnen Terlllen vt'I"Jli\C"hlfi.ssigt .. 
\Nt~it.erhin is\. nidJ\. g{'sagt.. dati t·in<' B('rechnung de~ Tennes Min dt•r 3-.J('\ Nfllwrung 
('ine Diffcn•nz proport.ional zu ln 2 

'""-''/'""-'' zur ungeuiihcrt.cn Version dcr EEC lil'fprt., sondNn 
nur dafi dit•f;e Difrcrcnz h(ichst.t•ns wie ln 2 u.·/u-· diwrgier\.. Es ist. clurchaus m(iglich, daH 
dicsc Diff('J"l'llZ becl('nt.C'nd schwacher divl'rgiert.. Ein{' T3Prechnung der EEC in dPr 3 
Jet--NKhcrung i~t ~inJJvoll, da die f\ihn•ndt• Ordnung der Divcrgcnzen f\ir jC'dt'll Tl'rlll 
richt.ig :::;cin sollt.e. 1\"fan kann daher fe.-;Lst.ellcll. wplc\w Art. Divergcnzcn dk einzelnen 
Term(' maximal ('n!.halt.l'll und ps i~\. durchaus wahrschcinlich, daB die Diff('n'nz zur 
ungcniiherlen T3en'clmung nur sehr nachgpordnet.(' Divergenzcn rnt.halt.. Es is! dmchaus 
m(iglich, daB ftir die nicht.··singuUircn T3rit.riige dicse Differenz konvergen\. is\.. 
lvlan kann auch l'ine eher cxperilm'ntelle nN:lJt.fnt.ignng ftir die 3-.Jet.- Nfihenmg an
gcben. DiP ll-Punk1.iOIIC'll in ch'r \~'icht.ungsfunkt.ion H!(·l) schneidell den T3t'reich des 
Phasenramns heraus. in dem zwei TPilcht'II unt.er eill('lll vorgegebcnt'n \Vinkel auslauf<'n. 
Expcrimcnt.ell i~t es aber nnt.iirlich urnll(iglich den Winkel ;.;wischen zwci Tcilcht.'11 wirk
lich cxnkt zu vermesscn. Die Verwpn(\ung von b ·Funkt.ioncn is\. dahcr einc Idealisierung. 
!V!an kOnnt.e auch sdmrf zent.rier\(' \Vich\.ungsfu nktioi1t'll verwend('n, dcren lvJaximuln an 
der Posit.ion des Pob d('r b- Fun\.;:t.ion lit•grn und deren Jialbwert.sbreit.c (\('1 lVI('ssgemw
igkei\. fUr dil' \Viukel ent.spricht.. F'iir himeich<'lld klcine Wer\.t' von y1:> unt.erschcidl'll sir.h 
die Positioncn der \'vlaxima sr.hlieB\ich lllll weniger ab dit>sc I·Ialbwt'I"t.sbr('i\.e, W('rdt'n also 
exjwrimcnt.ell ununt.erscheidbar. Da al)('r drr IIaupt.beit.rag zur EEC aus exah diesem 
Bereich des PkL<;C'llHtlllllS komm\.. lmnn nnn dies als eincn physikalischt'll llinweis anf 
clic G\it.r dieser NH.herung nelnnen. 

2.4 Numerik 

Auch in dcr bcsrhril'l)('ncn 3·-Jet.-·Niiherung lassen sich nicht. olle Terme analyt.i~ch be
handeln .. Jedoch wnrden irn Rahlll<~n der I3erechnungen jcweils die fiilm'nden Divergen
Z('ll abgrspal\.en. Wie clahei eli<' allgemeine Vorgplw11swcisc war, sol\ in dicsem Abschnit.t 
beschriebcn W('l"dC'n. 
Die auft.rct.ClHkn Di\'t'rgenzen werden in1 fo)g(·ndt'n cnt.sprechcnd wie in Gleichnng ( 1.11) 
bezeichne\.. Tcrmc, eli<' wie 2 Co od<'r schwitdwr cliv<'rgicrcn, wcrclen im NorrnalfHll Il\1-
mcrisch bclmndelt. Die Koerfizirnt.en ckr Divrrgenzen. die wic 2C3, 2C.2 nnd 2C\ gehen, 
werdcn analytisch lwhandel\.. Durch eli(' wpchsplnd<•n Vorzeichen in cli{'S('n Trrrn<·n ('l"

gaben sich in ander('Jl Arbeit.en enornw Schwierigkeit.<'n hcim nunwrischen Pit. clieser 
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Koerfizient.cn. DiE' Ta.tsache, daB bier nur der I<ocffizicnt 2C0 gcfittet wird, ergibt eine 
enorme Verbesserung dcr Genauigkeit. 

2.4.1 Prinzip dcr Abspaltungcn 

Zur analyt.ischcn nest.immung der Koeffizienten von 2C3 , 2C2 und 2C1 ergeben sich prin· 
zipiell zwei Vorgehensweiscn. Ent.wedcr dcr behandelte Term ist vollsti:indig analytisch 
brr('cheubar, wa..c; nur selt.cn der Fall ist, oder der Term kann in eine Anteil aufgespalten 
wcrclen, der eincr analyt.ischcn Bchandlung zugi:inglich ist, plus einem Anteil, der nume
ri~ch behande\t. wird, d.h. hOchstcns wie 2C0 divergiert. Eine solche Aufspaltung mul3 
zwei 1\rit.C'ricn C'rfiillcn. Zum cinen mul3 der abgespaltene Term analytisch zugi:inglich 
s('in, zum andcrcn mul3 die Diffcrenz zwischen diesem Term und dem Orginalterm fi.ir 
Pim' numerische Bchancllung gccignet scin, d.h. nicht einfach nur die Differenz zwcier 
grol.kr Zahlen. 
l'vfei~t. best.ehen die Terme aus Produkt.en verschiedener Briiche als Funktion der Yij· Eine 
Nahrrung im Zahler ist. eigent.lich immcr m6glich, im Nenner sollte sich die Naherung 
auf nur eincn der Brlichc bcschrKnkcn. Also z.B.: 

f( 

:):J\" = 

1 1 1 1 1 1 ------- ------ + {:,.!( 
f(Y;J) g(y;J) h(y;J) - f(Y;;) g(y;J) h0 (Y;J) ' 

1 1 ( 1 1 ) 
f(%) q(y;J) h(y;;) - h0 (Y;J) . 

(2.49) 

In1 Tcrm /.;:,.]\" t.ri\.1. also nicht. cine groBe Differenz auf sondern eine Differenz multipliziert 
nrit den n•st.lichen Orginalbeit.ri:i.gen. Im allgemeinen ftihrt. dies zu wesentlich genaue
n'n numcrischcn Ergebnissen. Diese Met.hode wurdc fast. durchgehend in dieser Arbeit 
vt·nvcrHI('t.. Wcit.crhin is\. zu bcacht.en, dafi bei Naherungen im Nenner die Abh8.ngig
kt,it von l'iner Int.egrat.ionsvariablcn immer erhalten bleiben sollte. Nur bei der Int.egra
t.ion dcr \'l'inkelvariablcn ~~ und 1J1 ist es uuter Umsti:inden vertretbar, die Abhangig
lwit von dieseo~ Variahlen aufzugeben. Dies muft aber in jedem Einzelfall sorgfaltig 
gcprHft. werdcn. Dil' Bcr0chnungen wurdcn wie gesagt in der 3-Jct-Naherung ausgefi.ihrt. 
Die \:Vinkclvariahlen v unci 1J1 resulticrcn aber aus den vcrbliebenen Integrationen, die 
dun:h die EinfHhrung des ''kiinst.lichen" Teilchen bei der Aufspaltung des 4-Teilchen
Phnscnraumcs (2.15) resulticren. Daher ist anzunehmen, daft die Ergebnisse nicht sehr 
.'i('llSit.iv auf Nalu.•nmgcn in diesen Variablcn reagieren. 
Im folgcnden wcrden Tenne der Art. wic 6.!( nicht jedesmal explizit aufgeschrieben 
Slmdcrn nur wenn cs sich nicht. unmitt.clbar ergibt. Weiterhin wird vereinbart, daft Terme, 
dil' mit. cincm 6 beginnen, numerisch zu bchandeln sind ohne dal3 dies einer weiteren 
Erwithnung bcclarf. Die Abspalt.ung von numerischen Tennen kann sukzessive erfolgen, 
jccloch wurden hier solche Abspaltungen fast immer nur am Orginalterm durchgefi.ihrt 
od<'l" nachd<'rn die Jnt.egrat.ionen ausgefUhrt wurden, die keine Unterscheidung nach den 
verschicdcncn Wicht.ungsfunkt.ioncn bcnOtigen. 
Die nnm('risclH• I11t.cgrat.ioncn wurden mit Hilfc clcr NAGLIB-Routine DOlFCF durch
gdtihrt. Diese Int.egrat.ionsrout.inc beruht. im wesentlichen darauf, dal3 die zu integrie-
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n•ndc Ftmkt.ion an einer vorgegcbencn Anzahl von Punk!.('!l bert>chnet. winl. Dcr jPwPils 
nachf't.c Punk!. wird dadurch bcstimm\.. dal3 hClhcre, nunwrisch berechnet.c Ahh•it.ungen 
dt>s Int.cgranden lH'n•rhnd. werden. Dadurch win! gewkihrlt>istcl. daB diP Punkt.did1t.t• 
dorL am hiirhs!rn isL wo dit> zu int.c•griPrt'ndl' Funkt.ion besonders sLeil vcrliinft. Fiil 
Details, siehe n('r.po] 

2.4.2 Substitut.ioncn 

Einc• W('Sellt.lichc Vl•rlwsserung dl'r nurnt>rischrn Grnauigkcit. Uif3t sich rnit. Hilfe vc•r
schiedPrwr Sub:--:t.itu\.ioncn ckr Jut.egrat.ionsvariabl(>n erreichen. Tnsgcsamt wPrden 1101"

rnalcrweise 4 Int.egrat.ionc•n ausgdiihrt., r,.B. iibcr y13.1, y13 , v, {/ wenn cin Tcnu in1 '"l 3"' 
Syst.Plll ben•chn<•! wird. Fiir dk Jnt.egrat.ion iiher {)'hat sicl1 kcine gceignet.c• Suhst.itulion 
Jindl'll lassen. jedoch lass0n sich i11 dC'n anderen Fallen Suhstit.ut.ionen angclwn, diP die• 
Gc•rmuigkcit. verheSS(')"l\. Wrlcht> die'." sind, hiingt nat.lirlich von der bt>t.rach\.et.eH horrc•
lat.ion und delll zu in\.c'grien'lldtn Tenn ah. Da.o..: ZiPl Pim•r gHi.t.t.end('ll Suhstit.u\.ion ist es, 
daB die anft.rctende .Jacobische Dderrniuan\.c miiglichst cincn der auft.rc•t.(>)]dt'll Nenncr 
hemuskiirzt. Suhst.it.uicrt man 

((
J+w)";" ) 

YlJ·! = w' ---;:-- - J • 
(2.GO) 

( 1 + "') rly~:1. 1 = dy;;1.1 ln ~ {:;..· + YI:J·d· 

so kiirzl dn F'ilkt.or (w + y13.!) ein('ll ('ll\.~pn•("hendl'll Nenner heraus. DN logarit.hn1isclw 
Vorfakt.or hat prakt.isch die Div('J"P.,('llZ ahsorbil'r\.. eli(• lwi der Int.cgmt.ion \iht'r !Jl:l-1 l'nt.
st.cht.. Der In\.(•grat.ionslwreich hat. sich nicht. gdinder\.. DN verhleibcndr Integrand kann 
somi\. geght.t.et wc•rdPn. F'iir die ll1t.cgrat.ion iihrr y13 wire\ dir Subst.it.ut.ion 

YlJ 
l -Ym- ./JJJ·I ( (1 + 

2 1 ),;, ) .2!JmY13·1 _ 1 

- l/1~3 - !/!3·1 (2.G1) 

d.IM- dy;3~(:i}l3+!ht)ln (1-t 2yr~3Yl3·1 . ) 
1 -.Ill~;\- 1Jl;\! 

g('Wiihlt.. Hinlwi ist. zu bcach!.<'JL daB aus \.echnisdlC'll GrUnden die Subst.it.ut.ion so 
gewiihlt. wird, daB yi 3c!O, 1] gilt.. D<>r Fakt.m (y13 + y~.J) ktirzt. t•l)('n[a]J.o; Pim~n hiiufig 
auf\.r('!.enden N('lllll'l" des zu int.q;rien'ndc'n ?vlat.rixdl'nwnt.s. Als le\.zt.Ps folgt noch die 
Sub.o;\.it.ut.iou 

,, 

rlt' 

"!li~3 (( ) 
,_,., ) 

'./~IJ~~~ -] > Yrn- .lli3 

ff-1/ ( -1) ln (J!2i.) 
Yu:J 

Y13 + 1/23 

Yt~3- !/t3 
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(2.G2) 

Aud1 hicr gilt. ftir die neue Intcgrationsvariable V 1f[0, 1], jedoch ist zu beachten, dal3 sich 
eli<• Tnt.cgration~richtung umgcdreht hat. Dies kompensiert das Minuszeichen. 
WelclJC' Subst.itut.ioncn genau durchgeftihrt werden, h8.ngt nati.irlich von der Art des je
weils hC'handelt.en Terms und der bctrachteten Korrclation ab, jedoch sind die angegebe
ru.•n Bcispielc C'xemplarisch. Diese Art. Subst.itutionen flihrt.en zu einer bemerkenswerten 
Verhcsf'crun!? dcr numcrischen Genauigkcit, teilweise bis zu vier Gr6f3enordnungen. Dies 
hat NS!. 0inc wirklich gcnauc numerische Berechuung der EEC ftir kleine w ermOglicht 
und somit. diC' Bt•stimmung der 1\oeffizicnt.cn der verschiedenen Divergenzen erlaubt. 

2.4.3 Numcrischcr Fit 

lV!it. dcr muncrischen Integration dcr Termc ist nati.irlich nur der erste Schritt getan. Mit 
Jlilfc• cler gPwonnt>nen Daten mtissen noch die Koeffizienten der einzelnen Divergenzen 
b0st.irnmt wt>rden. Nat.iirlich ist es nicht. mOglich, <Jndliche Beitr8.ge bei der Integration 
auszuschlieBen, d.h. man bcrcchnet 

F(w) ~ F,., + const. + K(w). (2.53) 

Hierhei c~nt.h~ilt. Fd,. die auft.ret.cnden Divergenzen, w8.hrcnd J((w) ---+ 0 im Grenzfall 
~, --> 0 fiir dt'll t'JHllichen Rest. gilt. Oblicherweisc erfolgt der Fit dcr Koeffi.zienten der 
Divergenzen durch lv!inimierung dcr GrOBe 

\, ~ 1 L (Fd;.,(w") + const. - Y(w"))
2 

n-m-1 m (.6.(wn)f · 
(2.54) 

Jiierlwi ist Y(w,) cler an 11. St.ellcn numerisch berechnete Wert von F(wn)· Die Zahl der zu 
fi\.\.('nden Parameter ist. m. Tm Grundc gcnommen ist dies ein gewichteter Least-Square 
Fit., wobei die Wichtungsfunkt.ionen umgckehrt proportional zu den Fehlern ..6.(wn) sind. 
WC'rtc. diC' mit. grol3en Fchlern bchaft.et. sind, t.ragen nur schwach bei, Werte mit. kleinen 
Frhlrrn \.ragcn s\.iirker bei. 
Tn dicsew Fall ergibt. sich allerdings ein Problem. Es ist nicht sinnvoll fUr .6.(wn) nur den 
mrmerischen Fehl<'l" .6. Y(w,) anzuset.zen, denn entscheidend ist. die Abweichung der zu 
flt.\.t>ndcn Funktion Fdil'(w) zum bercchncten numerischen Wert Y(w), d. h. man mi.isste 

6(wn) ~ 6Y(w,) + Ji(w,) (2.55) 

wkihl{'J\. Dies ist. jcdoch :1icht. mOglich, da J\"(w) unbekannt. ist. 
In dl'r verwcndct.cn Int.egrat.ionsrout.ine kann ein relativer Fehler ..6.r ftir die Werte Y(w) 
vorgrg\'bcn werden. Nur Tenne, die proportional zu 1/w oder schwa.cher divergieren, 
wurcl<•n nnnH•risch bchandc\t.. Daher kann man 

.6.Y(:.v,)"' ..6.T 
w 

(2.56) 

anse\.zcn. Di0 rclat.iwn Felder \':urdcn immer zu b.T = 10-8 gewiihlt. Numerisch zeigt. 
skh. daB dieser Wert. mei:"t nicht. erreicht. werden konnte, jedoch kann meist ein rela
t.iver Fehler vo11 .6.T = JQ- 7 angenommen werden. Die \Nahl des Bereiches, in dem die 
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Gri'>Be w' liegen sol!. ist ein t·Ht.scht'idendcs 1\rit.erium. Fiir zu kleill(' ....._. ist irgcnd\\"illlll 
die nunH'risclw Genanigkeit nicht lll('hr ausrekhend. fiir zu groBe t<.-' wird /\"(..,._·) vm1 der 
sPllwn Griiflenordnnng 11·it' F,l"·(,_._•) und Pin Fit der 1\oeffizi('n\.en ist nicht nH'ln lll(iglich. 
Chlicherweise 11"\lrdc 

(<.." = .!:__. Jo·-IH 
20 

mj2.19] .mt[5.8] (2Si) 

gewiihlt.. lrg('ndpin w0 ist. also drr gr0/3\.l' \Vl'rt fiir u.:. dl'l" noch zng0lassv11 wircl. Es i~t 

abrr anzun0h11H'll. daC gilt 

/,"(wu) /,"(~·,) 
-->---" 
~l"(wo) ~Y(w,) 

ll > 0. (2"G8) 

\'\'iirdC' man abo fiir den Ft>hkr i:!.(w,)::: L",.)'(u...·,) in (2.54) anset.zen, so wiirde lli<Ul 

ausgNechnvt. den Term Hill st.B..rksl.c'll wicht.en, der den gri.il3t.cn syst.emat.isd]('n F'('\lic'r 
F(u...·) ent.hiiit .. 
Es st.cllt. sich also das Problem, wie gcfit.t.ct. werden soll. 1vlit Ifilfc von Test.inlPgrntio
ncn, cl.h. der Int(•grat.iolH'll von Ternwn. c\i(' deu t.at.sachlich anft.ret.cnden neil.riigt'n sphr 
~ihnlich schrn. alwr vollst.iindig analyt.i.'wh lwr(>ch\'llhar sind, wurden vcrsrhiedl'm' Fil
verfahrcn prohier\.. Genc'rell zeigt.e si(:h. daf3 ein ungewich\.e\.('1" Fit., d. h . .6.(u.1,.) = 1 die 
bc,st.en Result.a\.(' liefert-l'. \V('i!.t'rhin koll!l\.(' allgt'mein feslgcst.e\lt. wcrclen. daG ('~ giins!.ig 
i~t., fiir eli(' Fits auch nachgl'ordm't.l' Diverge11zen 111it.zunehmen. obwohl die hodfizil'll
t.en diescr Diwrgenzen mit. rccht g-rol3en Fehlern behaft.ct. sind. Dies lic,gt. wolll claran. 
<lal3 eli(' vcrsdliPd\'11\'ll 1\lasSt'll vo11 DiVPrgenzen (j\WSi "ent.koppeln". also di(' lwnut.z
t.Pn Fit.rout.inPn Schwankungen innerhalb der einzelncn Elassen ausglcichen. Di(' mit 
d('ll Test.integrat.iOll('ll bPst.imm\.('11 hoeflizic111.ell der fiihrenden Divergenzen konnkn so 
genau('r reproduzier!. werden. 
Die Bc'rechllllllf!,en dl'l hot'rfiZil'll(.c'll dl'r Divergenzen wurclen mit. Ililfe der :'\AGLin 
Routine G02DAF [21] durchgdiihrt.. Dicse beruhl auf dcm Prinzip dcr Jnult.ipl('n TIP
grcssion. die zun1 I3eispicl in Ref.j22] hesc-hrielwn is\ .. 
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3 Explizite Berechnungen 

Gegenstand dil'scr Arbeit. war die Ecrcchnung der EEC bis zur Ordnung o:~ im Falie von 
4 T('ikh('ll im Endzust.and, wobei jcwcils die in Kapitel 2 beschricbene 3~Jet-Nliherung 
vNwt'nd\'t wircl. In diesem Kapitel sollen die technischen Details dieser Berechnungen 
lwschrieben werdcn. Angcstrebt wird cine Hybridfunkion wie in Gleichung (1.10) bc
schriebcn. Daher ist. cine mi'>glichst genauc Bcstimmung der auftretenden Divergenzen 
als Funkt.ion dcr Variablcn w not.wenclig. Fiir den Fall von 3 Teilchen im Endzustand 
kann nnf das Ergebnis aus [6] zuriickgcgri!Ten wcrden, wenn man beriicksichtigt, dafi ci
nige znsiitzliche Terme noch den 4~Tcilchen~Endzustandsbcitragen zugeschlagen werden 
mii~scn. Dies wird spat.cr noch gcnauer crHi.utert. 
V/ip allgcmcin iiblich wcrc\en die I3ercchnungen aufgespaltet nach den Colorfaktoren C}, 
C'rNc unci CrT11 • Vorab sind jedoch einige Vereinbarungen und Deklarationen n6tig. 
Oft. wurdcn erst. die Intcgrationcn ausgefiihrt, fUr die keine Unterscheidung beziiglich 
dcr cinzelncn W'icht.tlllgsfunktionen notwendig ist. Fiihrt man diese Integrationen zum 
Beispiel im ''1~3"-.System aus, so ist cs giinstig 

' I ) d(1s = dv1sdvd1J -;;-8(YI2JYis4 - Yts 8(Y24)8(Yts) 
h{)• 

(3.1) 

zu ckliniPren. Wcitcrhin ist cs at·· schrcibtechnischen Griinden giinstig hi:iufig auftre
Lrnde Faktoren wic 

I (" )' FcF := ao Ns (1 + w)3 
2; C} (3"2) 

zu ddiniNt'll. E11t.sprechcnd sind FIVe' Frn und FcF~Nc/2 definicrt. 
Die einz<'lncn Bt•itrfi.g(' des iviat.rixclement.s M( 4) werden mit der geni:iherten \~7icht.ungs
funktion (2.32) mult.iplizicrt. und dann tiber den Phasenraum integriert, vorausgesetzt die 
T3l'n'chnnng wird im "1--3"-System durchgefiihrt. wird, was sehr hi:iufig der Fall ist. Fiir 
j('c\('11 Ant.eil des lv!at.rixelcmcnts fUhrt dies zu 3 Beitragen, abhangig davon mit welchcr 
r'i""Funkt.ion multiplizierl. wird. Um cine durchgiingige Unterscheidung zu ermOglichen, 
winl folgendc Nomcnklat.ur eingcfU.hrt. Wird cin Beitrag K; behandelt, so ist 

L, := j rs(4> !(;~(1 + u...·)s~ 6 (v123 
_ Yt3-t(1 - Yls4)) , 

4 w + Y!34 w + Yl34 

M, := j ps(·lJ J\·;~(1 + u...')3~0 (v
134 

_ Ytzs(l- Yl23)) (3.3) 
4 w+Y123 w+Yl23 ' 

N; := J ps(·1} J<;~(l + w )3 (Y24 - Yls)
2 
O (v

123 
_ w(l - Yl34)) . 

4 w + Y134 w + Yt34 

Der J3eit.rag zur EEC. den C'in Term l<; licfert. ist. damit 

dZ I 
dcos'-' =L;+M;+N 

A J<; J• 
(3.4 I 
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In der 3· Jpt. NilhPrung win\ c\Pr 4 Tt•l\ch(•ncrHhust.anc\ lwhandelt, al~ ob ('ill Quark. 
Pill Ant.iquark und rin Gluon au~lauft'TL T,, lwschrribt- in jNlcm Fall die Det.ekt.ion dt·~ 
Quark· Ant.iquark Paan·s. M, die DNPkLion von Quark uncl Gluon und N, c\i(' von An
t.iquark und Gluon. Ilit·rbci sind Quark. Ant.iquark und Glnon wie im Ihhnl("n <kr 3 
.J!'t- Ntiherung, \)('schriPhen zu verst.{'\wn. Weit.erhin ist Zll beachtrn, daB die im An hang 
angegPbenPn T('I'JIJt· nicht das g<·~am\.t• lvlat.rixl'kinPI1t ausmachcn. Es gibt noch B<•i t rii):.'/'· 
di<' pinfach all." dl'r Vert<\IL"chung c\n JndizPS (1 ..__, 2). (3 <-----> 4) unci (1 <-----> 2.3 .__. 4) fol
gen. Di('S fiihrt jedoch, auBer lH'i dPr Derecl1nung d<'r -::-Pol<' fiir Terlll<' proportional 
%\1 ('1.-.'V,, nur zu ('int·m glolmleu Fakt.or 4, der jt'\v<'ils in den Fakt.orcn FcF und F,v, 
ent.halt.en is1.. i'vlit dit•st•n Vorbcr('i\.ungt•n sollt>n II \Ill diP einzelm•u J3rit.riigc. aufgt·gli<'dNt 
nach den \'PI"Schi<·dt•n Colorfal;t.oren. helwndelt wtrden. Eine \"Ollst.Andig(' Darstt·llnng 
cler T3cn•chll\lllgt·n i."t natiirlil"h Biehl mbglich. jedoch so]]pn t~·pisclH' I3eispidt die durch
gefiihrt.en I3en•chuuug('ll verdcut.lich(•n. 

3.1 Colorfaktor CJ.. 
In dicsem Ahsch11it.t soil nun auf di(• t.tThnisd1e Durchfiihrung der J3pn•dmung<•n t•in
gt•gangcn werden. die flir diC' TprruP proportioual z.u C'f., n6t.ig warcn. Es wird ll\11' auf 
I3eit.dig(' Z-11!11 Mat.rixclclllt'llt eing<'gang,<'ll. diP im n('S\llt.at. Diwrgcnzt'll in(;._) liefcrn. dit· 
sich wie ln 3 v..Jjr.. .. :. In~ '-"-'/v) odcr In u.-'/(1..: verhalt.en. Si:i.mt.liche andercn neit.riige v<'rlwlt.t'Il 
sich wit' 1/u.: oder schw&dwr diverg<'ll\.. Dies(' Terlll(' wnden ent.wcclN 11\llllt'l"isch lwhan
delt- odcr in ei11fadwn Fiillcn anal_Yt.isch. wolJt'i j<•doch 11\11" iv/et.hodcn zur All\wndung 
kommen. eli{' in diPSt'lll 1\apikllwschrielH'n \Vt•rden. 

3.1.1 Singuhi.rc Ddtdigc 

Grundsat.zlit-h lassen sich zwei \'t·rschiedc1lt' Artt·n \"Oil B<•it-riigen zu M(·l) Ullkrscht'idcn. 
Zum C'iiH'Il sind dies Tvrll1(', <lit> fiir y13 _____. 0 divl'rgiPlT!l. t-lllll andcren TNIIlt". dit' in 
dit>S\'111 LimPs t'ndlich blt'ilwn. Dt•t t'l~t.t· ZH unt.ersucheudt> Terrn result.iert aus der Auf
summation aller Terme, die fiir Yu _____. 0 divcrgieren. l;m Pol<' vers('hiedt•n \'Oil .IJJJ zu 
vt>rn}('iden, wurdt'I1 Partialbruchzerlegungt'll wit• in (2.30) dun:hg<'ftihrt.. Dit·s lieft·r\t' 18] 

Al3h = 48 cf.-_2__T(y1;J.J· Y13 -1 
Yl.1 .1/i;l 

( 
2 y, ) y,.,) --·- + (1 -1'}(1- c) 

!Jn + Y23 
(3.5} 

Ill it 
. :r ·y 1 - .r- y (;r y ) 
f(:r.y):::::-+.:...+2 -c -+-.+2. 

y:r :ry y:r 
(3.G) 

Da." 3--T<'ikhen -i'v!at.riwlerm'nl M(3 ) result.ierend a us <]('Ill Prozt·s~ r-+~,

q(p1)ij(p11)y(Jilll) ist proporLioual zu 7'(.1}1 11 . y11 111 ). Irn Dt·reich kleiner y13 ist d<'r Tenn 
Allf3 dominant. im ?vlat.riwlemcnL M('1l. In dil'Selll Bereich des Phasenraums \'t'rhah<'n 
~i<:h Tcilclwn 1 und 3 wit' ein T<>ikht•n. J-Ii('J'lwi sind 

y, 11 := Jhn- 2!J13 Y1 111 := !/13·1 !111 111 := Y2·1 + Y13 (3.7) 
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die <'n\.sprt>chrndcn 3--Jct.--Variablcn. Gleichung (3.7) ergibt in der Summe 

Y1 11 + Y1n r + Yfl "r = 1, (3.8} 

wit• rs sein muss. Fiir y13 f. 0 ist die Aufspalt.ung in (3.7) nat.i.irlicll nicht eindeutig . 
Erst. die Ausfiihrung des Limes y13 -+ 0 crzcugt. den Beitrag, der dem des 3-Teilchen
lv!at.rixdemt'n\.s entspricht. In Ref.[8] wird zum Beispiel die Aufspaltung 

Yr ff := Y12J- Y13 Y1 111 := Y134 Y11111 := Y24 (3.9} 

f',('wiihlt .. Eint' Integration iibcr die Variablen v, {) und y13 tiberftihrt den Term in Glei
chung (3.5) in den ent.sprcchcnden Beitrag, der aus den 3-Parton-Endzusti:inden re
sult.iert .. Einr Aufspalt.ung wi(' in (3.9) fiihrt jedoch dazu, dal3 der Term in (3.5) nicht 
direkt. berechnct wcrden kann, da durch die andere Wahl dcr Aufspaltung noch Zusatz
\.<'rmt' beriicksichtigl- werdcn llltissen, dif.." eben falls beitragen. Es ist daher gGnstiger, die 
Aufspalt.ung wic in Gleichung (3.7) vorzunehmen. 
Daher ist <IN T3cit.rag AJ3;3Jy 13 der "quasi-3-Jet. Beitrag" des 4-Teilchenmatrixelements. 
Siimt.lichr ancleren Bcit.digc (A.3)-(A.9) sind dann reine 4~Jet-Beitdige. Eine 
Ausfiihrung dcr Int.cgrationen gcmal3 (3.1) fUhrt. zu Polen in c, die sich gegen cnt
SJH<'thendt' Pole der 3-Teilchcnbcitrage wcgheben. Die explizite Abhangigkeit von 
T(!JIJ·1· !hA + Y13) von dcr Variablcn y13 erschwert. die Rechnung. Es liegt daher nahe 
t'i1lt'n Beitrag abzuspalt.en, in dcm dcr Limes y13 -+ 0 in der Funktion T ausgeftihrt ist 

AB~~ .2 1 ( 2yl2 ) -.- = 48 CF-T(JhH· 1 - Ym- Yt34) + (1 - v)(l -c) . 
!113 Y13 Yt3 + Y23 

(3.10} 

lvlan 1nufl allt'rdings beacht.cn, dal3 dcr gesamtc Beitrag ABf3 im Limes y13 --+ 0 relevant 
i~t.. Daher t.riig\. dcr abr;espalt.cne Beitrag in ftihrendcr Ordnung beL Aus rein rechen
\.t>chnlsch<'n Griindc11 war cine Ausfiihrung des Limes in dcr Integrationsvariablen y13 

nOtig. 
Es ist. zu bcacht.en. daB im folgcndcn irnmer w f; 0, oo angenommen wird, d.h. daB 
<lie Det.d:t.ionswinkcl x = 0, 1r ausgcschlossen werden. Somit brauchen Beitdige aus 2~ 
Tt•ilchcn--EndzusHi.ndcn nicht. berticksicht.igt. zu werden. Die Vorgehensweise kann man 
int.uit.iv an Gleichung (2.15) erkennen. Der 4-Teilchen~Phasenraum wird bier in ein 
Pro<luk1. aus eiut'm 3---Teilchen--Phasenraum und zusatzlichen Integrationen aufgespal-
1-en. Damit eine Cancp\iernng mit. den 3--Teilchen~Bcitragen mOglich ist, miissen diese 
zusiit.zlichen Int.t>grat.ioncn ausgefiihr\. werden: 

JdC An;, 
13 1+< -

Y13 

, f
2

( I - e} { I I ( ')} 
48C I-'T(Yl3·1. Y24 - YI3) r(l _ 2£) tz - E In Yr23 - 2 

+48C}T(YJ34,Y2·1- Y13)0 -1In(Y123YI34) -ln
2 

Yt34 
(3.11} 

+! ln 2 y123 - 2Li2(1.- YrJ~)} 
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wohei LH:r) dPr iiblich(' Dilogarit.lnnu.s ist: 

• {, 1 ln( I - :r;::) L,,(,l '~- dz---. 
.1) ;:: 

(:l. 121 

Dei dN nrrl'chnung \'OJ\ (3. J l) \\"Urdr V('J"W('lldet.. da/3 

r '-- r' --'"~=-
.lo s 1+' Ju {s + (y ··· s)r) /("·· Yl 

(:).1:1) 

- - --- - -ln - + -ln y- L1~ 1 - - + U(>) r'(1-sl1 [1 lay 1 ,, I , . ( ") l 
I'( 1 - 2c) y 2e 2-: 2 y 4 - y ~ 

gilL Di(' Pok inc in cler ers\.Pn Zeile von (3.11) hehen sich grgen entspr('chl'lldl' PolP 
an~ den 3· TC'ilchenlwitr~igen weg, !4]. Fiihr\. man eli(' Prrrnu\.a\.ionen der Indizl'.S a us, 
dann s\.immen die Pndlidwn nrit.rhgC' aus (3.11) mit dcn(•n aus RC'f.!4]. Gl('ichung (3.25) 
tiberein. 
In Glric:hung (2.20) aus R.ef.(4] t.rl't.cn aul5er den Polen in E: noch zwci anclt>n' Artcn 
von konvC'rgen\.en I3ci\.riigcn auf. Dies sind einmal Tc•rnw proportional zn c•incr Frmkt.ion 
F. Diesr brauchl'll hier nidrt. h('H'chne\. zu wrrclrn, da dies schon in Rd.[G] g('~clwhcn 
ist .. Zum anderen ~ind die~ encllichr TerrrH' proportional zu T. Diese I3eit.rii.ge werden 
jPweib deu singularrn 4-Tc,ilchenlwit.ritgen zuge~chlagcn. Somit.laut.et. drr wrblPilwncle 
konvergcnt.r Ant-l'iL der fiir die f3erPchnung clcr EEC bcnOt.igt. wird 

1\"(_.r- ::::::: 48Cj..T(Yr3-l·lJ:H- Yr:J){- }-- ~ ln(lJm!/J:q) -1n 2
(!Jnr) 

(3.141 

--2Li~(l -Vl3·d + 2(2 }, 

wobci wir Ubkh (:? = r." /6 gilt .. Fiihrt. 1nan allt· Permut.atiOll{'ll der Indizes <:urs. so finch'\ 
man Obercins\.immung llli\. Gleidnrng (~~.2G) aus Ref./4]. 7-tn I3t'rechnung d(~r EEC in cll'r 
3--.Jet-Nahenrng; win\ nun l\fr nlit d('r g<'niill('r\.Pn \'Vicht.l!ngsfunkt.ion mrs Gl('ichung 
(2.32) mult.iplizier\.. 
Da es immer vier GrupJwn von Trnnrn giht.. eli(' cltJrch Vert.auschung clrr lndizes ausein
nndn >m rrhal\.('1\ sind, is\. zu lwacht.en. daB di<'s zu einem Fakt.or 4 f\ihr\.. DC'r Vorf<~kt.or 
FcF ist so grwiihlt .. da/3 allc fiir die ('Xplizitc• T3crC'chnung nicht notw('nc\igrn Fakt.orPn 
darin ah~orbiert. ~incl. 
An eill('ITJ T3C'ispiPl.soll nun kurz vorgl'flihrt. Wl'rdt•n. W('khC'r Art. die ncrechnung<'ll hiiulig 
\\'an•n. Fiilll't. man diP {i- Punkt.ion in (3.3) aus und sd.zt. zur Vereinfachung der Schreih

wcisc' y13.1 = :r, dann gilt 

(3.151 
L(.F = J _,r'(1-3·1' (3'("'+wl "'(1-3') 2) 

FcF d.t 3 + I + --(.1' + u.-') w(l .1') :r(:r + ~, w 

{ (

2'
2
(1- 2'1) 2 . } _l ->In . -In "'- 2(L, 2 (1 -- 1)- (,1 . 

2 2 :r+~· 
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Dei c\pr writ.crcn Bercchnung ergcben sich schon in diesem einfachen Beispiel verschie
clPrH' Int.c>gralC' clcr Art 

/, ~ j<i.T-1
-

1 
L[x,a] 

(:r+w" 
M, ~ j dxx"L[x,a]. 

Hierlwi st.rht L[:r, a] fiir cine Funkt.ion der folgcnden Art 

J,[:r, n] f {1, In :r, \n(l- :r), ln(:r + a.),ln 2 x, ln 2 (1- x), 1n 2 (x +a.), 

In :r ln(l - .T), ln.T ln(:r + n), ln(l - .:r) ln(x +a), Li2(x)}. 

(3.16) 

(3.171 

Die Anzahl dcr zu bcrcchnenden lnt,egrale ist. sehr hoch, jedoch kOnnen Rekursionsfor
Ju(•ln zwischen den vcrschiedenen Intcgralen benutzt werden, urn die Berechnung mit. 
cincm REDUCE~Programm zu crm6glichcn. Hierzu beha.It man zuerst a#- w bei, und 
se\.z\. erst. am Ende der Berechnungcn a= w. Diese Vorgehensweise erlaubt partielle Ab
]('ii.ungcn, so dal3 nur cinige Basisin\.egrale berechnet werden mi.issen und die restlichen 
Int.cgrale daraus rckursiv gcwonncn werden kOnnen. Urn eine generelle Unterscheidung 
zu eincr spat.er noch auft.ret.cndcn andcren Klasse von Integralen zu erm6glicben, sollen 
ln\.(•gralt' drr Art. wiC' in (3.16) im wcitcrcn "lineare" Integralc genannt werden. (siebe 
An hang) 
Fiihr\. man :::;lilllt.liche Int.egrak aus, so folgt als Ergebnis: 

/,(,, ~ 8(1 + 4w)(1 + wl' [ __ ~Li,( -wl (ln(l + wl + lnw) + (2 ~ (ln(I+ wl -lnw) 
FcF w 

-5,( -wl + Li1 ( -wl + (3 

1 2 1 1 2 l - 41n wln(l+w·)+'3lnwln(l+w)+
12

ln w 

Li-, ( -w I + (,, [ 3 2 J 
+ - - 108w +267w +204w+44 

3:..-· 

ln(l w+ w') [2&} + (72 + Tz)w 2 +(GO -1)w + 15 + ~] 

ln
2 

w [ 3 2 J +--- 6~ +(17+~)w +16w+4+1 
w 

+~ ['>&.i +(GO+ ..Liw·2 + (39- llw- 14 + !J w - 12 6 4 

1 [ 2 1 1 l +:; -8w +(-14+ 12)w-5+ 12 . 

(3.18) 
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Schon in dil'."t'lll einfacht>n Beispiel crgl•ben sich abo cin grofk Anzahl \'On Tt•nnt·n. Jm 
folgt•nc\Pll winl daher clarauf ver%ichtPt.. dit•se im cinzt•lnen aufzusehreilH'IL 
Dit' meist.t•n diPsN Tt•nm· sind ('ndllch fiir u-' ~r 0. fkriid:Sichtigt rnan llllr Tl'nllt'. diP 
fiir v..: ......., 0 clivcrgit•n•IL dann gilt 

l-'(·1-

Fc/-" 

Ent.sprt>C"hl'lld folgt 

M( .. 

Fe~-" 

Nt·F 
FcF 

21!1\;..: + ~l!~~ ..... -t- III~· (t+ ~ +4(:!) 
3 tv' 3 (;..' (;.. 

I ( • • ) +- 8(;l+(l4+J)(~-G-fi w . 

+4ln3u.,· + 14\n~ ..... + l!Jv..' (24(! + 4G- i) + O(J). 

0 1 ., ., (. . 1) ---"-111-~.;..·-tln~..<.-· G("~:J--4 (;.," ·! • 2 

41 " · luv..-' I ( '( , I') ...::...::: -·+- ·--J :!TJ2 3 ..... ..,_· ;;..' 

1 3 -1' I("· 13 ') -· ]I :..<.." - I ll ..,..· -j- IIi.;.." -v(2 - - J2 · 

Sol11it. i~t schlieB!ich d<•r Ge.<;aJnt.lwit rag zur EEC von K(-.F 

1 d= I 
FcF rl co:-; \ 1,,.. = 

' 

'\ 'J 

2\n"u.· ltJ-u.." ( 1 )lnu.· + 3-- + G + - + 4(, -
3 U..' (;.." 4 - 1.;..' 

+ ( 8(\ + 12(" - 2 + ~) 2. 
w 

+:$In:\,;..'++ (24(" + '27 -· ~) \nu.,• + 0(1). 

(3.19) 

(:UO) 

(3.21) 

(3.22) 

Die ('JHllichen Tz·rme ki'lnlwn in Zll"t'i Grl!Jl]Wll llll\('rschicdt'll werdt•n. Die ('1":"\.e Gruppe 
bt'Skht alls den T3eit.r~igen. die aus der Tat.sm:hP result.ieH'll. daf3 man in dell1 ''quasi 3 
.Jet.'" "Terlll (3.5) in der Funkt.ion T dn Lilllcs y1 :~ ----> 0 ausgdiihrt hat., ll!ll diP Pole in 
c ben•chnPn zu k<innen. Die.<: result.ier\. in einer Anderung cler 3- .Jet. Variahlen in (3.1). 
Es mufi hier UJl\.t•r;-;t.ricll(>n wt>rdPll, dal3 die." nirht \"NnachHi.ssigbar ist .. 
\Ncit.erhin sind dies allt• I3(•it.r~ige, die von vorneherein nicht aus d('n Pol-T3vitrkippn in !/13 
folgen. 
Zuerst. soil nun auf die J3eit.rKgE' eingegangen wcrclcn, diC' ans dcr Differenz 

!'::.T := T(Yi3·1· l/2-1 + Y13)- T(Yt3·1· ih1- lh3) (3.23) 
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rcsultJpren. Hicr t.auchen Integrat.ioncn auf, die sich prinzipiell von denen unterscheiden, 
diP zm Berechnung des Bcitragcs von f{(:F notwendig waren und sollen daher bier kurz 
lwschriPben werdcn. l'vJit. ganz wcnigen Ausnahmen lassen sich in allen tibrigen Fallen 
die Tnt.t>grale, die r.u hcr('chncn sind, auf dicse heiden Klassen zurtickfiihren. Der Beitrag, 
der aus dcr Ausfiihrung des Limes y13 --) 0 folgt, lautct 

/\'[" =48C~-~(t- l+(l-YI34)2 )(-1-v+~). 
r Yl3·1 (Y21 + Y13)(y24 Yt3) Yl3 + Y23 

(3.24) 

Die Int.Pgrat.ioJJCll iiber {)', v und y13 k6nnen ausgefiihrt. werdcn, ohne dal3 eine Spezifi
%it•rung der cinzt>lnen I\orrclat.ionen notwcndig ist 

·]" 

J l\c1-· _ 
d(J348CJ,, -

3 ( 11 +(1-Yt34)
2

1 ( 1 2Yt23Yt34)) -- Yl23Yt34- n + 
Vl3·1 2 Y24 - Yl3 Y24 - Yl3 

--
4
- [Yl23Yl34(-1 + lny13-1) 

YI3·1 

1 1 + (J - Yl31)
2 

(Li
2 

( 

2 Y2-1 - Y13 
2Yt23Yl34) +In y134 ln ( 1 + 2Yt23Yt34)) l 
Y24 - Y13 Y21 - V13 

J .6.1\E .. 
+ d(J3 48 C:'J.. 

(3.25) 
mi1 

·T ,, 
2Yl3 ( ) T( )) .6.1\c. =48(F--- T(YI34,Y24+YI3- Yt34,Y24-Yl3 · 

1- Yl3 + Yn 
(3.26) 

Fiir allc drei J\orrelat.ioncn if:t der l3eit.rag .6.J([:F maximal von der Ordnung 1/w und 
\\"ircl dalwr nnmerisch bchandelt.. Fiir die L-Korrelation gilt 

L~: 

48Cj.. 
dx> ....,.~--,';-11 x 2 (1 - :r) 2 1 [:r2 (1 - x) 

o (v...·+.:r)3 :r :r+v.-· 

l
l :("3(1 - J")3 
d~r ·~ (-1-t-ln:r) 

. o (w + :r' 

11+(1-x)'(x+w)ln(1+~x')] 
- 2 w(1 x) 

1' .T(1 - 1)2 
+ d:r---)2 - (LiA _1.:r2

) + ln :r ln(l + 1.x2
)) • (1 + (1 - x)2) 

0 (v...·+.~· (;.) w w 

,3/.,bF 

+ 48 Cf.. 

(3.27) 
Ilit•r ergebm sich Tnt.cgralc, die ln(l + a·x2), ln :z: ln(l + a-x2 ) und Liz( -a·x2) enthal
t.en. Im folgcnclcn werden solche Int.egrale als "quadratische" Int.egrale bezeichnet. Zur 
ner('clmung solcher quadratischer Integrale ist eine v61lig andere Berechnungsmethode 
n(it.ig als im F'alle der "lincarcn" Integrale. Viele der nachfolgenden Rechnungen, auch 
fiir Term(' mit. Colorfakt.oren CFNc, ben6tigen diese "quadrat.ischen" Integrale. Diese 
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IntC'grak sind in den gii.ngigen Formclsammlungcn nicht zu fi.nden und muBll'll dah<'l 
durch neu C'lll \\'kkPlt.<• lv!C't.hodcn lwn•chn<'l wcrden. Eill(' voll~t.iindig anal.vt.i~che nncch
nuJJg war n~Pi~t nlcht. m(iglich. Jlier wiP i111 fo]g('!Hlcn sind jcdoch nur die aul-t.rd('ndcn 
Diwrgenzen in"'. n·levaJJ\.. DahPr \\'Urtll'n Niilwrung~formcln fiir diC' auftret.endl'll ··qua
clratischl'n" ln!Pgrak lw."t.illlllll. deren F('h]N fiir v_," ·------> 0 gcgen Null gp]J('ll. rill l'ine 

nerechnung di(•:-;er lnt.egnk lllit. HEDUCE Prognunmcn Zll cnntiglichcn. nnrl)ten Wl'i

t.crhin Rckur~ioH."fonneln l'nl wkkelt. wnden, die die einzehwn Tnt.cgrale Jnit.PirHJ.nch'r wr
binden.(Fiir Einzelllt'il.l'll ~iehe An hang) Die nercchnuHgC'n, eli(' llOI.\\'C'Jldig ~incl. lllll die 

M- nnd ,iV--1\orrelationen fiir !\"/.~- zu crhalt.pn, sind c•hcnfalls rccht. umfangwich, kiilllH'll 

a her im W('St'nt.lichen auf dk• A usfiihrung dcr erwiihnt.c•n "linearC'n" und ,. quadrat.i~chen'' 
Int.C'gralc zHrikkgdiihrt wt'rden. Ohne die I3erechnung dicser "qHaclrat.ischen" Intl'gmll' 
wiir(' ('inc gmaue nestim1nung der 1\odfizient.en dl'r Diwrgem;cn in u.: gar nicht. 111liglich 

gc•wescn. 
ivlit. Ililfc• die~l'r lnt.cgrale kann ma11 die IJOI\\'l'ildig\'11 B(·redmungen fiir K{f. ausfiihr('n 

und es folgt ~chlil'Blicl1 

1 d'::. 
FcF dcos\ l1,}.f = 

1 lnJ u.. 

' - + ~ vJ ( 
3 0)1"''" ( 3 ' 9 ])]"'" --ln2+- ~-+ --In 2--ln2-8-- --
2 4 w' 2 4 4 W 

+I_, 113182819 ± 4. 111-')..1 

'" 
+(-31.101121 43. ill-')],~+ (:1141 ± 9. 10-3 ) ;, 

yt<.' yt<.' 

+(2.43 ±: 0.02) ln:J"". + ( -11.1 ± O.G) ln~ w· + (3G ±G) 1!1 ~· 

(3.28) 

IliN t.rrt.en Zlllll ers\.cn lvfal Diw,rgrnzrn der Art lnu."/V::: nnd 1/V::::: auf. Die- UrsachC' 
ftir dil:'se Art. \"Oil Divcrgenze11 ,,~ v.: sdwint. ein Art.efakt. zu scin, dc1 dl'r VNwl'nclung 
clcr 3 .Jet.-Niihenmg hn 4-Teilrlren Phasenraurn ClJt.spriHgt.. In dcr L-1-\orrclat.ion trit.1 

im hehandrlt.eJr T('nn ]\·:~. nach lnt.cp,rnt.iou Ulwr y13 einr Ahh&ngigh'it. von d(·r Grtil3r 

.1/13 Y]:\-! Vn1 ., ( ) 2 

!h·l -- YJ;JI!Il:<=!ll1.l!/1.1-l "'"' -:;--- = yW 
(3.29) 

auf. Fiir da~ Auft.rC't.('ll d(•r TNlll(' proportional zu 1/ .j0 i:--1 al~o di(• oVen' Cn'IIZ(' d('l' In

tegration \ilwr y13 VC'rantwort.lich. Dicse i."t. j<•doch durch die 3-.Jet-Niihenmg llach Gki

chung (2.33) veriindert wordC'n. Es ist. (](>shalh nicht au~zuschlicfien, daB ~oklH• n('i\.riigc 

in einer ungl'lliihcrl.<'ll Den~dJnUJJg vcrschwinden. 

3.1.2 nicht--singularc Bcit.rhgc 

Die Tcrme l\" 11 . l\"21 . l\'27 • 1\' 3~. J\"'11 und 1\·(jj re~ult.iercn aus neit.ri:i.gen zu1n \-ht.rix-
cf" rr- c,.- cF r·F cF 

clement., die voH vornherein endlich im Lilli('S y1:1 -· 0 waren. Von diesen 1ic+rl. nur K).: .. 
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Bcitriige, die wic lnwjw divergiercn. Siimt.liche anderen Beit.rage sind in allen drei Kor
relat.ionen hOchstcns wic 1/v.) divergent und werden daher cnt.weder numerisch behandelt. 
oder mit. analyt.ischcn ivict.hoden, die bcreit.s bei der Berechnung der Terme K(;F und 
l\"[r bC'schrielwn wurden und auf die daher nicht. mehr niiher eingegangen werden muB. 
Vom T3cit.rag L11 lassen sich drei Tcrmc abspalt.en, die die auftretenden Divergenzen 

in lnw'/w ent.halt.en, so daB cler Rest. nur noch von Ordnung 1/w ist. Die Abspaltung 
erfolgt. nicht- willkiirlich. Die St.rukt.ur des Beitrags ist. derart, daB eine Abhiingigkeit 
von den Variablcn <' unci {)' in den fiihrenden Divergenzen auft.ritt. Die Berechnung in 
der 3-.Jct.-Nhhcrung ]('g\. abcr nahe, daB dicse Abhiingigkeit nicht. besonders st.ark ist, 
cla die C>n\·ahnt.en Variablen aus clcm abgespaltencn 2-Teilchcn-Phasenraum in (2.14) 

kOllllllCil. 

Hin li<•gcn nun Fakt.oreu dcr Art 

D(v,~') 
v 

(3,30) 
n(v) + b(v) cos~' 

in H):~. vor. Die Abspaltung erfolgt. nun derart., dal3 ftir die verschiedenen Faktoren 

D('::. {)') cler lviaximalwcrt. angeset.z\. wircl. Dies erfordert nur simple Extremalwertbe

rechnung. Weit.Nhin licfcrn nicht. alle Terme, die proportional zu Faktoren wie D(v, 11') 
~incl. Beit.r~ig(' proportional zu lnw/w. Es is\. gi.inst.ig die Terme 

K.f] :::::: 2Yl23 I v 
(3.31) 

Yr3-1 Y21 - Yt3 + 2Yl31 Y13 + (YI34 Y13)v 

F.f{ :::::: 2yl23 Y123- Y13 1 
(3.32) 

Y134 Y13 + Y23 Y123Y13·1 - Y13(l - Y123) 
·!ll 4 Y123-V13 1 1 1 (3.33) ]\ 11 :::::: ? 

Vl23 YI3 + Y23 Y13 + Yz4 Yl34 1 - Yt23 

ahzuspa\t.en. Die JlO\.wcnclige Art. der Bchandlung dieser Terme ist unterschiedlich. Fi.ihrt. 

man die erst.cn Int.cgrationcn aus, so ergibt sich 

, 1,' I Yb 2yfn [, =- (7])3·1 
·
11 o · w' + Yn1 1 - Y1n + Yl3~ [ 

In Ym _ ~-1-(Li2 (1 - Ym)- (,)] 
Vl3~(1- Yl23) Y123Y134 (3.34) 

mil 

w + Yl34 
Y123 

Y131(1- Yl31) (3.35) 

Der Term proport.ional zu Li2 (1 - y123 ) is\. von Ordnung 1/w und wird daher nume
risrh behandelt .. Schwierigkcit.cn ergcbcn sich jcdoch mit den anderen beiden Faktoren 

aufgrund dcr Tatsachc , da/3 
w + YI34 ------ = -----,-

1 - Y123 w + Y134 
(3.36) 

und 
w + Yl34 (3.37) 

1 - Y123 + Yl34 w(1 + Yi34) + 2yf34 
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gilt.. Es t.nurhl'n hiPr also \'CrschiPclenc Quadrate in den Int.C'grat.ionsnniah\(•n y13.1 i111 
Ne!J!I('l" <tuf. EirH' fkrechnung ist clennoch rni'>glich. Allerdings nnd3 eine eigt'll\\·illigP 
Abspaltung 

., ('' 1 I I ) [,~in:=- [ dyl3·1:_, :i~;IJ·I !JJJ-1{ 1 -- !JJ:~o~f' -~-(!jl:l-1 + j:J)·I + 3 (YJ:J~ + ~)-1 1,3 38) 

vorgrnommen w('n\('n. Der TPrtn proportional i'.\1 (~ kanB ('])('nfalls lwst.iJJJll\1 \\'t'rdPn. 

Dalwi spalt.et. JJI<lll 
1 ufn 1 - YJJ·I 

f.~t = --· (! fu d!Jn-l '-'-'' + 1!13-1 Yf3·1 + ~ (33~) 

ab. Di(' Differenz F-.i 1 ·- l,_;·t ~ f-~iv ist. dann nHilll'lisch lwhancldlmr. 
Auf dPll Tenn [,~J braucht nicht. niilwr cinp;egangen zu w<>rdcn, da sich bci dPr Ee
rechnung nach Ausfiihn111g dcr Integrat.iom'n f d(13 ngibt, daB sich c]pr Inll'graucl iu 
('illC'll EC'itrag aufspalt.cu HiGt, dcr nur wiC' 1/v..• diwrgiert und cinrn B(>i\.mg. der nur nus 

''linearcn'' lnt.cgraleiJ lwst.cht. 
Fiir d<'ll l'l'l'lll r.~f 1 l'rgiht sich nach d<·n ('J"Sl.PJI 111\.('grn\.ioncn 

)/) i' 1 1 [1 ' . 1)13·1 . ., l T •. n =~ ---- -;lny::J-l(ln(1+~)+ln(1+-'--))+LI~{-~yu.!) 
o t,: + !!J:1.1 Yl3·1 2 v..· + !11~-1 

( 3.40) 

Der erst.P Terlll liilll sich 111i1 Hill'(' (•]ernentan'l Partialhruchzcrlegnngl'll und partiell<•r 
Int.C'grat.ion Wst'lL D(•r /.\\Til.<· und der drilt.r· T(•nn wpnle!J nach Subst.itutioJJl'II wil' 

.r + ""--'' 

ltisbar. 

.:: + u.: 

!I=;:;-""--'' 
(:HI) 

Es •'(•rbleihcll noch die Di\'('rgePZ<'n i11 N.11 . T<'I'!IJ(' proportional zulnu..:/u.: in N.11 k{innerr 
durch den TNrn r\·.:; (3.32) ahgcspalten wen]('l]. Aufgrund der St.rukt.ur (](';-; TenJJS uncl 
dcr Ta!sachc. daB hiN einc anclt'rt' 1\orrc\ation lwlrachkt. wircl. ergcbcn sich jl'doch hei 
der TINeclmung keine ll('Jlll('llS\\'{'l"t.cn Sdnvir>rigkl·iteu. Im Enddfckt k()Jll\('11 allP nerc('h-
11111\gen dun:h ''linear('" Int.('gra\c ausgcfiihrt w<•nh'IL 
Summil'rt. !I Jan alk neit.Jiigl' dl'r l'ndlidl<'ll TnrJJ(' auf. so t>rgibt sich srhlicf.lliclJ 

1 d'S 
Fcv d co:-:\ IL ,,.(!t.- - ( 

7 ) ),, "' - I 1- -(~ - + (:Ul10G.'J93 ± 1 · 10-')-
4 w' w' 

(11.518±:3-111 .,)
1
";'+(1G.81±7·111-'J ~ 
vu.· vu...' 

(0.9 ± 0.1) ln:l ""--'. + ( -l.'J ±G) ln 2w + (~JGO ±-SO) lncv' 

(342) 

J-Ticrhci slamlllrll die Felill'r cll'r 1\ol'f!izi(•IJl.<·n prakt.isch ausschli<'f3lich a us dem El•it.rag 

I ··11 ' . CF 
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3.2 Colorfaktor Cr-N, 

Die Bcrechnung c\(•r Tcrmc proportional zu CFNc bestcht aus zwci Antcilen. Zurn einen 
sind dies die Tcrrnc, di(' Pole in y13 cnthalt.cn, zum anderen Terme, die Pole in Y34 
Pnt.halt.cn. Eine Auft.cilung auf dicsc bcidcn Gruppen is\. fUr dicjcnigen Terme, die kcine 
Polr• mchr ent.halt.en, wic in (8] bcschricben, meist. willkGrlich. Urn eine Vergleichbarkcit 
zu g0wfihren. wird dcr Aufspalt.ung aus (8] gefolgt.. Zucrst. werden dieTerme proportional 
zu l/y13 . ln.\v. die dicscr Gruppe zugcordnctcn konvcrgcntcn Beitrage (A.l4)-(A.19) 
lwhmJclelt.. 

3.2.1 SingnHirc !In- I3citdigc 

Zurr.c;t winl wi('der der "quasi- 3--Jct."-Tcrm betrachtct. Diescr lautet 

BCfJ - 48CFNcT(y,34, YJ3 + Y:N) Yl3 + Y34 fu- YI3 ( 
Yl34 Yl23 ) 

Yr3 + Y23 
(3.43) 

Erllspr('chend cler Vorgchcnswcise im Fallc des Colorfaktors C~ wird die folgende Auf
spalt.uug clurchgefiihrt. 

nc~~ 
Yr3 

1' 
]\'fl'c 

48C FNc ( Yl34 
---T(Yl3-h Y24- YIJ) --

Yn Y13 + Y34 

48CFNc t::..T ( Yl34 Y12J ) 
YI3 Y13 + Y3·1 YI3 + Y23 

Y12J ) 
YI3 + Y23 

(3.44) 

(3.45) 

Jllit. .:.':-:..T wie in Gleichung (3.23) dcfinicrt. In bciden Bcitdi.gen wird der Term proportio
ual zu !JJ-:>.3/(YJ 3 +y23 ) im nonnalen "1-3"-Systcm berechnet. Beim Term YI34/(Y1J+YJ4) 
\\'ircl hci dcr Paramct.risicrung des Phascnraums von der Freiheit gebrauch gemacht, 
den lrllpub j7.1 !If~ zu walden und somit. die Berechnungen im "1- 3"-System durch
zufiihrt'n. Dies hat. zur Folgc. clal3 dcr Term nicht von dcr Variablen {)' abhangt. Dies 
Vt'l'('infacht. eli<' Rechnung und die ·wahl der Parametrisicrung darf keinen Einflul3 auf 
dw,; Ergehnis halwn. Allcrdings mull man beacht.en, dal3 man es nun mit verschiedc-
1\l'll Winkclvariablrn t' und {)' in den beiden Summanden zu tun hat. Erst nacbdem 
dies(' Int.egrat.ioncn a.m-:gcfiihrt. sind, darf man fiir nachfolgcnde Integrationen die bciden 
Jnt.rgrandrn wiedcr adclicrrn. 
Fiihrt. man nun clir Tnt.rgrat.ion Ohcr f cl(13 aus. so folgt. 

J nc· 
d(n --'' = 

Y13 
r2(1- c) 1 ln (Yl23) 

48G\-NcT(Yl34• Y24 ~ Y13)f{l ~ 2e) 2c Yl34 

+ 48CFNcT(Y134, Yz4 - YIJ)u ln2 
Yl34- ~ ln2 

Yt23 

-Li,(l- y123) + Li(l- y,,)} 
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Dcr Polt.erm inc hebt sich gegen ent.:::prer:hendc PcM clcr 3--.kt-J3cit.riigc weg. Es ic;t zu 
bt•acht.t'!L daB hiNfiir auch dit• Tenn(', dil' <Ill." der Vert.auschung ckr Indizl's {1 ~· 2). 
(3 <--> 4) und (l ......, 2, 3 H 4) result.ieren, l)('u0tigt wenll'n. \:Vie iib!ich kan11 dit•st• 
Vcr\.ausdlllng in den endlidlt'n Tt•rmt•n durdt ei11t'll Faktor 4 bcrilcksichtigt wPrclen. 
El)('llSO wie lwi den Tl'l"l!l('Jl proportional Z\1 c~ mtisst•n endliche Ant.eilc· aus dl'lll 3 
Jet· neitrag, die nicht. i11 der F'unktion F lwriicl;slcht.igt wurden, in clt•Jn C'ncllichen nc•st 
\'Oil nc,3 absorhicr\. werden. DahPr is\ 

],·,~.< 48CrN,.T(!Jl3-1· 'IJ2-1 - Yn) { ~ ln 2 
!/l:l·l - ~ ln 2 

Y12:l- ~ ln 2
(.rf2.1 - YJ.,) 

(3.47) 

-Li1(1- y11;J) + LiAI- .lhH) + (2} 
Iliermit. .sind samt.lichc cllC!lichcn Tcrme proportional zu T(ynh y24 - y13 ) a us dcm 3-
T<.'ikhen-l'vfat.rixelenlent. ])('riicksicllt.igt.. In den noch zu behaudclnden Tcrmen propor
tional Z\1 c3·1 brauchcn daher k~·ine drrmt.igen Termt' beriicksicht.igt. werden. Bei dcr 
Int.cgrat.ion diesN Term(' ergcben sich kein(' \\"C.<>cnt.lichen Problemc. !vlan muf3 lwi drr 
13rrcchnung der !...-- horn•la\.ion von dt'r Niiherung 

1 - 1Ji23 
Li2( I -· !Jm) ::;;;: ~--~Liz(t!J3.1) 

Yl3·1 
(3.48) 

Gcbrauch macht'll. Die result.ierende Diffvwnz zum Orginalt.cnn in (3.41) bum 11\llllt'
risch behandelt. werden. Dit·s~· Art. J\'iih('rtlng t.rit.t in vielen J3t•n•clnnnlgen drr Tt•nn(' 
proportional Z\1 CJ.·Nc auf. nei cler M 1\oiTl'lat.ion \.rit.t. ahnlic.:he~ auf. wkihrPnd di<' /V 
J\orrclat.ion v{illig problemlo~ zu lwrechn('ll ist.. Es nliisscn nur die ''linearen" Int.c>grak 
vcrwenckt. were\ en. Die not.wendigt'll J3nC'clmungen sind umfangrcich, hiunen jc,doch mit. 
Hilfe von REDl.lCE-·Programmt•n durchgdiihrt werdcn. Das Ergcbnis filr den Tl'l"lll !\'~., 

laut.t't ~chlieBlil"h 

1 d': I 

FN< d cos\ !\,:,_., 

lln3
(1...· 3ln~(l..., lnw ( 3 _ ) 

--~-- -~-+- --- ~(2 
G u-· 8 "". u-· 4 

1 +:; (-21.105G84G4 ± 1. 10~9 ) 
(3.49) 

+ ln 3 w( -1) +In" u:( -2- V + ln u-•(-49.564 ± .3 · 10 .. ;1) 

Als nach~t.cs wird dcr Term !(~." mrs (3.45) bchandrl\.. Dcr Tc>rm proportional :.:u 

!h23/(YJ3 +yn) wurdc so .schon im CA bschnit.t. iiber c~.-Tcnnc bchandclt. und J.::ann daher 
dort. abgclcst•n werdcn. Fiir die Berechnung dl'-" Terms proportional zu Ynd(!/13 + !J:;.i) 
winl die Paranwt.risicrn11g i1n ,. 1 - 3" .. Sysklll clurchgcfilhrt.. 
Fiir die nerechlHlllg dPr L-·I\orn·lnt.ion ist. ('S llO\.W('ll(\ig, den Term 

AJ'T ·- sr .i'f _l-'+---'-'(1:._----'Y"'""'"''-)2 2 J/J3.J w \ N .~ 4 1.. 1- ."\c-

< Y1a + y~,, Yl3 + !/3·1 (1 - Y123)(l- Ynd + !/123Yn-1 
(3.50) 
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abzuspalt.cn, dcr numcrisch bchandelt. wird, da dies die analytische Berechnung des 
nps\.t.('rllls NmOglicht.. Hicrbci trct.cn nur die gcnannten "linearen" und "quadratischen" 
Int.tgrale auf, bzw. Ant.eilc die numcrisch behanclclt werden. Eine Ausnahme bildet ein 
Tcnn, dcr proportional zu 1/(2y?3.1 +w·) wird und daher cine umfangreiche Partialbruch
zerlC'gung (•rforclert.. Fiir dieM-- l<orrelat.ion braucht nur auf schon behandelte Method en 
zuriickgegrificn '''erden, wah rend die JV-Korrclation sogar nur cinen konstanten Beitrag 
lid('r\.. lnc;gesam\. gilt. also 

1 d': I _ 
FN d CO." .\ /\I: -

c '" 

Jn
3

w ( 1) ln
2

w (ln2) lnw ( 1 1 2 5 I) ~- -- +~- -- +- -- n 2+-(2 +-
w 12 w 4 w 4 2 2 

+2. (22.516384 ± l '10-7
) 

w ' 

+lfo (16.661 ± 1 · 10-3
) + Jw (28263± I· 10-3

) 

+ ln3 w ( -0.16 ± 0.03) + ln 2 w(l!.O ± 1.2) +In w(48.4 ± 33.2) 

(3.51) 

3.2.2 Nicht-singulare y13-Bcltrti.ge 

Als ni.ichst.cs wcrdcn nun die rcincn "4-Jet."-Beit.ri.ige aus (A.14)-(A.l9) behandelt. In 
jedem Fall wird bci dicsen Termen das "1- 3"-System zur Parametrisierung des Pha
~<·nnwms vcrwandt., wic cs die St.rukt.ur der Tcrme nahelegt. Bei all diesen Terrflen sind 
die M·- nnd die N~h.onelat.ion maximal von Ordnung 1/w und werden daher nume
risch bchandclt.. Auf die~e Terme wird daher nicht naher eingegangen. Der Term K~.~~ 
ist. in allen drci 1\orrclat.ioncn maximal proportional 1/w und kOnnte daher numcrisch 
bearbeit.et. wcrdcn. jccloch crgcbcn sich aus der Struktur der Terme Probleme mit. dcr 
Nnmcrik. Alkrdings ist cine analyt.ischc Bchandlung ohne weiteres mOglich. 

Die Tcnnc• K.(~', [{~, unci [(~~~ licfcrn in der L-Korrelation Beitrage proportional zu 

ln u.:jw. Dcr Term /\':.~· wird hercchcnbar, wcnn man 

L3 N, I a 
IV:= 2-L~i 

CF 
(3.52) 

abspalt.C't .. \i\'it' man ~ieht. i.st. dieser Term schon bci den C}-Term en behandelt worden. 
Dl•r Ecit.rag I<:" wircl bcrechenbar, wcnn man 

f -~ ._ 48 C 1\r Y123 1 1 Yl34- Yta 
\v .- F c 

Yta + Ya~ Y1a + Y24 Y24 + Y34 Yt34 
(3.53) 

abspalt.et., cla dit' Differcnz mit [{~c numerisch behandelbar ist. 
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Fiihrl- llll.lll die Nsten lll\.('grat.ionen a us, so rolgl 

U,-- ' ,., ( 1 - "-)' 1 [' ., ( w ) . ( w ) F., ... rrl:r ., :,ln·J+~+LJ,--~+(:_, 
fo (.r + u.:)" 2t.<.-' • 2:r· 2:r· 

(3.04) 

~· ) ("'' + '"w) ( 2•r') l -t-Li~(---,-., ~Li~(~1)-t-lll -.,--In 1-t--. 
"'-' + 2:r- :r- + ""'' ""'' 

wcnn man wi(•clPr y 13.1 = :r set.zt. Di('Sl'r TPrlll is\ nicht. vollsUindig bPn'<"liPnhaL jPdoch 
sind die• hauptsii\"hliche11 Divergm;r,('Jl in 

[,~:"" - F .. vc d.T "l -In :r ln 1 + "-7 - Li2 -~ + * ln ~ ln 1 + !.r.) 1' 3'
2
(1-cr)' I [ ( ''') ( ''') () ( . , l 

o (:r + t.<.-} 2w· "- "- - - "' 

I 11 2.T
2 

+FN,- ih---2 (Li, (- ·+'' ,) - Li 2 (-1J) 
w· 0 w' + 2.T "' .:r 

(3.GG) 
ent.halt.cn. Dc-r nest wire] wiPder llllllll'risch lwhancklt .. Fi\r den Dcit.rag der ('l"S\<'11 Tn-
1-t>gra]c> wcrden die '"quaclrat.isclwn'" lnt.c•grah• lwni'>tigL wiilll"('Jld rlir dPn lnkgrand dPs 
'ZWCit.en Inl.('grals einc St.ammru11kt.ion angege]l('n w<•rden kann. 
Di(' ko1nplizi('rt.es\.('1l nerechnungPII wart'll riir ,\·.~:: 1 n(itig. lVJan bwn die fiihr('ndc•Jj Di
vcrg('lli'.('Jl in die Terr11e 

11·1 "1.1 
Nc 

. , !JJ~3 1 + Yl3·1 l 1 
48Cr·:\·,-.-----------

Yn.l /}l:H .1/13 + Y:H Y13 + 1/2·1 
(3.•GG) 

11"\ "1.2 
.v, 

'S (' ~r 2.1)12:1 
.- -'f F,,,----------

.1/13·1 1J13 + YJ·I !J13 + Y21 
(3.S7) 

/\'1.1.3 ,., 48 c ·
1
.-.\',- Ym J !Jm( 1 - v) 

!)J:.H .l/13-+ Y:H Yl3 + Jf2.; 
(3.G8) 

ahspalt.E'JL Jlierhei ist in (3 . .56) 

iln-1 :;o;: Y:>.·l -+ !f3.1 + Ym( 1 - 1'). (3.G9) 

Die Paramet.risierung ist. in (3.56) und (3.58) sclwn auf das ''1- 3''. Sys\.('!Il fest.gdegt .. 

Die Differeuz 11·.~,1 - (f\·~:/· 1 + /1·.~:~1 · 2 + 11·~:~1 · 3 ) ist numcrisch behandclbar. Die bei w('i\.ern 

gr(il3t.('ll SchwiPrigk('it.C'n b('reit.et.P (kr Term 11'2· 1• Daher :o:oll dieser TPrm nun e\.was 
g0nauer lwhand0lt werdc>n. Fiihr' 111a11 di(' \Vinkelint.t•grat.ionPn Ober 1' und ()' aus. so 
rolg\. 

f V!,l 
..:..!:!__,;___ 

Frv, 11 y{,3 1!/Ln!/13< , Yl23 ( Yl3 ) rl!JIJ·I __ .. _ dy 13 -1n ---
o w· + !Jl:l·l o V13·1 Y2·1YI3·1 (3.60) 

(- 1 ) { 2 _...:1_-~Y'-'''e:-.·•-} x--- ---+ 
Y2-1 - Y13 Y2-1 + Y13 JJ2.1Y134 - Y13 
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Der c>rst.c> Term in clcr gcschwcihcn Klammer ist. iiber y13 int.egrierbar. Schwierigkei
t.en ergeben sich nur insowcit., als daB das Argument des Logarit.hmus verschieden vom 
Nenner (.y 13 + !Jz.d ist.. Es gilt 

dy1 3 ---1n -- = 1"'""" 2 ( y,, ) 
o Y13 + Y21 Yz-IY134 

1 , ( '!h-1- Y13) l 2 (Y24- Y13) I ( 2Yt23Y134) --Jn· Yl23!/134+ +-In 
2 

+-
2

Iny123ln 1+ 
4 2 4 Yz4-Yl3 

1 J . ( Y2-1 - Yl3 ) J . ( I) + I L. ( 2yl23Yt34) -- Az - ~12 - - lz 
2 Y:M - Y13 + 2yl23Ynl 2 Y24 Yl3 

(3.61) 
Di(' DerC'chnnng de's 'Zwcit.en Terms in (3.60) war nur mit. Miihe m6glich. Bei 

0 Yt34(1 - Yt23- YI34) 
yl3:= 

1 - Yl34 
(3.62) 

]i('gt cin Pol in y13 vor, da dcr Ncnner des bet.rachtcten Terms hier Null wird. Am Punkt 
!11:1 = y?3 winl jcdoch auch das Argument des logarithmischen Vorfaktors gleich eins. 
7-ur Derechnung spa\ tel. man d('n Intcgrat.ionsbereich daher auf in 

r=·· 1~ 1,.,. h ~.= ~,+ ~ 
0 0 ~ 

(3.63) 

Fiihrt man nun di(' Integration tiber dy13 aus, so folgt. 

l" L2:l!/13< 1 - Y134 ( Yll ) d1]13 In --- = 
. o . Y2-1Y134 - !113 Y2·1Yl34 (3.64) 

Li,(yn.,J- Li,(l)- Li, (Yll·l(l- Yl23(1-y,.,)l) +Li, (J- y,,(1-y,.,)) 
Y21 - Y1a Y24 - Yl3 

ililit. clie~en I3crcchnungcn ist- jcdoch nur der erst.e Schritt getan. Es miissen noch einige 
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Ahspalt.ungen ('n\.sprecht>!Hl wie in Gleichung (3.48) durehgC'fiihrt. w(•rden. 

\"/.1 
[,A,. 

F_,,, [,

1 YTn 1 .i/:1.3 (··) d!J13·1 ------·--- ·-··-~-
. n ..,.. + ?/13·1 .i/~-1- Yn .lf;:J-1 

· _ ,h ---- + ,I-! - - n --- n + [-,r· ( 2!1'"'!1"·') r· 1 I) 1 ('"''-y")l (1 
2y,,y,,) 

- V2-1 -· !/J:J - 2!JJ23 U2-1- .lh:1 

_ Li..( _ 1 1 .lh-1 -· Y1.1 + J.,i.,( 1) 2YmY1:J·I 
- 'Y~-1 - Yu + '2.1Jm.I/1:H - Yt.·l - V13 + 2]/Jt.JYnl 

I ( !J1"3V13·1 ) YJJ·l -1 Li1 (y 13.1)- Li,(l)- ---Li, ----- - (1---
1 - Vn1 Yt.·! - V13 1 - Yl3·1 

(3.65) 

1 !/13·1 I , ( l/Jt.3?/l:l~ ) I (I ) I , ( Vlt.3Vn1 ) ----- ll + n - Vl3·1 n ---
'2 1 - J/n1 Jh1 - !/1 :1 Yt.·l - Yl3 

11 '(I ) 1 I '(!Jm(l -· Und) +- n - V13·1 -- n . 
2 2 %1 - V13 

- (1- Y"L·I- 'UJJ ) Li'l(l)l +ilL~·,;-) 
V123(1 - Vl:J.J) 

Da die Abspalt.ungcn hicr zil'mlich kompliziert waren. ;.;ollcn auch die lllll!Wl"isch b(·han
delt.('l\ Trrnw !',('ll<ll111t. wcrd('n. 

1"/,1 
.6.!.,\", 

Fs, 
(-) (

1 
d.IJI:H Yi2,l __ 1 __ .1/1".!:1 

.fo ;.c_· + Yn1 .lh-1 - .'}1;; .1/13·1 

· - L12 ?Jn-1{1- ) - Lt~ ----(1 -- Vu-d [ ( 
. ( y,dl- y,;~.,) ) . ( y,y,, )) 

Y~·l - !/13 Y2·1 - YIJ 

t (] . ( y,, -•h, ) 1 1 . ( y,.,. v")) . ,h ---- ,1-J 
• Ym?/!3·1( l - .1/JJ.J) 1- 7/13·1 - Y123V131 

, ((l _ !J2.1- !/13 )Lj.,(J) _ Li-,(1- V2-t- V13 )) 
Ym(l ·-· !JJJ.J) - - Y123(J- YJ:J.J) 

- (u., ( -'"'' · y, ) -- Li--1 -1) y,, - y, ) 
- Y~·l- !/J3 + 2yJ~:I1/LJ1 - Y2·1- 7/13 + 2yl2.l.1/J:H 

+ (I . ( 2J/J23Vi3·1 ) J. I 1) 2y123Ii13·1 ) l 
~~~ - .Jh 

- :'/2-1 - !/13 + 2YmYU·! - !hi- !/JJ + 2yl23!/1J.I 
(3.66) 

Bei der 1Hllllt'J"isch('ll Dehancllung diC'ser Tenne hat C'~ sidl als giinst.ig er\\"iPS('l1 die Dilo
garit.hnlen in folg<'!HIN Form darzust.dlen 

Li
2
(-u) = (M"!.IIJ·• ln (~) ./

0 

dy
13 

!/1231}13·! 

.1/13 + l./J.l,l}L'" 

" 
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(3.G7) 

Verwendct man (3.67) unci behandelt die Dilogarit.hmen, die jeweils zusammen in einer 
runden J..:lammer st.ehen. auch numerisch gcmcinsam, so lassen sich zufriedenstellende 
Result.at.C' erzielen. Es sind in (3.65) noch umfangreiche Berechnungen dnrchzufiihrcn bis 
die Divcrgenzen in ~.v' bekannt. sind, jedoch bcruhcn diese aile auf bcreits behandelten 
!vlet.hoclen. 

D('r Terlll L~:·2 
ist. ohnc grOficre Schwicrigkeiten bcrechcnbar. Nach Ausftibrung dcr 

erst.en Int.egrat.ionen ist. 

V/.'1 . d1 -----11 Y123 Y123 

£N~ := -
2

FN< 0 y13~ 0) + Y134 Y134 1 
(, 

Yl23 + Yt34 + .6.!...~:·
2 (3.68) 

Nur ckr ausgl:'.c.;chriebene Term enthiilt Divergenzen proportional zu In wfw und kann 
nlit Hilfl:' \'Oil Part.ialbrnch'i\('rlegungen gciOst. wcrden. Etwas kompliziertcr ist der Term 
[,~.:·3 . Nach den crst.cn Integrationen tiber d(13 ist 

r i'I.J_F d Y1n Y123 lny ~+( +'LV/,3 1' ' 1 { } 'Nc - Nc ·!/13~ 123 2 w. Nc 
0 w + !/13~ !)13~ 1 - !/123 + YI34 1 - !/123 

(3.69) 
Dn Tl:'nn proportional 'i\U ( 2 kann auf iihnliche Weise wie L~:·2 berechnet werden. Ftir 
den Tem1 proportional zu In y123 liel3 sich keine andere MOglichkcit finden, als die Niihe-
nmg 

( 
w ) -w In 1 - --- "'---

w + !/13·1 w + Yl34 
(3.70) 

zu vNwend(•n. Die DifTercnz zum Orginalterm ist. dann numerisch behandelbar . 
Acldiert. man si"imt.liclw Bcitrfige proportional zu CFNc) die aus den endlichen Anteilcn 
rPsult.i<>ren, so C'rgibt. sich 

I d~ I -
F N .. d co~,\ r,,.N< -

Jn
3 

w ( 1 ) ln
2 

w ( I ) In w ( 3 15 1 2 ) -- -- +-- --ln2 +- ----(2 +-ln 2 
w24 w8 w288 

+_J_( -22.9727730 ± 5- J0- 7) +In;' ( -7.750 ± 3- J0- 3) 
W yW 

I 
+ Vw( -9.67 ± 0.06) 

+ ln 3 w( -0.1 ± .6) + ln 2 w( -7 ± 2) + lnw( -205 ± 31) 

(3.71) 

3.2.3 y3r Bcit.ragc 

Schlicl3lich miissen noch clic Terme proportional zu 1jy3~ berechnet werden. Man mul3 
lwachkn. da!3 C34 ausnahmsweise mit. allen Vertauschungen der Indizes ausgescbriebcn 
wunlc. Dieser Term wird nat.iirlich im "3-4"- bzw. "3- 4"-System berechnet. Die Ar
gumentation gilt. ent.sprcchc>nd wic bcim Term BCJ3 . Die Integrationen J d(34 kOnnen 
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ausgcf\ihrt wcrdcn und l'S gilt 

J C' 
d(3·1_____1:!_ = 

Y:H 

, f'(I-E)[I 1(11 1 ) 
2T(y,J·I·Y~3·i)r(l- 2f) [2 + ~ G- :zln(vno~YJJ.d 

1 :.1 1 ., 11 
-4\n J/u.J- 411,- Yn4 -- G ln(YJ3·1Y23·d 

G7] -Li:!(l- y1:.H)- Li~(l- !Jnd + }8 

(3.72) 

Die PolC' inc lH:bt•tJ ~irh gegt•n l'lll~prech(•ttdc T('lll!C' au~ dt•m 3--.h•t l3eit.rag weg. Zur 
Ben•('htluttg der t'ltrlliclletl Bt·it.riige wird 

,, 1 T I I ., 11 . GT) 
l\J.J := 2 (!113-t·Y:m) l-2]1l-1113·1- 3ln Yl3·1- 2L12(l - Yt3-d + J8 (3.T3) 

dcfiniNt.. llierbei wurdC' ein Fakt.or l/4 Jdin~t.lkh eiagefiihrt, dcu11il dcr Fakt.or F,\', nicht 
gC'iindert. wcrdl'll ntuB. \:Vt•it.<•rhin wurde von clN S_\-ntmet.ri(• in y1:1.1 und Jh:;.1 G<'hrauch 
gemachL Die Beredmung clieses Tcrnts bi(•t.e1. hum Schwicrigkcitcn. Nur der Tt·rm pro
portional zlll!l Dilogarit.hmus muf3 lllllllt'risrh lwhandclt wcrclen. 
Wcst•nt.lich nH'hr SchwiPrigkei\.t'lt hit•t.el. dcr TPnn /\'t1• DicSC'l" TNm schein\. cigent.lich 
0inC' Berccllllung im "3-4'·--syst.cnt nahczulegen. jedoch stcllt. sich ln•nws. dal3 die." 
nicht di(• giin>'tigstP Wahl i>'t.. lm ··3- 4'' S_v>'km lil'/3 skh keinl' anal_vt.isclw nt·n•chnung 
durchfiihl'('ll und SP]hst (•ine ll\llllt'l'iscbl' Derpc\tnung is! prak\.i~ch nicht llliiglich. Aller
dings kann THan de11 Tern1 UJJisdm•ilwH zu 

Ill it 

/\'3\ = 
1 . [.Ill'.>. -'-'-- -48C~.-.'\,. 1 .,. 1, 1.1'1}-,.1 y;:.;.JJ/:.!3·1 

- .'d·I.J ' '-

+Yf2 __ 1 _ __ 1 ____ 1_ {3.14) 

'2 Y'!·l - Y1::, Yl3 + Y:.H Vl3·1Y234 

+Y?z __ 1 ____ 1 ____ 1_] + b,/{~1 
,,) 

2 Y1J - .1!2-1 !h1 + Y:J-1 Y13·1Y23·1 

'!•·• 1 I ( c, ) ~/\'311 == -48CFN,.-·----. ------('yl~l + )1:.;.1 + JJ<.J) -. -.- + 1 
!/1J·1Yn.1 .lh1 - Y1~1 !/13 ·t Jh1 .l/l3Y'2-l 

(3.15) 

Dt'r Term in c!Pr nsl.en Zeilr von {3./4) kaHn im "3 4'' S~·st.em lwrrchnet. werd('ll. Flir 
den Term in cler zweit.Pn Zt>ilt• i~t. (•inr T3rrechnung im "1-3"-Syst.em gerecht.fert.igl.. Der 
clrit.t.e Trrm kann clurch Vcrtauschnng d('r Tndir,es (1 <-----> 2, 3 <-----> 4) in drn Term in der 
zweit.en Zcilr iiberfiihrt. W('Hlen. Ohwohl clil'St' Tern1P a us Dcit.ragcn zu 1 jy3.1 t'nt.st.andPn 
sind, weisen ~k nun cinC' St.rnkt.ur auf, wiP ahnlich(' Terme die bcrcit.s im "1--3"--S_vstem 
hcr('chnet. wurden. Die T3eret"hnungen iilmeln sehr <](•ncn, die fiir F~:~1 not.wenclig waren. 
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DiPse wurden lwrPit.s ausfiihrlich beschrieben, daher kann auf cine Bescbreibung hier 
V('r%icht.ct. werden. Leider is\. der Term 6./(t-1 numcrisch nur schlecht zu bestimmen und 
Iiefer\. claher fast. den gesamt.en Fchler fiir die Terme proportional zu CFNc. 
Schlicf31ich fehlcn noch die I3citdigc, die aus den Tennen /(~ J(~ /(~ und J(~ stammen. 
DiPse sind jt•doch sarnt.Jich obnc grOBere Schwierigkeiten numeriscb behandelbar. Somit 
folgt schlicBlich fiir die cndlichcn Beitrage 

1 d'S I 
FN, d cos X I\34 = 

ln
3
w(1) ln'w( 5) lnw( 57) -- - + -- 2 + - + - 1 + - + -(, 

w 12 (.<.' \ 24 w 9 2 

+_!_(2L8351 ± 1- 10-4 ) + ;,(12.47 ± 2- 10-') 
W yW 

+ ln 3 w(l.O ± 0,2) + ln'w(G ± 4) + lnw(49 ± 30) 

(3,76) 

Di('s schli('/3(. die BPrechnung der Terme proportional zu CFNc ab, die aus den Klassen 
(n) und (C) ~t.ammen. 

3,3 4-Quark-Endzustiinde 

In dit•sem Abschnitt. werden nun schliel3lich noch die Terme untersucht, die aus Beitragen 
rt>sult.it>ren, ])('i dC'ncn vier Quarks im Endzustand vorliegen. Hierbei ist zu beachten, 
daG im Gt•gpnsat.z :~,u d(•n in den vorangegangenen Kapiteln behandelten Termen dcr 
st.at.ist.isclw Fakt.or Ns = 1/4 ist., da bier der Prozess r\ Z-+ qij_qfj betrachtet wird. Es 
\\'(•rtlt>n zwei Fkille unt.erschit•dcn. Zum einen sind dies Interferenzterme, bei denen die 
in den bt>iclcn Paarcn produzicrt.en Quarkflavors (Klasse E} gleich sind, zum anderen 
sind dies die Terme, bci dcncn dies nicht dcr Fall ist (Klasse D). Diese Terme sind 
proportional zum Colorfaktor CFTR und lassen sich analytisch berechnen. Als Ergebnis 
fiir diese Tcr111 · folgt. 

1 dr:. I 
F1i,dcos;y J'Tn 

1n
2 

w ( 4) lnw (2) 1 ( 8 ) ---;;;-- -s + ~ g + :; 3 - 3(2 

(3-77) 

+In~ u.•( -6) + lnw( ->!f) 

Dit• Intcrfen•nz\.crmr sind proportional zum Colorfaktor CF(CF- Nc/2) und lassen sich 
nt1meri~rh bc.o:t.imincn zu 

FwF~N,/2) d :~~ \ lqq;,, 
_!_( -0.9308804 ± 4' 10-8) 
w (3,78) 

+ ln 2 w(i.TT ± 0,05) +In w(31 ± 1A) 

DiPs _~chliC'l3t. diC' Berrchnungcn dcr 4-- .Jet-Beitrage ab. 
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4 Zusammenfassung und Diskussion 

ln diC'."C'Ill J<apit.d wcrden nllll die Ergebnisse zusammengefaiH nnd diskut.it•r1.. Di(• 

llaupt.aufgal){' di(•ser ;\rlwit wares. di(• 1\odllziC"nt.cn der Divergt•nzen ir1 w· rniiglich~t 

genau Z\1 lwstirnnn·n urn eirwn V<•rgleich rnit. <'Jit.sprcdwnclt•n Leading- Log- Vorht·rs<:tgC'n 

zu erm6glich<·n. DiC' urspriinglichl' Enqtr\.ung war. daB diC' anfRnglich<' Diskrt•panz Z\\"i

schen ch•r ],('ading J,og VorlH•rsage unci thor pertuJbat.ivc•n DerechnHng aufgehoben wer

dl'n kann, W('llll llli\11 i\\l('h die Hicht .. singuliiren neit.rhge bt'riicksichtigt. Es hat sich 

jedoch gezeigt, chd.l <Iiese AHt.eile hiichskns Tl'rtne lieferm, die wie Cj.-ln ev'/"'' fiir ev· ~ 0 

divC'rgiereu. 
Addic•rt. man siitnt.lichl' Einzellwit.riige auf uncl lw~chriinkt Bich auf eli(• fiihwnd<•n Diw•r

gpnzl'll, d.h. Anl<'ile. die minde .... t.ens wi(• 1/ev· clivNgiercn. e>o gilt 

1 d"; I 
~ d co~\ .Uf'l = 

C,. (o,)' ~{ 
8 T< "" 

, 1 I ( ') " ·J ln.;: -G Cr+24!\'c 

.,1[(21 3) (11 1"2) 11 +In-- ~---ln2 C,,.+ -+- N --1111 
"'·42 G 8 '3. 

1[( a 3., a) + ln- J - -() ·t- -)n- 2 + -In 2 Cr 
(.v" 4 - 2 4 

(4.1) 

( 
, 7 ],' 2) . ( 1 ) l 

+ 36 + 8-(~ + -8- Nc + -18 111 

+(23.2:)3054 ± 1 · lWr;)CF 

( 3 2 ) } +(9.7991 ± 1 · lo-·1)N, + 4 - 3(2 11J 

wenn man lwziiglich der verschieclt'llC'll Divngenzen in"'' fakt.orisicrt .. GleidHing (4.1) ist 

das hauptsiichlidw Ergr·llllis di(•S('r Arheit.. 

Den G(•s;un\.l)('it.rag zur EEC in Ordnung n~ fiir klein<' ev' erhiilt. Jllan, Wl'llll nmn das 

n('."lllt.at. fiir die 3 J(•t---Deitriige aus nt·f.[Gj 

rJI c,.("•)'{ ,1( 1·\') 1['' .)C' I'()\·] ~-=- In'~---:., +lt1- (7;-4(~ "+ ;;+ ~ ,',. 
s,, !T IJ G I) - -

(4.2) 

+( _!!l 'll-'- 8(·)C · + (l_ .. "'' + 6(·)'~'·} 1~ -r !I IL ,,l I· I~ 1'\ J ' ' 

hinzuaddiert .. JJierlwi ist. wieder 11 = u-•(1 +"'•t 1. Da hier clas Vcrhalt.l'll fUr S(•hr kleim• w 

])('t.racht.ct. wircl. kann11 ~ u-· angt•nmnmc•n wPrd('n. Addiert. man den 3--.Jct.· T3eit.rag (4.2) 

zurn 4-.Jet. .. Beitrag ( 4.1 ), so hebt sich der Ant.eil FV,.ln 3 ev•fev• fast volbUiuclig hera us. fib rig 
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bll'ibt. nur ein 1\:oeffi'l.icnt., dcr dC'm der nicht-singularen J(Ne-Terme entspricht. Hierbei 

ist. aufriillig. daB cler Beitrag proportional zu CFNc ln2 wjwll/6 genau der Leading

Log- Vorhcrsage cnt..spricht. Weit.erhin ist. die best.immende GrOBe bei den Berechnungen 

d('l" nicht-- singuHiren Ant.cilc oft w/2. Dies resultiert aus Tcrmen, die proportional zu 

( (y~. 1 - y13 ) + 2y13 )-
1 sind. Daher kann sowohl der vcrblcibende, nicht durch die Leading

Log- Vorhersagr 1-u crkHircndc Beitrag proportional zu \n 3 wfw als auch der proportional 

zu ln 2 u-)v..J ('rkli-irt. werclcn, \\'cnn man von einem Resultat -ln3 (w/2)/w/24 in den nicht.

singuliir(']l Ant.cilcn ausgcht.. 

I'Jun crfolgt noch cin Vergleich mit den Rcsultatcn anderer Arbeiten, siehe Tabelle 4.1. 

Die angegelwnen \Vcrtc in Tabclle 4.1 entst.ammen den Arbeiten von Clay, Ellis [13), 

Elli~, Richard~ und Stirling [18], und Kramer und Spiesberger [14]. Zuniichst wird noch 

einmal di\• Definition fiir die Entwicklungskoeffizienten aufgcschrieben, die schon in der 

Einlcit.ung l~l'w~ihnt. wurde 

~-~ = - L L ,Cm - In - · 1 dZ I 1 
00 

,,_, ("' )" m ( 1) 
aodcosx t,LA w,,1 ,."'0 :1r w 

(4.3) 

?..ur Vcreiufachung clcr Schreibwcise wire\ nun noch definiert 

. 8 
,Cm :=-c ,C,. 

F 
( 4.4) 

lln1 cinen bcssercn Vcrgleich mit den Result.aten anderer Arbeiten zu ermOglichen, wird 

die Sum ttl(' au::-: dem Ergebnis dicscr Arbcit, Gleichung {4.1), und dem Beitrag Df noch 

als ?..ahlenwert.e clargcst.('llt .. 

2C3 = CF(-1.1666) + N,(0.04!66) 

,C:', = C,.(4.2103) + N,(L9200) + n1( -.3333) 
(4.5) 

1 C\ = CF( -4.5006) + N,(3.8388) + llJ( -.05555) 

2C0 = C,..(24.1959) + N,( -23.0566) + n 1 ( -.3466) 

Vc•rglcicht. man cliescs Ergebnis mit den Leading-Log-Vorhersagen, so zeigt sich, dafi 

~chon in fUhr('ndcr Ordnung dcr Divergenzen proportional zu C} und CFNc ein Unt.er

schied bcst.C'hcn bleibt, wiihrcnd die nrBcit.riigc, wie bercits bekannt, iibereinstimmcn. 

Di(• Pinzigc wirklichc Niihcrnng, die lm Vcrlaufe dieser Arbeit verwendet wurde, ist die in 

1\apit.el 2 he~chriebene 3- Jct.-Niihcrung. Die dort beschriebene Untersuchung ist letzt

<>ndlich kein Bc'weis, jedoch cin cleutlicher Hinweis dafiir, dafi die 3-Jet-Na.herung eine 

sinnvollc Approximation ist .. Dcr dort verwcndete Beispielterm stellte sich im Verlaufe 

dcr Arbcit. als der cinzigc hcraus, dcr Divergenzen proportional zu C}ln3 wfw hcrvor

hringt .. Die analyt.ischc Bcrcdmung clicses Termes ist vergleichsweise einfach und kann 
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Arl 
''""'" -,,,, u"· '"""""''"''" '"' '''""""" '"''''' '""'" ''"'' '"""'''" ''''"''''" 

J..:o<'fr. L(•ading Log C:la_v, Elli~ Ellis. Ricllards, 1-.:rallJ('f. 

St-irling Spi(•slH•rgN 
--------

(-1JC,. ( -1.00S5 ± .07-S)Ct-· ( -1.232 ± .14)C,.· ( ---0.92 ± o.2G)Cr 

:!c\ 111.0069 ± 0.12)!\', 10.0 ± 0.03)N, 

~Cr (4.91 ± .4-S)Cr-· 110.5 ± 4 •5)Cr ( -0.440 ± 0 05G)C,.-

:./::~ -\f /V', (1.815 ± .OG)N, (1.43 ± 3.G2)N, I --0 18 ± 0.03G)N, 

- ~lij ( -(1.333 ± 0 0002)'< 1 I -0.337 ± 0.012)'< I l-0.338 ± (1.012)«1 

-( 'f + 2(2)C,. (-10.3 ± 2.4)C,. (-70 ± 55)C1.- 11920± l.O)C,.-

2(\ (~- (-!)Nc l·-0 765 ± 1.05)!\ (7.0 ± 3G)N, (23.80 ± O.G4)!Y, 

'---
-~1/j (-0.11 ± O.OJG)IIJ (-.017±0.12)11] {0.014 ± (J.042)·nf 

------- -

ab gc~i<-hcrt. lwt.racht.et wcrdcn. Siimt.lic:lw andpn•n Drit.ragc proportional ~,u cr liekr

\.('11 maxilllal Di\'('1-g<'llt,Cll. dil' wie ln'-'-''/u.! gchcn. Dk' J\"o(•ffi:r,ient.cn dieser Di\'Ng('JlZ('I\ 

\\'Urden <J-llal~'tisdJ h.·~~illllllt.. Oi(• ni\(·.hstfolgemk Diwrgo::m,, uam\ich 1/~.J.'. konJJt.\' dalwr 

recht. prii'l.isc llllllJCrisch bc~tirnnJt. \\'('rd('JL 

Die nUJJJCrisch ben•chn(•ten J(odfi'l.iPidt·n irr Talwlle 4.1 sind in flihrender Ordnung ~C3 
rtwa:-; olwrhalh d1.•r l.Nding-- Log Vorli\'l'S<\t!S <lngssil.·ddt.. Di~·s st.inJtu\ n1it dem Erl:•s\mi~ 

dieser Arheit. iilwrein. D(•r hodlizien1. d('s fieitrages proportional 1-U N'" in (4.-5) ist sehr 

klein. Daher ist. wird cine nuu1crisch(' nest.irurnung diescs hoerfi'l.ient.t·u stark dun:h den 

um e-t.wa einen Faktor 50 grtiRen_'JL rwchgl'ordnct.en Term N"' · -1C1 behinch•Jt. 

Die Ergebnis~e der erst.cn bcidcn in der Talwlle aufgelist.cten Arbeit.cn, Rt'f~-[13],[18], 

sind in der Ordllllng 2(\ noch i11 ('!wH mit dPn Ergebnisscn diesC'r ArhC'it. Vl•rglPkhbar. 

w8.hrcnd die Erp;l'hni;-;:-c von R(·f.(l-5] schon d(>ut.lich ahwcichen. In der Orclmmg, '!.(\ 

t.rrt.rn in allen Arlwitt·n lwreit~ stark unt.erschiedliche Erg(•lmiss(' auf. 

Dip Ergehnissl' von J(rallJl'!' urJd Spil•sl)t•Jgn \\'Urclen dem Anhang von Hef.[15] l'ntnOlll

t!WtL Alll'rdin(:',S wurdeu in d('l' l•nl'i.i.hnL(•n .c\rbf'it. auch V('rsuchsweisl' Vorg,alwn fiir d(•Jl 

hocffizicn\.('11 dC'r fiihn•rH]('n Di\'('rg:r•nz :;C\ g('rnacht .. \Vnrc\C' ~t3 :=: -I /GCr· ge.'>l'\.t,t .. ~o 

{'rgah <'ill Fit de1 IJilchfolgenden f>t'i1riigv proportiorwl t,\1 Cf. cin{' wcsent.lich lw~serc 

lTl)('reinst.inJnJung. zurnindcs1. in dt•r 01-dllllllg," i\. ndt. dem Result-at. dcr vorliegendt•n 

ArlH'i\ .. 

Bin Wl'it.rrrr Unt.crschied zu den Lt'ading-Log- Vorhnsag('n is\. das Anft.rl't.l'll von Di

veJ·gen:--:en wie ln'--'-'/.JW und I/ ,ji;. Diest• Art. von Divcrgen:r,cn sind im Rahllll'll clcr 

Leadillg-Log-ThPorie nicht- w (•rkHin•n . .JC'doch mul3 hier gesagt. wercll.'n, cla13, wic be

n·it.s in 1\apit.cl 3 ausgdiihrt. di('S(' Divt'rg('llZl'll t'in Art.efakt. dcr 3- .Jet. Nahenmg st'in 

kOnnt.cn. 
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-1 -0.5 0 

coslx) 
0.5 

Ahbilclung 4.1: DiP dick durchgezogene Linic ist. der 3-Partonbeitrag, die normal durch

gcwgeJJt' Linir is\. der Ant.cil der 4-Quark--Interferenz, die di.inn durchgezogene Linie ist 

clt>r Cf.- Ant.eil. clic cliinn gcpunk1 ·\.e Linie ist dcr CFN.,-Ant.eil und die Linie mit. den 

dickercn Pnnkkn ist. dcr Ant.dl rnit 4 Quarks im Endzustand. 

Es wnrdc auch einl· numeJ·iscll{' Bcrechnung dcr EEC iiber den gesamten Winkelbereich 

durchgdiihrt.. sirhe Abb.l. Die geplot.t.eten Kurven wurden nicht zur Bestimrnung der 

Kocffizlcnt.cn dcr Divcrgen'l.Cll hCI'angezogen, sondern dienen nur als Vergleich zu ande

rcn Arbcitcn. 1n dcr crst.en Abbildm1g wurden die Bcrechnungen Hlr 3 Teilchen und 4 

Tcilchen im Endzustand dargcst.ellt.. Die Berechnungen fUr 4 Partonen wurde aufgespal

t.ct. nach den cinzclnen Colorfakt.oren durchgefi.ihrt. Die dick durchgezogene Linie ist der 

Ant\>.il, dcr aus dem Beitrag von 3 Teildten im Endzustand resultiert. Die normal durch

gc'l.ogC'nc Linie ent.spricht. dcm Beitrag, der aus dem Jnterferenzanteil von 4 Quarks im 

En(lt,nstctll(] rcsult.icrt., d.h. dem Beitrag proportional zu CF(CF- N-::/2). Diese Linie ist 

fa.<;( mit. Null idC"nt.isch. Dies cnLspricht der Tatsache, daB die 4-Quark-Interferenzterme 

kaum zur EEC beit.ragen. Die dUnn durchgezogene Linie ist dcr Anteil proportional zu 

Cj... die diinn gepnnktet.c Linie ist. clcr Beitrag proportional zu CFN.,. Die verbleibencle 

Lini(• mit. dickprrn PnnkLetl ist. drr Ant.eil mit. 4 Quarks im Endzustand, der propor~ 

t-iona] Zll CFTu is\.. Die cinzclncn Ant.eilc :r,cigen prinzipiell ein ahnliches Verhalten wie 

cnt.~prechcnde J\urven in Rcf.[14]. 

Die JJ~ichst.t• Abbil<lung zcigt die Sum me alle Beit.rage zur EEC in Ordnung a~ fiber den 

gcsamt.cn Winkelbercich. Im Bereich cos X- 0 zeigt B(x) ein vergleichbares Verhalten, 

wie :r,um Dcispiel cine entsprcchcnde Abbildung in Ref.[13], in dcr auch die Ergebnisse 

dcr Arbcit.en von Rcfs.[l2J,[ll] abgebildet. sind. 

Dies C'JJ\.~pl'ichf. dem Bereich w _______, 0. Hierbci ist. 7-U beriicksichtigen, daB in [13] eine etwas 

andere Definition der EEC verwendet. wurde. Dies resultiert in einem globalen Faktor 2. 

Ent.f(-'mt. man sich vom Bereich klcincr w, t.rcten Abweichungen auf, die fiir cos x _______, 1 
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Ahbildung 4.2: Aufsurnr11ation allcr Beit.dige. 

imnwr sUirkcr Wt'rden. Fiir co~\ --+ 0 win\ die VC'l'WC'lHlrt.<' 3 .. .Jet.-- Nkilwrung imnl('l" \111-

genauer. Di(' A hwrichungen re.c.;u]t.\(']'('1\ dalrN a us dt'!ll rt•incn 4- Jet. Beitrag. d.h. die 
Diffcrcnz zwischPn dcr llllgt•niihcrt.t·n EEC und dcr in d0r 3--.Jet.-Naherung hrr('drn\'1.('11 
EEC wird illll!l('l" gr0f3er. 

Zusai11l11Pllfa.c.;s('nc\ kum nmn al;.; das haupt.silrhlidre Ergebni;; diescr Arbcit ncnncrL daf3 
dn<• <UHtlyt.i;.;ch(' Bcrrclwung der fiihr('nd('!l Di\·crgt'llZ('ll cinC' dclinit.i\'e Ab\\'eicliung \'Oll 
der Lt•ading-Log--Vorhersage zeigt.. Die cinzige verwcndct.r Approxin;.tt.ion war wit' g('
sagt. die 3--Jet.-NiihcruHg. \Vie jt'doch gezdgt. wurdc, rcsult.iert. eli<.> fiihrendr Divergcnz 
gerade aus dem Ant.cil des Mat.rix(•\enwntes proport.ional zu c;., c\('r ~ich wic ein eut.
sprcchender Ant.eil des 3· Teilchcn !Vlat.rixelcmcnt.cs vcrhalt.. Deshalb sollt.c ahcr die- 3-
.Jet-- Nahcrung fiir die.sen Ant.cil rrlat.i\' gPnatl sein. Einc Abschat.zung des F<'hiers hat.t.c 
Ngchcn. daB wohl h<ichst.t•JJc-: in dt'l' niichst.en Ordnung der Divergenzen inl<l C>in Tkitrag 
au~ der Difft'n'HZ zwischen cler Berrclmung in dl•r 3--.Jrt N~iherung und cler nngenAhert-t'n 
Bcrechnung Z!\ erwart.Pn isL. Fiir di(' Berechnung dt•r fiihrend0n J-.:oemzicnt.en wa1 C'"' no!
\\'l'ndig die ~ogenannt.t·n ''quadrat.isclwn'' f11!-t•gralt> zu \Osl'll. Die~e fanden "'ich in keirwr 
hekann!.PJI F'orrnelsammlung t111d llJUI.lt.t•Jl clahn dgcn:-;t.fi.ndig gr\Ost. Wt'rden. \Veitnlrin 
war cs not.W('lHlig. n(•clukt.iow;fornwln zwisclwn den (•inzdnell Int.~·gralen lwrzuleikn. l\!ll 

cine I3ehanclluug clu:·dr analyt.ische PrognunJII(' zu erruOglichen. Dies t.rfi.gt. cler Tatsadll' 
Tiedlllung. clal3 ein anal_yt.ischt• Bt>rt•ehnung ohn(' Comput.crunt.rrst.Ut.zung aufgrund der 
Vielzahl dcr Eini-t'lt.erme kanm mach bar erschicn. Einer cler arbeit.sintensiv"'t.rn Ant.Pilc 
war dahcr di(' Entwicklung sowohl analytischer ah auch numcriscllcr Int.egration"'rout.i
ll('ll. Di(• numrri::;dwn Rout.inen mul3t.Pn zu t'xt.rPm hohcr Gcnauigkeit. gehracht. wcrdt'n, 
wah rend bci d<'n analyt-iscl!cn Rout.inen haupt.s~tclrlich die richtigr Erkemnmg dN auf
t.ret.cnden Int.egralc Schwit'rigkeit.en lwreit.et.e. Dir Int.egrale und die benbt.igl.t'n Tit'lwr
;.;ionsformcln sind im An hang beschricben. 

<5 

Eine \'nbC'sser1.c Bcrcchnung dcr EEC ware wohl mOglich, wenn man die im Abschnitt 
"3-.Jct.--1'\iiherung'' beschricbenc, iterative Naherung durchftihrt. Bs ware sinnvoll, dies 
znerst. auf die Tcrmc ammwcnden, die zur Hihrenden Ordnung der Divergenzen beitra
gen. Einc solchc iterative Bcrcchnung der EEC sollte auch numerisch mOglich sein und 
dah('l' lwi 1mkiinft.igen, numcrischen Berechnungen einc Ausdehnung des GUltigkeitsbe
reichs dcr 3-Jet.-Nahcrung fiir gr6f3erc Werte von w, im Idealfall tiber den gesamten 
WinkC'lberPio:.:h ermOglichcn. Dies wiirde cine durchgehende, numerische Berechnung der 
EEC crmOglichen. ohne da!3 auf Phasenraumschnitte zurtickgegriffen werden muft Auch 
hil•r wircl irgcnclwann die Diffcrenz zwischen der 3-Jet.-Naherung und der ungenaherten 
EEC sicht.bar wercl~ n, jcdoch sollt.e wohl tiber cinco grOBeren Winkelbereich "Oberein
st.imnn\ng h<'rrschen. 

Danksagung 

kh dauk0 Ikrrn Prof. Dr. G. Kramer sehr fiir die Vergabe und die Betreuung dieser 
Dokt.orarbdt.. \VC>it.erhin danke ich Herrn Dr. J-J.Spiesberger fi.ir einige anregende Dis
kussionen. 
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A 4-Teilchen-Beitriige 

In diC'scm An hang werdcn die lH'IntndPlt.(•tr lvl<ttrixckment.t• zusamrnl'llg(•c;t.cllt.. Di(• De
rechnung erfolgt.P hNcits in d<•n ArlH'il.cl! [8] Ul!d [4]. FUr die (•xplizit.f> Gt•n•chnung dt•r 
EEC war abC'r cirw Darst.Pllung ckr i'vlatrixPlelllent.<• nach erfolgt.<•r Part.ialhruchzt•rle
gung not.wendig. Unr eiHe Nach\·olhiehharkC'i\. der DC'rechnungen z:u gC'wiihrlcist.<·n. sol
len hiC'r nun die rPl~'\'illlt.<·rr lV!at.rixelemcn\. zusarnmenge~t.ellt. werclcn. Samt.lidw D<•it.riig<• 
werdC'n bis auf Pnmut.ation<·n der lndizcs aufgpschrielwn. die ans den Ver\.ausdnmgen 
(1 ........ 2).(3 ...._. 4) und (1 ...-. 2, 3 <---> 4) folgen, da cliC'.s im Rahmen di<'SN Arhcit jC'weils 
nur zu C'inem globalen Fakt.or 4 fiihrk. 
Di<' 13cit.riige fallen in \'('rschiedc•nc• linterklassen: (A) ungckrC'uzt.C' QED art.ig(' Gra
phcn. (T3) G(•kr('llzk QED--art.ige Graph('ll. (C) QCD ·artige GraphC'n, (D) und (E) 
4- Quark-Graphr•JJ. 1\lasse (C) lwst.cht aus T3eit.riigcn, die den 3-Gluon V(•r\.('X entlul

len. Dies ist der Unt.crschied zu reincn QED-arligen Termcn. Die vcrschiedeneJI hlassen 
von Beit.ragen fiihren zu Beit.ri:ig('ll proportional zll verschiedeuen Colorfakt.on•JJ. J\lasse 
(A) Zll Cf.., h:lassc (13) zu Cr(C\·- JV,j'2). hlassP (C) zu CrNc. V>/cnn i111 EndzuslaiiCl 
IJ<,{j01}b(jb mit. o "/= b gilt., fiihrt diPS Z\1 T3('it.r~ig\'ll proportional Z\l C,.-TR, 1\:\a,<;S(' (D) tlllc\ 
zu l3cit.riigcn proportional zu Cr(Cr- N"/'2). w<•nn a:::: b ist.. h:lasse (E). 

Hicrbei is\. Cr = 4/3, Nr = 3 und 7'11 = nr/'2 fiir n1 bcit.ragende Quark flavors. 

A.l c;,-Beitrage, Klassen (A) und (B) 

An]J An~3 1., 1 .~~ 1 -~~ 1-32 1 -.n r··J2 1 .".' --=--+\ +\ +\ +\ +\ +\ +\ y
1
.
1 

y
13 

CF t·r 1"r <"F c,_. c·,. c v 

AB~3 , 2 1 ( 211!2 ) -- = 48Cr-T(?Jn.J·1JIJ + y~.!) --- + (l-1:)(]- f) 
.IJ13 V13 V13 + Y2J 

Konvergeut.e Ternw. die nitht. zu f Poh•n fiihrPn, lid<'rn 

l\"11 
Cr 

F", 
"' 

1\'2".'. 
('F 

/\'32 
("I' 

48C2_.1J3.,- .1/JJ.,(I r) 

' .'}JJ .IJJ:l ·f !hi 

1 - .1/12:! + !IIJ 
48(';.2(1 -t•)YnJ(:lJn + .1/:>..J) 

48c, I rv~-J(YJ-1 _ YIJ·l{1 -<')) _ C'j + (1 ··)J 
F-,- V12 - V134 - ·1 

Yl3·1 Y1J 

' 1 [ ,,, ( 1 - ''"' ) l 48C'F--- !M +- --·-·- -1 
V13·1 Y~3·1 .1/13 YJJ + Y2-1 
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(A. I) 

(A.2) 

(A.3) 

(.'U) 

(,.\,,j) 

(A.G) 

F.JJ 
CF 

l\"·1~ 
c,. 

J\·GI 
c, 

lliC'rbei sind 

48Ci.·[2_ (~ _ Yl23) ~ ( 1- Yt34 -l) 
. YJ3 YJ3 + Y14 Yt34 Yt3 + Y21 Y13 + Y23 

+ 4 Y123 Y12 l (~ + 1) 
!/13 + Y2-1 Yt3 + Y23 Yt3 + Y11 Yl4 + Y24 

+ _4_ ( 1 + __ 1 __ ~ _ v?23 ) ] 

Y13~ Yta + Y2~ Yt3 + Y23 Yta + Y2-1 

48C2 -=2_ [2+ ~ + ~ (_2_- __liE_)] 
F YJJ.l Yl3 + Y23 Yl3 Y23 YI.J Y24 

48 c} [2 YHY23 - YI2Y34 1 1 (1 - Yt2(Y2<~- Yt3)) 

Yt3 Y234 YI3 + Y24 Yt3 + Y23 

2 ( -y,,(y, + y,) + y,,(1 + Yl23)) 
+ 

Y23·1 Y1a + Y24 Yl3 + Y23 

2 2 ~2 
- --- (2YI34 + Y2·1 - Y13) + ---

Yl3·1J/234 Yt34 Yt3 + Y23 

2y,1 Y12 ( ) +------- l+YI23-YI34 
Yt34Y23·1 Yta + Y23 

2 y, ( )) l + -------- (1 + Y12 + Y23- (Yt34- Yt3) Y24 - Yt3 
Yl3·1Y234 Y1J + Y2a 

e, YHY23- Y12Y34 - Yl3Y24 

e, Yt4Y23 - Y12Y34 + Yl3Y24 
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(A.7) 

(A.8) 

(A.9) 

(A.!O) 

(A.ll) 



A.2 CpN,.--Formeln, Klassen (B) und (C) 

\Vil' i 11 Ref.[8] b(·~ch rir>b('ll. ergPlwn ~ich Z\Vti Gn1ppen von Terlli('ll. Zun1 eilwn fki t riigl' 
proportional zu 1/,1)1;; Ulld zu1n anclercn El•it.riige proportional zu l/JJ:H· Di(' /\uftPilung 
der finit.en Tenn(• is\. relnt.iv willklirlich. Ilierhei wird Ref.[8] gcfolgt.. 

nc13 
!/IJ 

nc11 __ _!!_:__ (Ktl + /\··12 + K6l ) 
!Jl:J 2(',.. <'r CF CF 

+K1 + l\" 11 +K" 1 +l\·ll' +!1."" +l\'1.- 1 
/\', He /1', S, N, N, 

nc,-, 48 c,.JV,. ( ) ( y,., y, ) 
--~---T Yl:H-.IJi:J+ihl ---------

.1/!;1 .1!13 .1/J:l + !ht Yn + ih:1 

Die folgl·nden TeriJit' lidern nach lnl-l•gmt.ion keine r Pole 

! .... , 
'· 

K" s,. 

!I.'{ !I 
s, 

]\•!\" 
,\", 

48 CFA', _2_ ---- lli~!_/3.1 - YHY23 

Yl3 1/134 !/13 + .lhl ,I}J:I + !13·1 

48CFN,. YdJ3.J !JH!J2:J (YH!Jl3·1 + Y1AYm + !/J3•t)) 

J/13 (!)13 + :/f:H)!JJ:J-LI)2:.l·l !/13 + !}2.1 

------ .+-48C',.·.'Vc r·1 (·; !hi) 
.i}i;l .if:l.tYn-t '2.tht 

. '2 I l 
48 C,..!\',------- (.11 1 1 + 2yi:!) 

Yn-t '!/13 ·f !ht .1/JJ + YJ·t 

(A.12) 

(A 13) 

(.'\.14) 

(A. IS) 

(A.IG) 

(c\17) 

K,~-~ 48 CviV,. ( !M 
(Yl3 + !hd(YI3 + y,-,.J)(Y2·l + 1!3-d 

y,. ) 
(YJ:.>--+ Y:.>-dYm (A.18) 

l\'\'1 
.\', 

48 C;:i'Vr ( '!/J.I Yt~ + '2Yn-\ !/lZ Yl3·1 + 1/123- 2 --- + 
!lnt !Jl3 + Y:>·l ·yu + !ht .IJu + Y2·l Vl3·1 

(A.19) 

+ .IJ\1 . ,1}1~:1 + .i}I:H .I}U + '2.1JH) 

Y1:.> + .IJ·l·t .1/JJ + .11<·1 .1/t:H 

Nun folgen noch die Beit.rii.ge. die von Tc'rmen proportional 'i-ll I/Jh1 .stalllllll'l\. llier])('i 

i~t. :->u beachten, daB l'-'i- fiir die Tenm' C3.1 und l\'1~ keine 13cit.riigr Hns Vert.auschungC'n 
clrr 1ndi%e.s (1 ,______. 2). (3 ....__, 4) uncl (I ...... '2. 3 ...... 4) gibt. Dcr Term ~s au.s T\ef.[8], 
Glcidmng (C.27) wurd(' anfgct.eilt. in die Beit.r~igl' CJ4 und K:£. Dir Antcilc. dir nach 
Int.egrat.ion iilwr di(' Winkdvariabll'n VC'rschwirHlen. wndcn nicht lwriicksicht.igt.. 

C34 I [ VJ3.! '!/13·1 V23,1 Y23·1 , l - = - T(Yl3·l· y23.!) --- + ---. - + --- + --- - 4 + 2·r'( 1 - r') 
Y3o~ 1!34 Y13 + Y3·1 Yl-l + 1!3·1 'Yn + Y3·1 Y2·1 + Y3·1 

(.'1.20) 
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]\·;4 

/
.;; 

\ 3·1 

rc \. 34 

]\'~ 

F~ 

48CrN ~{ 1 
I 

c2V34 (Yl3 + Y34) (Y24 + Y34) 

(YJ3 + Y34) 11:m 
.-1' } 

4S C' FNc e1 { 1 - 2y234 - Yt34 + Y134 + Yt4 - Y24} 
Y3·1Yl34V234 V13 + Y34 2y13 2YI3 

48CFNc __ l __ { 2 -Y24-Y34 
Y13 + Y34 y234 

+ (yl2- Y24) -------( 
I 2 I ) } 

Yn4Yl34 Y134 Yn1 

48 ·Ff'c- ------2--( , \' I { Y12 I I } 
Yl3·1 2Y234 2Yl34 Yn4 

8 ( , 11 • 2 ( ') (Y134 Yn4 2 2 ) 4 -J."Nc-Y234 1- v + v - +-- - Y12 
Yl34 Y234 YI34 

A.3 4-Quark-Beitriige, Klassen (D) und (E) 

(A.21) 

(A.22) 

(A.23) 

(A.24) 

(A.25) 

Es werclcn die Ternw aus Rcf.[SJ iibernommen. In Klasse (D), Term HrR' werden Anteile 
wPgg('lasscn, die uach Ausftihrnng clcr Volinkclintegrationen im Phasenraum verschwin
clen. da sic fiir clicse Arbcit nicht relevant sind. Bei den Interferenztermen, Klasse (E), 
st.ellt. lllan fest., daB die in Rcf.[S] angegebene Form noch nicht ftir weitere Berechnungen 
gc'ciguC't. ist. Daher wcrdcn hicr die Tennc glcich so dargcstellt, daB sich die Pole in y14 
und y3.1 off('lJSicht.lich lwraushebcn. Die ciJ.:r.elnen singularen Beitdige werden im Term 
115 aufsnmmicrt.. FUr die Beit.r8.ge proportional zu CFTR wird gleich der relevante Anteil 
angpgchcn: 

!1.'-rf( [ (
2 10) 48CFT11 3(lny123 +lny12,1)-g T(Yl23,Yl24) 

+-3
2 ~ (2Y34Yt23Yl24- (YI23- Y124)

2
)] 

Y123Y134 
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lls 
1\,: ') 

48C,. (c,. - '-') ---
2 )Jt.l + !J:J.I 

[ 
1 1 1 1 
--~~--·--. -(YI:>. + !JJ.d!J:<-I(YI:IY2·1- !J:>.J!JH + YJ~(JJI3- !h:d) 
!/:!.1 !/1:>.·1 Yn·t !JtJ·I 

y1··<J 1·l 1 1 
+ _-_· -· -.,---(l]J.I!Jn- ./h1.lhJ + !JJ.J(!ft·l- ])2.!)) 

!h1 !JiJ-1 Yn1 
1 1 1 1 

+ -{!h3 + !JJ.i)Y:>.·t---(Yl3!J~~- Ydh1 + !JH(!JJ3- YJ:>.)) 
!fl.1 Yn1 f/;J.) !JJ~·I 

1 1 1 l + -Y:>.:I.I/1:1-,--_ -(!h:>.!JJ·l -- !J13Y'.'.·I + .IIJ.i(Jhi- YZ·I)) . 
!JJ.! !JI:H Yl2·1 

Nun folgen !lOCh di(' finitt•J] nl'il.riig('. 

Ill it 

11i~~ 48CF ( C1. 
\ ' ? ') " ~) ~.1/JJ Yn + .1/~3 + ~!/13 __:;L 
2 !!T:H y J.l -+ U:1-1 f/J.t !J:J.1 Yh1 

Hi:; 

n:~ 

JJ' 
'' 

( ;\',) 
<~sc~.· c1.· -- 2 y 1 ~. 1 .l]i:J.j Yl·l + Y3·1 

[ (,_, "·')] 2.1Jn!h·l + (iM -t .1/t·l -t- 1J:H -t- .1/~3) - + -
• Yi·l il.>A 

•V) 1 1 1 
48CF ( CF - . 2( .lhl-1 .lll:H !/14 + !ht 

[ ( 
,, c., )] 

2!JJ:l!/2-!- (!JJ'l + !/1·1 + !h1 + Y:<3) - +
!/1·1 !/3·1 

( N) 48C't.· (\·- ·'2c ·~ ') lh-1 l 1 
~ .111~·1 !/2:1·1 .IJJ.J -t- !hi (YJ2 + !}H ·! 

1·3 := .1/l:d/:!.1 -j ./f'1:J.I/H -- .IJJ:l.IJ2·1 

C.t := !JH!h;l- !)J:!..If:l-1 + ./Jl3!J:!.·l 

C;, := !htY:>.3 ~· !/J:i..IJJ·I- Yl:lY:!.·I· 
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.IJJ·I -t- ./h:l) 

(A.?/) 

(.>\28) 

(i\.29) 

(A.:lO) 

(A.31) 

( :\ .32) 

(A.33) 

(>1.34) 

B Integrale 

Tm Rahmen dicser Arbeit wurden umfangreiche analytische Berechnungen durchgeftihrt. 
Di(·~e rrfolgtcn unt.er Vcrwendung von REDUCE-Programmen. Hierzu mul3ten Basisin
\.('gralr hcstimmt. wcrclcn, clir dann mit I-Iilfe von Rekursionsformeln verallgemeinert 
werclrn konnten. Die allgemeine Vorgchcnsweisc, die hierflir nOtig war, soll nun in die
~('lll Abschnit.t. IH'schriehcn werden. 
E~ wnrd(•Jl zwei Sort.en von Intcgralen zur Berechnung der analytischen. Beitrage ver
wencl('i. elk ''linearPn" und die "quadratischen" Integrale. Die linearen Integrale sind in 
vprschi(•dcnen Pormelsammlungen wie Gradstcyn-Ryshik [23] oder der Arbeit von Duke 
unci Devot.o [24] zu finclcn, wiihrend die "quadratischen" Integrale vOJiig neu bestimmL 
\\'Nd0n mul3t.cn. Zucrst. werden die cinfacheren "li1.earen" Integrale behandelt. 
IliE'rzu ~ind folgcndc Definit.ionen n6t.ig 

J'(J(x-)) '= l' dx ln(f(x)) 
" o (x+w)" 

(B.!) 

M,;(J(x)) '= J,' dn"1n(f(x)) (B.2) 

J'(f( ·) ( )) ·= l' ln(f(x))ln(g(x)) 
" "

1 .gx · o (x+w)" (B.3) 

M,;(f(x-),g(x)) '= J,' dxx"ln(f(x))ln(g(x)) (BA) 

wolwi 

/(.T). g(x)<{e, ''· 1 - x, x + w} (B.5) 

Di0 n('kursionsformeln gehcn von verschicdcncn Anfangsintegralen aus. Ftir die Tcrme 
lllit pinem Logarit.hmus im Int.egranden gilt. 

/ 1
1(e) 

Jl(x) 

n(.:r+w) 

lf(l-x-) 

ln(l +w) -ln(w) 

L;, ( -~) 
! (ln 2(1 +w) -ln 2 w) 

-L;, c ~J 

(B.G) 

(B.7) 

(B.8) 

(B.9) 

RPkmsionsformeln fiir hOhcre Int.egralc erhii\t. man durch Ableitungcn. Fiir Terme, in 
c\('ll('ll das Argument. des Logarit.hmus keine Abhiingigkeit von w enth3Jt, ist dies unmit
t.('lbar ersicht.lich, zum Beispiel 

' 1 ' J,(x·) = --owi,_,(x) 
n-l 

(B.!O) 

Di{' RPkur::;ionsfonncln fUr den Term mit einer Abhiingigkeit von w lautet 

' I {a , 1 ( I I )} l,(.T+w·)=~n-1 wl,_1(x+w)+n~1 (l+w)n 1 wn-1 (B.ll) 
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Nun fo!gl'll di(' :'\JJf;mgsintvgra](' fiir T('I"IIH' mit Z\\"('i Lognrilhnwn im 1JJtq:;rand(•JJ 

/f(.r. :r) 2Li, ( -~) (B.!:2) 

/~(:r. :r + u .. :) 
I -
3

111:1 "'"'. (~ ln u.:- ( 3 + Su( -u.:)- Li3( -~·J (Ill :l) 

If (.r, J'l -Sd-col- Li 31 · ccl + ( 3 In 14 I 

- ln( l + ~.~.-·) { Li" ( -;:..:;) + ~ ln 2 w + 2(2} 

J~(:r + u..' •. r + w') ~ (ln:\1 + (,).:) -ln:\.'":J) Ill. IS I 

/f(.T +"-'·I ·· :r) -(lnw+ln(1 +u.-·JJ(Li'2(-u.-•)+~lnu.-·ln(1 +l.<.·J) I TJ. I Gl 

+~ ln 3(1 + "-')- (~ ln(1 + u.:) + Li3(-u.-•)- S1.2( -(.{_.·) + (J 

Ji(l -''·I - 3) -251.2 -· 1 n t.0·ln 2 
( 1 + (.0") + ~ 1n 3 (1 + t.0') Ill. 171 

-· 2Li'2( -w·) ln( 1 + u.:) + (3 - (:?ln(l + u.-•) 

Di(• nckursionsforllll'lll fiir Termc. die ];cine Ahhiingigkeit. \'Oil win den Log;-LrithJn('J) 
haben folgen t•ntspn•chend wi<' in GlPichung (n.ll). Fiir die rest.lichen l11kgrak gilt 

r,:(:r. :r + u.-') 

r;:{:r + w". :r + w) 

l!,(:r + ""''· 1 - :r) 

__ I_ {<l.!!,_ 1(::r,:r +u.-·)- I/,(:r)} 
n-1 

- ~1~ {0 ... )!,_ 1 (:r + t.0', :r + w)- 21,~ (:r-+- w')} 
n-1 

-~1~ {cu,;_, 1,,. + w. 1- ,l- 21,:1' - ,,.J} 
II-· I 

lll.18) 

lil.l OJ 

I B. 201 

Die !v[ollH'lllil11.('gralc M lnSSl'll sich (•l)('nfa\J.o; dur('h n(•kursiousfonneln lnit.l'illi-\lld('J \"('1"

hinden ocler din•kt. in ;t1lgeJneinN Forn1 lwredJllt'IL 

AI,: I") 
(11 + IF 

lll.21) 

M/,(;r+w) 1 { I 1 ) -- (1 + w)ln(l + u..·)- -- -nu.-·M,_ 1(:r +"-') 
11+1 11-t-1 

lll.22) 

M,; (l - :r) -
1
- {uM,_. 1(1- :r)- ---

1
-) 

11 + 1 "II+ 1 
1 n. z:l) 

Die zugch6rig{'ll A 11fangsint.egrale sind hil'l" 1 ri\'ial. Elwnso fo\gt. fiir die !'v!om('ll\.i 11\.('!P·<Ik 

mit. zwci Logarithmcn. 

M,;l'-'r) 
2 

In+!)' 
lll.24) 
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M,;(:r,:r +w) 

M,~(:r + t.0'. 1 - :r) 

i\I,;(:r+w·,:r+w) 

M,:(:r + w', J - :r) 

r\(111 -,,.,I - .T) 

-
1
-{ -nwM,;_ 1 (x,:r+w)-M,~(x+w) n+l 

1 I j -wM,_ 1(x+w)+ (n+l)' 

1 { 2 1 -- 7UH,_ 1(x, 1- :r) + M,.,_ 1(1- x) 
n+ 1 

1 I } ~M,(I-x)+ (! +n)' 

I 
--{(! + w)ln(l + w)(ln(l + w)- 1) 
n +I 

-nwM,;_1 (:r +w,x +w) + (n -l)M~(x +w) 

1 I j +nwM,_ 1(x + w)--
n+l 

E ( ~-) Nf(x, 1 + w- ~:) 
" (n) , 2 t; 1-- (-) (k+!)3 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

(B.28) 

(B.29) 

Fiir die beiden let.zt.en Ant.cilc ist. cs noch not.wcndig 

N,~(.T, 1 + w + :r) 

N,; (1 + w- :r) 

J d.u"lnxlnll +w-x) (B.30) 

-
1
-{n(l + w)N,_ 1(x, 1 + w- xl- N~(l + w- x) (B.3!) 

n+1 

+(1 +w)N;_ 1(1 +w-x)+ (n~l)'} 
l d" _,,,In(! + w- .1) (B.32) 

-
1
- {-wlnw + n(l +w)N,_1(l + w- x)- -

1
-} (B.33) 

11-1-1 n+l 
zu kt•nnt>n. Die angegebenen Rekursionsformcln kOnnen inncrhalb eines REDUCE

Programms dazu wrwendet. werden, aus den vorhandcnen Anfangsintegralen Integralc 
his zu bcliehig hoh(•Jl Orclnungcn n zu bcstimmen. In der Regel war n = 4 allerdings 
ausn•iclJend. 
Ein(• t.(•chnische Schwicrigkcit bcst.and clarin, clem Programm zu ermOglichen die ver
schiC'denen Int.C'gral<.> zu erkennen) ohne diese alle per Hand einzugeben. Verwendet man 
allC'rdingf' den Trick, Pot.enzen als Felder zu dcfinieren, wie z.B. N EN(n) := (w+x)-", so 
la~~wn sich auch komplizicrt.c Vorfaktorcn mit. Hilfe rekursiver Substitutionsregeln sicher 
ausrecluziercn. Somit konnt.en diesc Art. von Int.egralen vollstiindig durch analytische 
REDUCE-Programme bcrcchnct. wcnlcn. 
Nun folgcn noch die crwiihnt.l'n "quadratischcn" Integrale. Dies sind zum einen 

J"(a b) _ [ 1 In (1 + £) 
q ' - Jo dx a 

0 (x+b)" 
(B.34) 
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.J;:,( (/.b) 1
' hu In (1 + ~) 
d:r- --" 

o (:r +b)" 
( ll,35) 

.;;:q(a. b) = 1
' jj,, (-~) 

d:r - " 
0 l"' +b)" 

(ll3G) 

und die l'ntsprechendcn 1vlonll'llt.illl-Pgrale 

M~'(o.b) 

Af;',
1
(u, b) 

!\If:,l(o. I!) 

N~'(a) 

1' ' d:r l11 (1 + .:t::.) :r" 
0 " 

fo 1 

d:r ln :r In (I+ 1) :r" 
r' -Jo d:r Li 2 ( -1.-) :r" 

l ' "'" d:r--1 ln.T 
. 0 1 + '7.-

(ll,37) 

(ll,38) 

(ll,39) 

(ll40) 

zum anden•n. Di<' lnt.<'gmh· 1ni1 11 1 111iissl'll zunst auf ;wdcr(' z:uriickgefiihrt \\Trd('ll 
gl'm~i.B 

.1,; (a. b) -~Li, (--~) 2 - (I 

b.J,:(o.b)- VJ;(a,b)- 1.>3 t d:r In (1 + z;) lo --' · "·1 
(ll.41) 

.J;q(a. b) 
( ') 1 . 1 ., ., . 

3 
J ln.Tln 1 + 7 

-L1 3 (--)- b.J_;,,(a.b)- b-.J;,,(u,b)- /; { d:r 
3 

(D.42) 
4 n · lo :r(:r+b) 

J}.,,(a,/.1) = 
1 1 ' Li,(-~) 
--;Li:1 (--) - 11.lf, ((/.h)- 1/.JL (u.IJ)- 1? ( d.r . - " 
2 o 1 1 lo :r(:r+/;)3 

(!343) 

Dir Tnt.egrale mil. 11 = 1 kbniiPil nbo nkhL mllst.iinclig aual_vt.isch lwk\lldPlt W('rd('ll. 

j(•c\och sind die in den Gh•ichunfWll (J3.41) his (D.43) auft.auclll'ndcn Restinll'gl'illl' fiir 
allP prakt.ischrn AHW('ncluHgen als l'llcllich <UJz:usehen, \\'('llll lll<lll a= b = w' sct.z:t. 

Di(' fiir dir Rrkursionsfornwln n(it.igpn Anfangsin\.(•gral<: Iinde!. l!lan bci 11 = 2. Fiir clil' 
wl:'it.Pren J3erednlungcn is\ cs n(it.ig. zuNst o #-li hrizulH'halt.en 

.J,;(a, b) 1 ['-- a ( 1) ( 1) l (r+/.>2 l+bln 1+~ -2!Jln l+J; +2J(iarct.an(-f,;) (D.-44) 

.f;q(a, /.1) 1 , 1 [- _ ( 1) a _ ( 1) , c , ( , )J , --.7 (o.b)- -···· 2/;Lh ·-- + -L1~ -- + 2vo(7 --r R4v) 
b q (/ + 1/ - /; 2b b o.'" 

.Jfq(a, b) b _ ( 1) 
1 + bLt~ -; - 2J~(o.b) (!lAG) 

1-Iicrbci is! 
G(y) := (Y arct.an(:r) 

lo .1: 
(ll47) 
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Fiir praktisch(• Zwccke ist. a-«: 1 anzusehcn, daher gilt. 

n ( ')--arctan 7n - 2 
1r In a 

G(*) "'-4 Ja 

Fiir n ~ 3 gelt.cn dann Rckundonsformcln ent-sprechend zu 

J;'(a,b) = --1-a,J- q"''(a,b) 
n-1 

(B48) 

(B49) 

Fiir <lit> CJit.sprcchcndcn Momentintegrale mufi cine Unterscheidung zwischen geraden 
und ung(•racll'll Onlnungcn inn gctroffen werdcn. BenOtigt werden die Anfangsintegrale 

M~(a) ln (1 + ~)- 2 + 2J(iarctan (-~) (B. 50) 

M;(a) 
1 :;{(l+a)ln(1+±J-1} (B. 51) 

N~(a) -v\iG(J,;) (R52) 

lV~(a) = ~Li2 (-1;) . (B. 53) 

Dil' l'nt.sprechcnclen Rekursionsfonncln Iauten 

1+a ( ) 2 n-1 2 M"(a) = --]n 1 +! - ---- a--Mn- (a) 
q n+l a (n+1) 2 n+1 q 

(R54) 

N~'(o) 
a 

(n _ l)2- aN;-2(a) (B-55) 

M;,(a) --
1
-M;'(a)+-( 

2 
)3 +-( 

2 
)N;(a) 

n+l n+l n+1 
(B-56) 

M/~1 -
1
-Li 2 (-l) +-2-M"( a) 

n+l a n+1 q 
(R57) 
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