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ABSTRACT 

Elektronen oder Positron en, die im Speich erring urnlaufen, werden bei der 
Emission von Synchrotronstrahlung durch den sogcnanntcn Sokolov-Ternov
Effekt1 polarisiert. Diese Polarisation ist einerseits als Hilfsmittel zur Er
forschung der schwachcn Wechselwirkung von groBem Interesse, andererseits 
kann sie zur genauen Vermessung der Strahlenergie und damit der Masse von 
Elementarteilchen verwendet werden. 

Die durch die Synchrotronstrahlung gleichzeitig angeregten transversalen 
und longitudinalen Teilchenschwingungen kOnnen jedoch bewirken, daB diese 
Polarisation zerstOrt wird. Diesen Effekt nennt man Spin-Bahn-Kopplung. 

Zur Bercchnung der Spin-Bahn-Kopplung wurde das Computerpro
gramm SITROS geschrieben. Dieses Programm ist ein ''Tracking Programm": 
Die Bewegung von einigen Probeteilchen und deren Spinvektoren werden fiir 
einige tausend Umliiufe berechnet. Daraus wird die mittlere Depolarisati
onsrat_e und durch Extrapolation der Polarisationsgrad des Gleichgewichtzu
stands ermittelt. 

Im Gegensatz zu dem bekannten Programm SLIM2
, das auf der StOrungs

rechnung beruht, kOnnen in SITROS die nichtlinearen Kriifte im Speich erring 
beriicksichtigt werden. Dadurch wird die Berechnung von depolarisierenden 
Resonanzen hOherer Ordnung ermOglicht. 

In dieser Arbeit werden die Bewegungsgleichungen fiir die Bahn- und 
Spinbewegung der Elektronen hergeleitet, die die Grundlage fur das Pro
gramm SITROS bilden. Die Funktion des Programms und die zur Rechenzei
tersparnis notwendigen Niiherungen werden erliiutert. 

Der Vergleich der SITROS-Ergebnisse mit den am Speicherring PETRA 
gewonnenen Messergebnissen zeigt, daB das SITROS Programm ein branch
bares Hilfsmittel zur Planung und Berechnung von Speicherringen mit pola
risierten Elektronenstrahlen ist. 

1 A. A. Sokolov und I. N. Ternov, Sov.Phys.Doklady 8 (1964) 1203 
2 A. W. Chao, SLAC-Pub.-2564 
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1. EINLEITUNG 

In der Hochenergiephysik besteht ein groBes Interesse daran, Speicher
ringe mit polarisierten Teilchenstrahlen zu betreiben. Die Polarisation ermOg
licht es, zusiitzliche lnformationen zu gewinnen: Zum einen ist es mOglich, 
die Ruhemasse von neu erzeugten Elementarteichen mit gro6er Prazision 
( 6f ~ 10~6 ) zu bestimmen /1,2/, zum andcrcn wird atis der Verwendung 
von longitudinal polarisierten Strahlen mit wechselnder HeliziUit, wie es fiir 
den Speicherring HERA /3,4/ geplant ist, Aufschliisse iiber die Natur der 
schwachen Wechselwirkung erwartet. 

In Elektronen-Speicherringen werden die Teilchen durch die Emmission 
von Synchrotronstrahlung antiparallel zur Richtung des Ablenkfeldes pola~ 
risiert. Dieser Polarisationsaufbau wird Sokolov-Ternov-Effekt /5/ genannt. 
In einem idealen, -Aachen Ring is der maximale Polarisationsgrad 92.4%. In 
einem real en Ring bewirken Feldfehler, daB die Polarisation durch die soge
nannte "Spin-Bahn-Kopplung" /6/ wieder ganz oder teilweise zerstOrt wird. 

Die Messung der Polarisation an den Speicherringen DORIS /7,8/ und 
PETRA /9,10,11/ zeigen, daB die depolarisierenden Effekte mit der GroBe des 
Speicherrings zunehmen. In DORIS konnte ohne Optimierung ein Polarisati
onsgrad von 90 % gemessen werden. In PETRA wurde ein Polarisationsgrad 
ungefiihr 80% erst erreicht, nachdem eine Korrektur des Closed Orbits mit 
dem ''harmonic orbit matching"-Verfahren /12,13/ durchgefi.ihrt worden war. 
Durch diese Korrektur wird die Spin-Bahn-Kopplung minimiert. 

Es stellt sich die Frage, ob sich diese Tendenz in dem geplanten neuen 
Speicherring HERA fortsetzt, dessen Umfang dreimal so gro:B ist wie der von 
PETRA. Durch den Einbau von "Spinrotatoren" (eine jeweils 60 m lange 
Anordnung von horizontalen und vertikalen Ablenkmagneten oder Solenoiden 
auf heiden Seiten jeder Wechselwirkungszone /14,15/ ) soli in HERA eine 
longitudinale Polarisation erzeugt werden. 

Urn diese Frage vor der Fertigstellung von HERA zu beantworten, wur
den auf dem Computer Simulationsrechnungen durchgefiihrt. Das erste Com
puterprogramm, das die Polarisation in Elektronenspeichcrringen berechnen 
kann, ist das von A. Chao entwickelte Programm "SLIM" /16,17/. SLIM be~ 
rechnet die Spin-Bahn-Kopplung in linearer Niiherung und kann deshalb auch 
nur depolarisierende Resonanzen erster Ordung beschreiben. 

Bei den Messungen an PETRA /11/ und SPEAR /18/ hatte es sich je~ 
doch gezeigt, das die nichtlinearen Effekte einen nicht zu vernachHissigenden 

Anteil an der Depolarisatoion haben. A us diesem Grund wurde es notwendig, 
ein neues Programm zu erstellen, das diese Nichtlinearitiiten beriicksichtigt. 
Wlihrend SLIM die Polarisation mit der Methode der StOrungsrechnung er
mittelt, mu6te bei dem neuen Programm das Tracking-Verfahren verwendet 
werden. Dieses neue Programm hei6t SITROS . 

lm SITROS Programm sind aile Effekte beriicksichtigt, die das Polari~ 
sationsverhalten beeinftussen: Bei der Berechnung der Teilchenbahnen wer
den ChrornatiziUit, Diirnpfung, Quantenanregung, Multipole und die Strahl
Strahl~ Wechselwirkung betrachet, die Spindrehungen werden in Abhiingigkeit 
von den elektromagnetischen Feldern auf den Teilchenbahnen ausgefiihrt. 

Damit das Programm nicht untragbar viel Rechenzeit benOtigt, werden 
verschicdenc Niihcrungen angewandt, die in diescr Arbeit ausfiihrlich disku
tiert werden. Die Rechnungen fi.ir den Speicherring PETRA zeigen, daB das 
SITROS Prograrnm mit diesen Niiherungen eine gute Beschreibung des Pola
risationsverhaltens liefcrt. 
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2. QUANTENMEC!IANISCHE BETRACHTUNG DES SPINS 

2.1 Der Spin und das magnetische Moment des Elektrons 

Der Begriff des Elektronenspins wurde 1926 von Goudsmit und Uhlenbeck 
eingefiihrt: Das Elektron hat einen Eigendrehimpuls S, der hlit dem rnag
netischen Moment j1 verbunden ist durch: 

e 4 
4 g s 

JL = 2mec (2.1) 

Der Faktor g beschreibt dabei den Unterschied zu einer geladenen Kugel mit 
dem Drehimpuls i, deren magnetisches Moment 

e 4 

ih= --L 
2mkc 

(2.2) 

ist. Goudsmit und Uhlenbeck postulierten g = 2. Damit konnte der anormale 
Zeemaneffekt erkliirt werden. 

1927 zeigte Thomas /19/, daB mit dem g-Faktor 2 auch die Feinstruk
turaufspaltung richtig beschrieben wird~ wenn die durch die relativistische 
Bewegung entstehende zusatzliche Rotation beriicksichtigt wird (Thomas
Prazession). 

Mit der relativistischen Elektronentheorie von Dirac /20,21/ wurde 1928 
eine geschlossene Beschreibung des Spins geschaffen. Die Dirac-Gleichung ist 
eine relativistische Verallgemeinerung der SchrOdingergleichung. 

Die Hamiltonfunktion fiir ein freies Teilchen lautet in der nichtrelativi-
stischen Form: 

und in der relativistischen Form: 

lJ- p2 
2m 

H2 = c2p2 + m;c4 

(2.3) 

(2.4) 

Werden die Gleichungen als quantenmechanische Operatorgleichungen be
trachtet, so muB man H = ihf, und p = -ihV setzen. (2.3) ist deshalb 
eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit, (2.4) ist von 2. Ordnung. 
Dirac ersetzte {2.4) durch den Ansatz: 

(H- ca · p- (3m,c 2 )(H + ca ·f)+ (3m,c2
) = 0 (2.5) 
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(2.5) ist mit (2.4) idcnlisch, wcnn 5 und (3 Matrizen sind, die den Vertau
schungsregeln geniigen: 

O:JlO:v + O'vO:Jl = 261-tv 

<>vf3 + f3<>v = 0 

(32 = 1 

Diese Bedingungen kOnnen mit 4 X 4-Matrizen erfilllt werden, die die 2 x 2 
Pauli-Matrizen a 2 , ay, az als Unterrnatrizen enthalten: 

O:x = ( 0 "x) c.y=(O "Y) a,=(o "') 
ax 0 CTy 0 az 0 (3=(~1 ~) 

(2.6) 
Eine \Vellenfunktion, die der Gleichung 

(H + ca · p + (3m,c2 )'1! = 0 (2.7) 

geniigt, ist auch eine Liisung der Gleichung (2.5). Die Gleichung (2.7) wird 
Dirac-Gleichung genannt. Sie hat den Vorteil, daB sie wie die SchrOdinger
gleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist. 

Bei der Verwendung der Hamiltonfunktion (2.7) stellt man fest, daB der 
Drehimpuls L = i' X j! keine ErhaltungsgrOBe ist oder quantenmechanisch 
ausgedriickt: H und l sind nicht kommutativ. Wenn der Gesamtdrehimpuls 
wie in der klassischen Mechanik eine ErhaltungsgrOBe sein soli, so muB der 
Spin s des Elektrons als zusatzlicher Drehimpuls eingefiihrt Werden, so daB 
i = L + S mit H kommutiert. Dieser Spinoperator hat die Form: 

4 he:; 
s =-a 

2 
(2.8) 

wobei iJ ein Vektor aus 4 X 4-Matrizen ist: 

--("• 0) --("Y 0) r7x- ~-
0 ~ 0 r7y 

ay = (
"· 0 ) 
0 (7 z 

Der EinftuB von auBeren elektromagnetischen Feldern wird 
tigt, wenn man in den Gleichungen (2.5) oder {2.7) 

beriicksich-

ll durch H - e¢ 

und p durch f-'A 
' 

(2.9) 
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ersetzt, wobei A und ¢ die elektromagnetischen Potentiale sind. Sctzt man 
(2.9) in (2.5) ein, so erhiilt man, da p nicht mit A kommutiert, nach einigen 
Umrechnungen /22/: 

(ll ")' '(~ eA~)' '• •"' B~ . • ~ E~ - eop - c p - ~ - me c + ena · + zenca · = 0 (2.10) 

Zerlegt man hier H in die kinetische Energie und die Ruhemasse des Elektrons 
H = Hkin +mec2 und betrachtet die nichtrelativistische Niiherung, in der die 
Energien li kin und e¢ klein gegeniiber der Ruhemasse -sind, so erhalt man 
mit (H- e¢) 2

- m;c4 "'2m,c2 (Hkin- e¢): 

1 ~ e ~ 2 eh --; ~ 
Hkin = -

2 
-(p- -A) + e¢- ··--" · B 

me c 2mec 
(2.11) 

Diese Gleichung wird Pauli~Gleichung genannt. 

Identifizieren wir in {2.11) den Ausdruck ,eh if das magnetische Moment m,, 
des Elektrons, so erhalten wir mit (2.8): 

e ~ 
~ 2 - s 
J.t = 2mec 

A us der Dirac-Gleichung folgt also der g-Faktor g = 2. 

Experimentell findet man jedoch, daB der g-Factor nicht genau 2 sondern 
etwas grOBer ist. Die GrOBe a :::::: (g- 2)/2 nennt man das anormale mag
netische Moment des Elektrons. Gemessen wurde /23/: 

a= (115965.77 ± 0.35) · 10-8 

Die Abweichung zum Faktor 2 HiBt sich durch die Quantcnelektrodynamik 
erklarcn. In dem Ansatz zur Dirac-Gleichung wurden die elektromagnetischen 
Felder durch die klassischen Potentiale eingefiihrt. Diese Felder miissenjedoch 
durch Feldquanten (Photonen) beschrieben werden. Die sogenannten Strah
lungskorrekturcn ergeben dann die Abweichung im g-Faktor. 

2.2 Die LOsung der Dirac-Gleichung fiir ein freies Elektron 

Die Dirac-Gleichung ist ein Differentialgleichungssystern 1. Ordnung fiir 
die vier Komponenten der Wellenfunktion. Fiir ein freies Teilchen, das sich 
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in z~Richtung bewegt, lautet die Wellenfunktion: 

( ~~ l i(b-wt) 
"' = A3 e 

A• 

Es gibt zwei linear unabhangige LOsungen mit positiver Energie fiir die Wei~ 
lenfunktion, die die Dirac~Gleichung erfiillen: 

\j1 1 = ( ~ ] ei(b-wt) cp_. 
E+m~cz 

0 

und \j1 2 = ( ~ l ei(b-wt) 

-cp~ 

E+m~cz E+• 

Dabei ist E = hw und Pz = hk. 

W 1 und W2 sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Operators a; mit den 
Eigenwerten ±1. Sie sind deshalb die Wellenfunktionen fiir Teilchen, deren 
Spin parallel oder antiparallel zur Bewegungsrichtung steht. 

Man kann jcdoch kcine Linearkombination von W 1 und \liz finden, die Ei
genfunktion fiir die Operatoren a; oder ii; ist, es sei denn, Pz ist null, d.h. das 
Laborsystem ist das Ruhesystem des Elcktrons. Eine beliebige Spinrichtung 
kann also nur im Ruhesystem des Elektrons definiert werden. 

Wir definieren deshalb den Spin als eine Eigenschaft des Elektrons in 
seinem Ruhesystem. · Die 3. und 4. Komponente der Wellenfunktionen ist 
dann identisch null, so daB der Operator 'ii in den Gleichungen (2.8) und 
(2.11) auf die 2 X 2 Paulimatrizen reduziert werden kann. 

2.3 Die Polarisation des Elektronenstrahls 

In einem Speicherring werden die Elektronen in Pakcten (Bunch) mit 
~ 1011 Teilchen beschleunigt. Urn die Polarisation des Strahls zu beschreiben, 
definieren wir uns den Polarisationsvektor 

~- < "'10'1"' > 
~ = < "'I'll > 
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als Erwartungswert des Spinoperat.ors U. Die \Vellenfunktion rnuB dabei so 
normiert sein, daB < WIW >= N die Anzahl der Teilchen im Bunch ist. [ ist 
also ein Vektor, dessen Betrag maximal 1 ist. 

Betrachtet man die Polarisation in z-Richt.ung ~z, so erhalt man fiir die 
Wellenfunktion W = (:~)ei(kz-wt): 

( _ !a1l 2 -la2l2 _ Nl- Nl 
'- la1l2 + la2l 2 - Nl + Nl 

(2.13) 

Dabei sind Nl und Nl die Anzahl der Elektronen, deren Spin· in z-Richtung 
h d h . +z un - 2 1st. 

Da im Ruhesystem des Elektrons keine Richtung ausgezeichnet ist, gilt 
die Beziehung (2.13) fur jede beliebige Polarisationsrichtung. Die Bezeich
nung z-Richtung wird im folgenden fiir die vertikale Richtung benutzt. Im 
Unterschied dazu wird die Richtung, in der wir die maximale Polarisation 
erwarten, it-Achse genannt. 

Denkt man sich den Strahl a us zwei Einzelstrahlen mit N 1 , N2 Teilchen 
zusammengesetzt, deren Polarisation in it-Richtung (1, 6 ist, so gilt: 

N! + N 1 - N 1 - N 1 
E= 1 2 1 2 

N 1 + N 1 + N 1 + N 1 
I 2 I 2 

N1 E1 + N2(2 
N 

(2.14) 

d.h. die Polarisationsvektoren werden gewichtet mit der Anzahl ihrer Teilchen 
gemittclt. 

2.4 Polarisationsaufbau durch den Sokolov-Ternov-Effekt 

Ein Elektronenstrahl,der in einem Speicherring umlauft, kann durch den 
sogenannten Sokolov-Ternov-Effekt /5/ polarisiert werden. Dieser Effekt er
gibt sich aus der quantenhaften Abstrahlung der Synchrotronstrahlung. Bei 
der Emission des Photo:ns kann der Spin des Elektrons umklappen. Die Rate 
solcher Emissionen mit "Spin-flip'' ist: 

8 •] , 2. 2 n·b 5v'3 C

2

/ n [1- -(n · S) + 5v'3 R = 16 m;c2p3 9 (2.15) 

7 

Dabei ist. ii die Richtung, des Elektronenspins vor der Emission. b ist ein 
Einheitsvektor in Richtung des ablenkenden Magnctfeldes und 8 die Bewe
gungsricht.ung des Elektrons. e ist die Elektronenladung 1 1 der Lorentzfaktor 
und p der Kriimmungsradius der Elekt.ronenbahn. 

F'iir die Anzahl Ni der Elcktronen mit Spin in und Nl mit Spin gegen 
die it-Richtung liiBt sich folgende Zeitabhiingigkeit aufstellen: 

dN
1 

= RllNI _ R1lN1 
dt 

Rl I und Rl 1 sind die Raten fur den Ubergang des Elektrons aus dem Zu
stand "Spin up (NT)" in den Zustand "Spin down (N l )" und umgekehrt. Die 
Gesamtzahl der Elektronen ist N = Nl + N l. Dann ist: 

dNl = RllN- (R11 + Rll)Nl 
dt 

Die allgemeine LOsung dieser Differentialgleichung ist: 

N 1(t) = Nl(t = O)e-(R"+R")t + RllN (1- -(R11 +R")t) 
Rli+Rll e 

Ebenso erhiilt man: 

Nl(t) = Nl(t = O)e-(R"+R'')t + RllN (1- -(R"+RI1)t) 
Rll+Rll e 

Daraus erhalten wir durch Einsetzen in (2.13): 

Rll -Rll 
((!) = W = O)e-(Rll+R")t + (1- -(R"+R")') 

Jlll+Rll e 

Hieraus ergibt sich eine maxim ale Polarisation 

und eine Polarisationszeit: 

R11- Rll 
P== Rll+Rll 

_l_=Rll+Rll 
Tp 

8. 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 



Bei der Berechnung von Poo und Tp sind wir davon ausgegangen, daB die Spin
flip Raten im ganzen Ring konstant sind. In einem realen Speicherring sind 
zwischen den Ablenkmagneten auch gerade Stiicke enthalten und der Winkel 
zwischen der ft-Achse und dem Magnetfeld ist nicht konstant. Unser Ansatz 
gilt jedoch, da die Umlaufzeit gegeniiber der Polarisationszeit sehr klein ist. 
Wir miissen nur die iiber einen Umlauf gemittelten Raten fiir R!l und RU 
einsetzen. Wir erhalten: 

Poo = 
f 

1 ~ 

8 1P'1 b · iids 

sy'3 f i?-J (1- ~ (ii·S)
2
) ds 

(2.19) 

_1_ = sy'3 e2"fsn. / _1_ (1- ~ (ii·S)2) ds 
Tp 8 m;c2 L IP3

1 9 
(2.20) 

L ist der Ringumfang. 

In einem ebenen Ring wie PETRA ist die Polarisationsrichtung parallel 
zu den Ablenkfeldern, so daB man fiir die ideale Maschine 

Poo = 8 
sy'3 = 92.37% 

erhiilt. 

Durch die sogenannte "Spin-Bahn-Kopplung" gibt es jedoch in einem 
realen Speicherring eine zusiitzliche Depolarisation 1 , die in den Gleichungen 
(2.19) und (2.20) nicht enthalten ist. 

Durch die Emission von Photonen werden Betatronschwingungen des 
Elektrons angeregt. Sind die elektromagnetischen Felder auf der Schwingungs
bahn von den Feldern auf der ldealbahn verschieden, so erfolgt dadurch eine 
Anderung des Spinerwartungswertes an der gleichen Stelle nach der Diimpfung 
der Betatronschwingung. 

Die dadurch entstehende Depolarisation wird durch die Depolarisations~ 
zeit Td beschrieben. Die maximale Polarisation und die Polarisationszeit ist 

1 D<i die Synchrotronstrahlungsleistung von der P'olarisationsrichtung des Strahls abhlingt, 
kann die Spin-Bahn-Kopplung auch einen Polarisationsaufbau mit einer maximalen Pola
risation von 95% bewirken. Die dafiir notwendigen Bedingungen sind in /6/ beschrieben. 
Dieser Effekt wird im SITROS Programm nicht beriicksichtigt, da er fiir die bei DESY 
existierenden und geplanten Speicherringe ohne Bedeutung ist. 
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bci Bcriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung: 

Td 
n -P=-+r Fmax- Tp d 

T = Tp + Td 
(2.21) 

2.5 Die Bewegung des Polarisationsvektors unter 3.u6eren Feldern 

Die Richtung des Polarisationsvektors E iindert sich unter dem EinfluB 
von auBeren elektromagnetischen Feldern. Die Anderung wird nach dem Eh
renfesttheorem aus der Pauligleichung (2.11) bestimmt: 

mit 

rl_ < ii<IO'Iw >=< wiH ·if- if· Hlw > 
dr 

l .... e--2 en ....... 
H=-(p--A) +e<l>-g---rr·B 

2me c 2mec 2 

(2.22) 

(2.11) 

Die Ableitung nach dr unterstreicht, daB diese Gleichung fiir das Ruhesystem 
des Elektrons gilt. Durch Einsetzen von (2.12) erhiilt man: 

d ~ e ~ ~ 
-d ~=g-2-~xB 

T mec 
(2.23) 

Der Vektor { ist ein axialer V~ktor im Ruhesystem des Elektrons. Wir 
wollen seine Bewegung durch GrOBen beschreiben, die im Laborsystem de
finiert sind. Dazu wollen wir die Gleichung (2.23) zu einer Gleichung mit 
kovarianten Vierervektoren erweitern /24/. Die Elemente, a us der diese Glei
chung bestehen soli, ist ein Viererpolarisationsvektor C'', die Vierergeschwin
digkeit uv des Elektrons im bewegten System und ihre Ableitung d:fr" und 
der elektromagnetische Feldtensor FvJ.t. 

lm Ruhesystcm soli die Zeitkomponente €0 des Vierervektors null sein, so 
daB ~" in [ iibergeht. Wegen der Erhaltung des Skalarprodukts von Vierer
vektoren gilt dann: 

Uv~" = 0 

10 



Der Zusammenhang zwischen ( und Ev ergibt sich daraus durch: 

2 

e,2,3 = t+ -~-ur {). !i 
1+1 

~0 = liJ. ~ 
(2.24) 

Dabei ist iJ = ~ die Geschwindigkeit des Elektrons im Laborsystem. Die 

rechte Seite der kovarianten Gleichung soli wie Gleichung (2.23) linear in F"M 
und Ev sein. Ein allgemeiner Ansatz ist: 

d<" a a dU" · 
_,_ = F"M~ + --"(~ F"MU )U" + --"(~ ~)U" 
dr at ~' c "' ~' c2 v dr (2.25) 

wobei at, a2, a 3 Konstanten sind. Diese werden aus den Bedingungen UvE"' = 
0 und d(Uv~")fdr = 0 bestimmt und daraus, daB (2.25) im Ruhesystem des 
Elektrons mit (2.23) identisch sein soli: 

e 
= g -a I = a2 2mec a3 = -1 

A uBerdem set zen wir die Lorentzkraft in der Form: 

ein und erhalten aus (2.15): 

dU" _ _e F"MUM 
~-mec 

d€" = _e_ [g_F""~ + ~(g- 2 )(~vF""UM)u"] 
dr mec 2 J.' c2 2 

(2.26) 

Diese Gleichung wird nach Bargman, Michel und Telegdi /25/ BMT-Glei

chung genannt. Durch Einsetzen der Gleichung {2.24) kann die BMT-Glei
chung in die gebriiuchlichere Form umgeschrieben werden: 

" [ 2 d~ e " " 1 " " " 
-=--~x (ia+l)B-a--(f3·B)·f3 
dt m,q 1 + 1 

- ( 10 + I ~ 1) (/J X E) l (2.27) 
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3. BERECIINUNGSMETIIODEN FUR DIE TEILCHENBAHN 

DES ELEKTRONS 

Zur Berechnung der Spinbewegung werden die Methoden verwendet, die 
sich bei der Berechnung der Teilchenbahnen bewahrt haben. Die Beschreibung 

des Elektrons muB dabei nur durth die Spinkorilponenten erweitert werden. 
lm folgenden werden deshalb die Bahnberechnungsmethoden erlautert und 

danach der Spinteil ergiinzt. 

3.1 Das Differentialgleichungssystem fiir die Teilchenbewegung 

Bei der Planung eines Speicherrings wird die Bahn des idealen Teilchens 

festgelegt. Sie wird durch den Ablenkradius der Fi.ihrungsmagnete, deren 
LB.nge und Abstande beschrieben. Diese Teilchenbahn wird "Design Orbit" 
genannt. Die Optikberechnungen werden im allgemeinen in einem krummli

niges Koordinatensystem durchgefi.ihrt, das mit der Projektion des Teilchens 
auf dem Design Orbit mitbewegt wird (Abbildung 1). 

Die Bewegung eines beliebigen Teilchens wird in einem kartesischen Ko
ordinatensystem durch die Lorentzgleichung bestimmt: 

d ( E ·) " e ( · ") " dt c2 r = eE + ~ r x B + R (3.1) 

Dabei ist i der Ortsvektor des Elektrons mit der Ladung e, E die Teilchen

energie, c die Lichtgeschwindigkeit, E und B sind die elektrischen und ma

gnetischen Felder und R ist die Riickwirkung der Synchrotronstrahlung auf 

die Elektronen /26/: 

" 2 e
2 ~ ( ·· 2 1

2 ~·· 2) R=---r (r) +-(rr} 
3 c5 c2 

(3.2) 

An Stelle der Zeit t wird eine neue unabhiingige Variable eingefiihrt: Die 

Bahnlange s entlang des Design Orbits. 1st l die Bahnlange entlang der 
tatsiichlichen Teilchenbahn, so geht das Differential i.iber in: 

d 
dt 

ds dl d 
- - -
dl dt ds 

v d 
l' ds 

(3.3) 

Die Ableitung nach s wird durch das Zeichen 1 gekennzeichnet. list die Liinge 
der Teilchenbahn, dl/dt die Teilchengeschwindigkeit v"" c. l' gibt daher das 
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Bild 1 Beschreibu;g einer Teilchenbahn in dem auf dem Design Orbit mitbe
wegten Koordinatensystem. 
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Verhaltnis zwischen der Lange der Teilchenbahn und des Design Orbits an. 
Wir teilen die Energie E des Teilchens auf in die Sollenergie E0 und die 
Energieabweichung D. E. Es ist dann E = Eo(1 + 8) mit 8 = "-f. 

Einsetzen in die Lorentzgleichung gibt dann: 

e -. 1 e -- 2 e2 T' 
-E + --r' x B- --~~(1 + 8) 4

- [(r")2 _ (1")2] = 
Eo I' Eo 3 mo (1')5 

~ [8'?' + (1 +8) (r" -1;:r')] 
(3.4) 

Wir zerlegen den Vektor T von einem frei wahlbaren Nullpunkt zum Ort des 

Elektrons in den Vektor R zum Ursprung des mitbewegten Koordinatensy
stems und die relativen Koordinaten x und z. Bezeichnen wir die Einheits
vektoren im gekriimmten Koordinatellsystem mit X, Z, S dann gilt: 

i=fi+xi+zZ 

~' dR dx ~ di dz ~ dz 
r =-+-x+x-+-z+z-

ds ds ds ds ds 

(3.5) 

Hier miissen die Frenetschen Formeln eingesetzt werden, in denen hx und hz 
die Kriimmungen des Design Orbits sind: 

dR ~ 
-=s 
ds 

·wir erhalten: 

di h ~ 
=- xB 

ds 
dz 
ds = -hzB 

di! 
ds = hxi + h,z 

_, '~ h ( 1 h h ) ~ T =X X+ Z Z + - X x - Z z 8 

~" ( " h h2 h h ) ~ r =x + x-Xx-ZxzX 

+(/' + h, - xhxhz - zh;)z 

+(-2x'hx- 2z'h,)i! 

Zur Berechnung von l' benutzen wir: 

(dl) 2 = (di') 2 = (r'ds) 2 = r' 2 ds2 

l' 2 = ( dl ) 2 = pn 
ds 

= 1 - 2xhx - 2zhz + .z'2 + z' 2 + 2xzhxhz + x 2 h; + z 2 h~ 
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Die elektrischen und magnetischen Felder des Beschleunigers werden in bezug 
auf den Design Orbit angegeben: 

B =B(x, z, s, t) 

iJ =E(s,t) 
(3.8) 

Die elektrischen Felder in den Beschleunigungsstrecken und die Felder spe
zieller Magnete hiingen von der Zeit t ab. Der Zeitpunkt1 in dem das Teilchen 
das Feld passiert, hiingt von der Lange l der Teilchenbahn ab. Die Liinge 
erhalten wir aus l' durch Integration: 

, 
l = J l'ds 

0 

Mit t = l - s ergibt sich die Zeit aus: 

t = to(s = 0) + (s + t)/c = lo(s) + tfc 

(3.9) 

Neben X 1 x
1, z, z' 1 f ist die relative Energieabweichung {J = !:::.EE eine Variable 

des Teilchens. Sein Zustand wird also durch den 6-dimensionalen Vektor 
X = (x, x'' z, z1

' e, b) angegeben. Setzt man f 1
' f"' E, jj in die Lorentzglei

chung ein, so erhiilt man ein System von nichtlinearen, gekoppelten Differen
tialgleichungen. 

Anmerkung: Es ist auch die Darstellung mOglich, in der das Koordi
natensystem mit konstanter Geschwindigkeit ( wie ein Teilchen) auf dem De
sign Orbit mitgefiihrt wird und die longitudinale Abweichung des Teilchens 
im Vektor T explizit enthalten ist: 

r = R + xx + zz + es 

Die Beschreibung der Magnetfelder ist in dieser (konsequenteren) Darstellung 

jedoch komplizierter: Statt B = B(x, z, s) schreiben wir dann B = B(x, z, s+ 
t). In unserer Darstellung hiingt B nicht von tab. Erst bei der Beschreibung 
zeitabhiingiger Felder mufi der Zeitpunkt a us e ermittelt Werden. 
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3.2 Berechnung der linearen Optik 

Bis bier sind in der Entwicklung der Bewegungsgleichung aile Nichtli
nearitiiten einbezogen worden. Linearisiert man das Differentialgleichungssy
stem1 so kann man die analytische LOsung des Gleichungssystems fiir Stiicke 
mit jeweils konstanten Feldkoeffizienten angeben. 

Die Magnetfelder werden dazu nach den Potenzen der Koordinaten x und 
z entwickelt. Wir schreiben 1: 

e -
Eo B,(x, z, s) =- hx(s)- ix(s) + k(s)x + k(s)z + hi:ihere Ordnung 

e -
Eo Bx(x, z, s) = h,(s) + j,(s) + k(s)z- k(s)x + hi:ihere Ordnung (3.10) 

e 
Eo B,(x, z, s) = h,(s) 

Dabei wurden die Abkiirzungen benutzt: 

hx + ix -'-Bz(x z = 0) 
Eo ' 

(Dipolstiirke) 

- hz- iz -'-Bx(x z = 0) 
Eo ' 

(Dipolstiirke) 

h, = ;
0 

Bs(x, z = 0) (Solenoidstiirke) 

k ..£ dBz _ e dBx ( 45-grad Quadrupolstiirke) 
Eo dz - Eo --;:[X 

k = ..£ dBx _ e dBz ( Quadrupolstiirke) Eo dz - - Eo """"dX 

Zur Vereinfachung werden nur konstante transversale elektrische Felder und 
longitudinale Magnetfelder zugelassen. Wir beschreiben die Wirkung der elek
trischen Felder mit: 

e 
fx = Eo Ex 

e 
fz = Eo Ez (3.11) 

t:s = ...:._ Vpeak (sin r/Jo + k 
2

rr f cos ¢0 ) 
Eo L 

= fso + lfsl 

Dabei ist </>o die Sollphase des Cavities, L ist der Ringumfang und k ist die 
Harmonischenzahl k = ~, A ist die Wellenliinge der Hochfrequenz. 

1 Wir zerlegen die Dipolstiirke in die Sollkriimmung h( s) und die StOrung j(s) 
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Die in einem Speicherring verwendeten Magnete sind im allgemeinen so 
gestaltet, daB die MagnetsUi.rken iiber die Lange des Magneten nahezu kon
stant sind. Deshalb treten die Ableitungen dB/ds nicht auf. Bei Dipolen und 
Solenoiden werden die Feldanderungen an den Magnetenden durch spezielle 
Fokussierungselemente nachtrii.glich beriicksichtigt. 

mit 

Das lineare Differentialgleichungssystem hat dann die Form: 

x" =Gxx + Gxz + £ 8oX
1 + h8 Z

1
- hxb + fx + ix 

z" =Gzx + Gzx + fsoZ
1

- hsX
1

- hzb + fz + Jz 

f/ =tso + ftsl- fsohxx- £ 8 ohzz + fxX 1 + fzZ
1 

+C~b2 + Bxx + Bxz + Bx•x' + Bx•Z' + 2C~b26 
e' =- hxx- hzz 

2 e2 

c -- --·/ 
"f- 3mo 0 

Gx =- k- h;- 2jxhx + fsohx 

Gz =- k- h;- 2jzhz + fsohz 

Gx =- k- hxhz- 2J~hz + fsohz 

Gz =- k- hxhz - 2j2 hx + f. 8 ohx 

( - 2 2) Bx =C0 -2kbx- 2kbx - 2hxbx- 2hxhxbz + hxb 

( 
- 2 2 Bx =C0 -2kbz- 2kbx- 2hzbz- 2hxhxbx + hxb ) 

Bx' =2C~(bx<so + bxhs) 

Bx' =2C~(bz<so- bxhs) 

h2 =h2 + h2 
X Z 

bx =hx + ix + fx 

bz =hz + Jz + fz 

b2 =bx + bx 

(3.12) 

Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung lii6t sich in ein System 1. 
Ordnung umschreiben in der Form: 

X'= AX+ c (3.13) 
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Dabei ist A die 6 X 6 Matrix: 

0 1 0 0 0 0 
Gx <so Gx hs 0 hx 
0 0 0 1 0 0 

Gx - h, Gz <so 0 hz 
hx 0 - hx 0 0 0 

Bx - fsohx fso + Bx1 Bz - fsohz f 8 o + Bz' <sl 2C~b2 

und C ist der Vektor: 

c = (0, fx + Jx, 0, fz + Jz, 0, C~b2 +<so) 

Die Transformation eines Zustandsvektors X durch einen Magneten, ein Ca
vity oder ein feldfreies Stiick Ia:Bt sich durch die homogene LOsungsmatrix M 
und den inhomogenen LOsungsvektor fi darstellen: 

X(si) = M(s,, so)X(so) + H(s,, so) (3.14) 

Dabei ergeben sich M und H als Losung der Differentialgleichung mit/27 j: 

= 1 
M = eA·(sl-so) = 2:::: 'An(St- so)n 

n. 
n=O 

H = (1- M(s,, soW'C 

(3.15) 

Neben dieser Losung durch Reiherientwicklung la6t sich die Matrix M und 
H oft auch analytisch errechnen. Dazu kann z.B. die Methode der Laplace 
Transformation verwendet werden. 

Wir fiigen unserem 6-dimensionalen Teilchenvektor nun eine 7. Kompo
nente zu, die konstant=l ist. Damit kOnnen wir die homogenen und inho
mogenen Terme der Differentialgleichung in gleicher Weise durch eine Matrix 
M1x1 beschreiben, die aus M und fi zusammengesetzt ist. 

Die Transformation fiir einen Umlauf im Speicherring (U mlaufmatrix) 
ergibt sich durch Multiplik~tion der Einzelmatrizen. 
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3.3 Der "Closed Orbit" als neues_Bezugssystem 

Die Definition des Design Orbits ist unabhingig von StOrfeldern durch 
Fehlaufstellung oder Fehlerregung der Magnete und von Sirahlungseffekten. 
Deshalb ist der Design Orbit in einem realen Speicherring keine wirkliche 
Teilchen bahn. 

Die geschlossene Teilchenbahn in einem Speich erring nennt man "Closed 
Orbitn. Der Closed Orbit ist die zentrale Teilchenbahn im Strahl. Aile ande
ren Teilchen schwingen urn den Closed Orbit,. Die Schwingungen lassen sich 
einfach beschreiben, wenn man nicht den Design Orbit, sondern den Closed 
Orbit als Bezugssystem wahlt. Da der Closed Orbit im Gegensatz zum De
sign Orbit eine wirkliche Teilchenbahn ist, entsprechen die Kriimmungen den 
Ablenkfeldern. Die inhomogenen Terme der Differentialgleichung entfaiJen in 
diesem Bezugssystem. 

Zur Beschreibung einer beliebigen Teilchenbahn geht man deshalb in zwei 
Schritten vor: 

1. Der Closed Qrbit wird in bezug atif den Design Orbit beschrieben 
(7 x 7 Matrix). 

2. Die gesuchte Teilchenbahn wird in bezug auf den Closed Orbit be
schricben (6 X 6 Matrix). 

In der linearen Rechnung ergibt sich der Closed Orbit durch den Eigen
vektor der Umlaufmatrix M1x1 mit dem Eigenwert 1. In einer nichtlinearen 
Rechnung kann man den Closed Orbit finden, in dem man iterativ die Um
laufmatrix in bezug auf den vorlaufig errechneten Closed Orbit und deren 
Eigenvektor bestimmt. 

3.4 Die Strahlausdehnung ln der Iinearen Maschine 

Der Verlauf einer Teilchenbahn mit dem Anfangsvektor X IaBt sich mit 
Hilfe der Eigenwerte Ak und der Eigenvektoren Ek der Urnlaufmatrix M6x6 
vorhersagen. Es gibt dr~i Paare von zueinander konjugiert komplexen Eigen
werten. Die Eigenvektoren bilden eine orthogonale Basis im 6-dimensionalen 
Zustandsraum. Des-halb JaBt sich jeder bcliebige Teilchenvektor als Linear
kombination der Eigenvektoren darstellen. Transformier_t man nun. den Teil
chen"vektor und die Eigenvektoren durch den Ring, so bleiben die Amplituden 
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Ak der Linearkombination konstant. 

X(si) = M X(so) = M I>kEk(so) = I>kM Ek(so) = L AkEk(si) 
(3.16) 

Der Verlauf der Teilchenbahn wird also durch den Verlauf der Eigenvektoren 
bestimmt. 

Der Verlauf der Eigenvektoren wird nun durch den dazugehOrigen Ei
genwert bestimmt. Mit jcdem Umlauf werden die Eigenvektoren mit ih
rem Eigenwert multipliziert. Haben die Eigcnwerte den Be trag 1, so bleibt 
die Schwingungsamplitude konstanti ein Betrag kleiner 1 entspricht einer 
Dampfung, ein Betrag grOBer 1 einer Entdampfung. 

In einem Elektronenspeicherring ist die Teilchenbewegung durch den 
Energieverlust durch die Synchrotronstrahlung gedampft. Dieser Dampfungs
effekt wurde durch die Strahlungsriickwirkungskraft in unsere Differential
gleichungen einbezogen. Dabei wurde jedoch nicht beriicksichtigt, daB die 
Abstrahlung nicht kontinuierlich, sondern stochastisch erfolgt. 

Die Strahlungsriickwirkung (1.2) muB deshalb aufgeteilt werden in den 
bisher berechneten Mittelwert und die statistische Streuung urn den Mittel-
wert: 

ii =< ii > +6R (3.17) 

0 R ist dabei eine zufallige GrOBe, deren Verteilungsfunktion die Bedingung 
erfiillt /28/ : 

< 6R >= 0 und 
55r ,rqg _I __, 2 - 3 

< (6R) >- 24v'3moc P (3.18) 

p ist der Kriimmungsradius der Teilchenbahn. Die stochastischen Energie
spriinge bewirken eine Anregung der Teilchenschwingungen, die der Damp
fung entgegenwirkt. Die Strahldimensionen ergeben sich aus dem Gleichge
wicht zwischen Anregung und Dimpfung. 

Dicses Gleichgewicht lii.Bt sich in der linearen Rechnung ermitteln /29/, 
da dann Schwingungen, die durch einzelne Photonen angeregt werden, von
einander unabhangig sind. Fiir diese Berechnung wird die Teilchenbahn als 
Linearkombination der Eigenvektoren im 1. Umlauf mit zeitabhangigen Am
plituden Ak dargestellt. Hat der Eigenwert Ak die Form 

Ak = e-o:~:±l27rQ (3.19) 
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wobei ak die Dampfungskonstante dcr Schwingung ist, so ist die Anderung 
~2 

der Amplitude < IAkl > durch die Diimpfung: 

d ~2 2ak ~2 

dt < IAkl >= - To < IAkl > 

Dabei ist To die Umlaufzeit des Teilchens. Die Anderung der 
durch die Energiespriinge ist: 

d I~A !2 _ 1 55 r,h1
5 
fIE !2 1 d _ /k -< k >------ sk- s~-

dt 2rr R 48VS m, p3 To 

Amplituden 

(3.20) 

Esk ist dabei die 5. Komponentc des k-ten Eigenvektors. lm Gleichgewicht 
ist dann 

~2 2/k 
< IAkl >= - = 2<k 

"k 
(3.21) 

~2 

Die GrOBe Ek = ~ < IAkl > nennt man die "natiirliche Emittanz" des Strahls. 

3.5 Behandlung von Nichtlinearitaten 

In einer linearen Rechnung kann das Verhalten des gesamten Elektro
nenstrahls aus der Umlaufmatrix vorhergesagt werden, da die Matrix fiir alle 
Teilchen gleich ist. Da man in der nichtlinearen Rechnung einen solchen Ma
trixformalismus nicht verwenden kann, wird bier iiblicherweise das sogenannte 
Monte-Carlo-Verfahren angewendet. 

Dabei werden fiir cine Anzahl von Teilchen die Anfangskoordinaten mit 
einem Zufallszahlengenerator gewiirfclt. Die Bahnen dieser ausgewahlten Teil
chen werden dann mit dem Computer iiber viele UmHiufe unter Beriicksich
tigung der Nichtlincaritiitcn berechnet. Man gcht nun davon aus, daB die 
Probeteilchen den Strahl repriisentieren kOnnen, d.h. daB das Verhalten der 
anderen Teilchcn des Strahls sich im Mittel nicht stark von dem der Probe
teilchen unterscheidet. 

Fiir Berechnung einer Teilchenbahn unter Beriicksichtigung aller Nichtli
ne3.ritiiten ist bisher keine analytische MCthode bekannt. In Speicherringop
tiken sind aber die Nichtlinearitiiten im allgemeinen klein. Nichlineare Reso
nanzen kOnnen sich nur dann ausbilden, wenn die treibenden Kriifte grOBer 
als die Strahlungsdiimpfung sind. 
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Deshalb beriicksichtigt man nur die relativ starken nichtlinearen Krafte. 
Die GrOBenordnungen fiir die Variablen sind: 

X~ J0- 3m Z ~ J0- 3m 
xl ,......, 10-3 zl,......, 10-3 

e ~ w- 2 m 

b ~ w- 2 

Da die Bewegung der Teilchen nur in den Cavities von e abhiingt, sind die 
Terme, in den en fJ quadratisch auftritt, die wichtigsten. Diese Terme bewirken 
das chromatische Verhalten der Optik. Das Differentialgleichungssystem hat 
bei Beriicksichtigung der in 8 nichtlinearen Terme die Form 1 : 

u - fso 1 hs 1 hx fx + ix 
x =Gxx+Gxz+ (b+ 1)x + (b+ 1)z- (b+ 1)b+ (b+ 1) 

u - fsO 1 hs 1 hz fz + iz 
z =G,z+G,x+ (b+1)z- (b+1)x- (b+1)b+ (b+1) 

01 =Eso + ffsl ~ fsohxx ~ fsohzZ + fxX 1 + EzZ1 

+C~(1 + b) 2 [b2 + Bxx + B,z + Bx•x' + B,,z'] 

e' = - hxx - hzz 

. C 2 e2 3 
mit 1 =- --1o 

3mo 
k 2 2)~hx fsohx 

Gx =- (b+ 1) - hx- (b + 1) + (b+ 1) 

k 2 2jz-hz fsohz 
G, =- (b + 1) - h,- (b + 1) + (b + 1) 

G __ ____!.____ _ h h _ 2jxhz <,ohz 
X- (b+ 1) X z (b+ 1) + (b+ 1) 

- _ k h h 2j,hx <,ohx 
G,-- (b + 1) - X z- (b + 1) + (b + 1) 

Bx = - 2kbx - 2kb, - 2h'?.bx - 2hxh,b, + h,b2 

- 2 2 B, = - 2kb, - 2kb, - 2h,b, - 2h,h,b, + h,b 

B,, =2(b,<,0·+ b,h,) 

B,, =2(b,<so- bxhs) 

(3.22) 

1 Man beachte, dafi die Terme der sogenannte~ "schwachen Fokussierung" xhi und zh; 
nicht von der Energie des Teilchens abhiingen. Es handelt sich dabei um scheinbare Kriifte, 
die durch die Drehung des Koor,dinatensystems entstehen. 
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bx = hx + ix + fx 
b2 = b; + b; 

bz = hz + Jz + fz 
h2 = h; + h; 

Die GrOBe b' ist dagegen klein, d.h. b iindert sich in einem Magneten 
nur wenig. Es ist deshalb eine gute Niiherung, die Ausdriicke (I + 8) kon
stant zu lasSen und bier den Wert b(so) einzusetzen. Die Transformation 
eines Teilchens durch einen Magneten kann dann wieder durch eine Matrix 
beschrieben werden. Es ist aber zu beach ten, daB diese Matrix von der Ener
gie des Teilchen abhiingt, also fiir andere Teilchen mit verschiedener Energie 
nicht gilt. 

Zur Kompensation der Chromatizitiit verwendet man Sextupole. Die 
durch die Sextupole erzeugten Kriifte sind quadratisch in x und z. Die Sextu
polstiirke d~~x ist jedoch eine Zehnerpotenz gr06er als die Quadrupolstiirken, 
so daB die Sextupole einen erheblichen Anteil der Nichtlinearitiiten ausma
chen. 

P.ie Sextupole werden durch die "diinne-Linsen"-Niiherung berechnet. 
Man macht dabei die Annahme, daB sich die Anderung der x- und z-Ko
ordinaten des Teilchen innerhalb des Sextupols vernachUissigbar sind. Die 
Di:fferentialgleichung lii6t sich dann Ieicht integrieren. 

3.6 Die Strahl-Strahl- Wechselwirkung 

Die Strahl-Strahl-Wechselwirkung wird im SITROS Programm in der 
Niiherung als diinne Linse berechnet. Dazu wird die bekannte Forme! 

2Nr 1= ( x
2 

z
2

) .0..z1 =--ez Jqx·q~exp ---- dq 
I Qx Qz 

0 

2Nr 1= ( x
2 

z
2

) .0..x1 = __ ex Jq~ · Qz exp ---- dq 
I Qx Qz 

(3.23) 

0 

mit Qx = 2u; + q und Qz = 2cr~ + q 

benutzt /34/. Die Forme! wird im Anhang hergeleitet und dabei die verwen
deten Niiherungen aufgezeigt. Die Integrale lassen sich analytisch losen /35/, 
die Losungen enthalten dabei die komplexen Fehlerfunktionen. Auf die Tabel
lierung dieser Funktion wie in /36/ zur Rechenzeitersparnis wurde in SITROS 
verzichtet, weil die Berechnung der Strahl-Strahl-Wechselwirkung nur einen 
Bru<::hteil der Rechenzeit der Spintransformationen benOtigt. 
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4. BE:RECHNUNC DER SPJNBEWECUNG 

Der Spin wird durch einen Vektor 8 = (sx, 8 2 , ss) beschrieben. Die 
Liinge dieses Vektors ist 1. Durch die Angabe aller drei Komponenten ist 
8 iiberbestimmt. Eine Drehung von 8 kann aber in dieser Darstellung durch 
eine einfache Drehmatrix beschrieben wcrden. 

4.1 Bewegungsgleichung fiir den Spin 

Die Spinbewegung wird durch die BMT-Gleichung (2.27) beschrieben, 
die mit der unabhiingigen Variablen s die Form hat: 

di! " 
ds = 0, Xi! (4.1) 

mit 

" e ( [ , " 1 1 "' ") "' "' "] , " 0 =- 1a lB----(r ·B ·r -r xE +lB 
' Eo 1 + ll' 

- ( 1a + 
1

: 1 ) (r' x i)) 
Die Ableitung des Vektors S nach s erfolgt analog zur Ableitung von r: 

8 =sxi + SzZ + 8 8 8 

("'' '"+'" '"h "h "(h h)" Sj =SxX S 2 Z + 8 8 8 + xBsX + 2 S 8 Z- xBx + 2 8 2 8 

( 4.2) 

(4.3) 

Wir fiihren den Vektor 8' = (s~, s~, s~) und den Drehvektor fi = fls +fir mit 
fir = ( -h2 , hx, 0) ein und kOnnen die Differentialgleichung in der gewohnten 
Form: 

8' = n x s ( 4.4) 

schreiben. Der Vektor fi,.. beschreibt die scheinbare Drehung des Spins durch 
die Drehung des Koordinatensystems. Diese Drehung ist unabhiingig von der 
Energie des Teilchens. 

Wenn man wie in Gleichung (3.22) den Vektor fl in den Ortskoordinaten 
x, x', z, z' linearisiert, die Koordinate b aber nichtlinear betrachtet, so erhiilt 

24 



man: 

Ox= (1oa+ (
6

: 1)) ((h, +j,+<,) + (k- h; -j,h, -<,h,)z 

+(-k- h,hx- j,hx- <,h,)x- <,oz') -1oah,x'- h, 

0,=(1oa+ (
6
:1)) ( -(hx+ix+<x)+(-k+h;+ixhx+<xhx)x 

+(k + hxhz + ixhz + <xh,)z +<,ox') - 1oah,z' + hx 

( ) h,- h,hxx- h,h,z ( 1 ) ( 1 ') 
1l8 =1+a /f:oi\ - joa+(b+l) t':zX-ExZ 

( 4.5) 
In der Diffcrentialgleichung ( 4.4) lii.Bt sich das Krcuzprodukt durch eine Ma
trixmultiplikation ersetzen: 

81 =As pin· g ( 4.6) 

mit 

Aspin = ( ~z 
- flx 

- n, 
0 
n, 

flx ) 
-on, 

Wir kOnnen dann wieder die Transfermatrix fiir Stiicke mit kontantem fi 
berechnen: 

( 

w;(l- C)+ C 
D = Wxw,(l- C)+ w,S 

Wxw,(l- C) - w,S 

WxWz (I - C) - w,S 
w;(l- C)+ C 

w,w,(l -C)+ wxS 

W 7 w,(l -C)+ w,S) 
w,w,(l -C) - wxS 

w;(l-C)+C 
( 4.7) 

Dabei sind Wx = flx/IOI,w, = ... und S = siniOil,C =cos lOll. Die Gesamt
drehung in einem Umlauf ergibt sich aus dem Produkt aller Einzelmatrizen 
durch: 

IOumlautl = 2rrv =areas (~(Spur(D)- 1)) ( 4.8) 

Die GrOBe v wird "Spin Tune" genannt. In einem ebenen Speicherring ist v 
proportional zu Energie des Strahls. 
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4.2 Naberungen zur nichtlinearen Berechnung der Spinbewegung 

0 hangt von den Raumkoordinaten des Teilchens ab und ist nicht stiick
wcisc konstant. Die Spinbewegung ist deshalb auch in der fiir die Teilchen
bewegung linearen Maschine nichtlinear. Zur Berechnung der Spinbewegung 
werden deshalb wieder Naherungen angewendet, urn die Rechenzeit klein zu 
halten. Dazu wird unterschieden zwischen Dipolen und anderen Elementen. 

Bei den Dipolen hat man ein starkes konstantes Feld, das den Spin urn 
groBe Winkel dreht. Die schwache Fokussierung bewirkt jedoch eine geringe 
Abhangigkeit von den Ortskoordinaten. Zur Berechnung der Spindrehung 
werden die Ortskoordinaten iiber den Magneten gemittelt und in (4.5) einge
setzt. 

In den anderen Elementen hangt fi stark von den Ortskoordinaten ab. 
Diese kOnnen sich auBerdem im Magneten stark andern. Die Spindrehungen 
sind jedoch klein und man nimmt deshalb an, daB die Drehungen urn die 
Koordinatenachsen kommutativ sind und deshalb einzeln iiber den Magneten 
integriert werden kOnnen. 

Fiir transversale elektrische und magnetische Felder gilt dann folgende 
Beziehung zwischen der Spindrehung und der Ablenkung des Teilchens: 

( 
- f>.z') J 0 ds = f>.x' 

Magnet 0 

(4.9) 

Das Problem ist dadurch auf die Berechnung der Ablenkung des Teilchens 
·reduziert, die im Abschnitt 3.5 behandelt ist. Die Spindrehung durch die . 
Strahl-Strahl-Wechselwirkung kann auf die glciche Weise berechnet werden, 
da keine longitudinalen Felder auftteten. 

4.3 Die Definition der Polarisationsrichtung durch die ii-Achse 

Die Begriffe "Design Orbit" und "Closed Orbit" haben ein Analog in der 
Spinbewegung: Die Spinrichtung, die vom Design Orbit Teilchen bzw. vom 
Closed Orbit Teilchen nach einem Umlauf reproduziert wird. 

In der idealen Maschine. ist die geschlossene Spinrichtung auf dem De
sign Orbit senkrecht (entlang dez Z-Achse), solange keine speziellen spindre
henden Magnete (Spinrota~oren, "siberian snakes") verwendet werden. Die 
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geschlossene Spinrichtung auf dem Closed Orbit weicht von der senkrechten 
auf Grund der radialen und longitudinalen Storfelder ab. Diese Spinrichtung 
wird rt.:.Achse genani1t 1

. 

Eine Polarisation des Elektronenstrahls kann sich our entlang dieser Rich
tung aufbaUen, denn sie soll, sobald sich das Gleichgewicht zwischen Aufbau 
und Depolarisation eingestellt hat, zeitlich konstant bleiben, uird sith nicht 
von Umlauf zu Umlauf iindern. Die n-Achse ist deshalb auch die Richtung, 
die man zur Berechnung des Sokolov-Ternov-Effekts in die Gleichung (2.15) 
einsetzen muB. 

4.4 DePolarisierende Resonanzen 

Die Polarisation in einem Speicherring wird eingeschr3.nkt, wenn sich die 
Prazession des Spins mit der Umlauffrequenz oder den Schwingungen des 
Strahls in Resonanz befinden. Die allgemeine Resonanzbedingung ist: 

v ± iQx ± kQz ± mQ, = n (4.10) 

wobei j, k,m, n ganze Zahlen sind. Qx, Qz,Qs sind Zahlen der Teilchenschwin
gungen pro Umlauf und ergeben sich aus der Gleichung (3.19). v ist der 
Spin-Tune nach Gleichung (4.8). 

Der Mechanismus der linearen Resonanzen, bei denen Iii+ lkl + lml < 2 
ist, 13.Bt sich anschaulich beschreiben: 

Die Imperfektion-Resonanz : v = n 
Auf der Imperfektion Resonanz wird jede Spinrichtung nach einem Umlauf re
produziert, d.h. die it-Achse ist nicht mehr definiert. In der N3.he der Resonanz 
kann deshalb ein kleines Storfeld die n-Achse aus der Vertikalen herauskippen 
und so die Polarisation durch den Sokolov-Ternov-Effekt verhindern. 

Die intrinsischen Resonanzen : v ± Qx = n ; v ± Qz = n ; v ± Q 5 = n 
In den Quadrupolen wirkt ein Magnetfeld auf die Elektronen, das propor
tional zu deren Abstand zur Quadrupolmitte ist. Die Betatronschwingungen 
erzeugen deshalb periodische Felder, die den Teilchenspin urn kleine Winkel 
dreht. Sind die Betatronschwingungen in Phase mit der Spinbewegung, so 
addieren sich die Einzeldrehungen und der Strahl wird depolarisiert. Abseits 

1 Ersetzt man aile Einzeldrehungen in verschiedenen Magneten durch eine einzige, so ist die 
ii-Achse die Drehachse dieser Drehung. 
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der Resonanzen hebt sich der Einflu6 der Quadrupole im Mittel auf. Die drei 
verschiedenen Resonanzen entstehen durch folgende Prozesse: 

Die Qx Resonanz: v ± Qx = n 
Die Qx Resonanz tritt auf, wenn die n-Achse im Quadrupol nicht vertikal 
steht. Bei einer horizontalen Teilchenschwingung gibt es dann im Quadrupol 
eine Feldkomponente; die senkrecht zur n-Achse steht und den Teilchenspin 
von der tr-Achse wegdreht. 

Die Qz Resonanz: v ± Qz :::= n 
Vertikale Betatronschwingungen erzeugen im Quadrupol ein Feld, das den· 
Spin in oder gegen die Bewegungsrichtung drehen. 

Die Qs Resonanz: v ± Q5 = n 
In einem realen Speicherring existiert durch horizontale StOrfelder eine kleine 
vertikale Dispersion. Entsprechend der Energieschwingung fiihren die Teil
chen deshalb auch vertikale Bewegungen aus, die auf der Resonanz auf gleiche 
Weise wie bei der Q z Resonanz zur Depolarisation fiihren. 

Diese linearen Resonanzen kOnnen mit Hilfe der StOrungsrechnung be
schrieben werden. In einem Speicherring treten auBerdem auch Resonan
zen hoherer Ordnung (Iii + lkl + lml > 1) auf. Diese Resonanzen werden 
durch nichtlineare Kriifte erzeugt und kOnnen deshalb nicht durch eine lineare 
Berechnung vorhergesagt werden. Zu ihrer Beschreibung muB ein Formalis
mus verwendet werden, der die nichtlinearen Terme der Spin-Bahn-Kopplung 
enthiilt. 
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5. AUFBAU DES SPIN- TRACKING- PROGRAMMS S ITROS 

' 
lm SITROS-Programm wird das Monte-Carlo- oder Tracking-Verfahren 

angewandt. Die Bahnen und Spinbewegungen einer Anzahl von Probeteil
chen werden dabei iiber viele UmHiufe unter Beachtung der NichtlineariUiten 
mit dem Computer verfolgt. Dieses Verfahren hat sich bei der Berechnung 
der nichtlinearen Emittanz unter dem EinftuB von Sextupolen /30/ und der 
Strahl-Strahl-Wechselwirkung /31/ bewiihrt. 

In den iiblichen Programmen wird der Ring aufgeteilt in Abschnitte, die 
durch eine lineare Transformationsmatrix beschrieben werden, und in nicht
lineare Elemente (Sextupole, Oktupole, Strahl-Strahl-Wechselwirkung), die 
durch eine "diinne Linse" angeniihert sind. 

Die linearen Matrizen werden am Anfang des Programms berechnet und 
gespeichert, so daB der Rechenaufwand beim Tracking der Teilchen auf die 
Matrizenmultiplikation beschriinkt wird. Die Transformation durch einen 
Sextupol wird durch wenige Multiplikationen und Additionen ausgefiihrt. 

Im Gegensatz dazu ist die Berechnung der Spinbewegung weit aufwendi
ger. Fiir den Spin sind auch alle Quadrupole nichtlineare Elemente. Da es im 
Speicherring im allgemeinen mehr Quadrupole als Sextupole gibt, vervielfacht 
sich der Rechenaufwand. 

AuBerdem besteht jede Spintransformation aus einer Drehung, fi.ir die die 
Sinus- und Cosinusfunktion berechnet werden muB. Die Berechnung der Spin
drehungen muB mit doppeltgenauer Arithmetik durchgefiihrt werden, denn 
die Depolarisation in einigen tausend Umliiufen ist in der GrOBenordnung 
10- 5 , und die Genauigkeit von 10-6 bei einfachgenauer Arithmetik ist nicht 
ausreichend. Es ist deshalb auch nicht mOglich, die Berechnung der Sinus- und 
Cosinusfunktion durch eine Taylorreihe mit wenigen Gliedern zu ersetzen. 

Eine analoge Anwendung der normalen Trackingverfahren scheitert des
halb an der Begrenzung der Rechenzeit. Mit dem Programm SITROS wurde 
deshalb ein Verfahren entwickelt, mit dem der Polarisationsgrad in kiirzerer 
Zeit berechnet wird 1 . Bei allen Schritten des Programms steht die Rechen
zeitersparnis im Vordergrund. Die Ergebnisse zeigen, da6 trotz aller Verein
fachungen wertvolle Information tiber die Polarisation gewonnen werden. 

1 Fiir eine Rechnung mit 50 Probeteilchen und 2000 Umliiufen (3 Betatrondiimpfungszeiten 
bei PETRA) benOtigt SITROS 4 Stunden auf der IBM 3081. 

29 

5.1 Die Transformation der Ortskoordinaten 

Der Ring wird in SITROS in vier Abschnitte unterteilt. Jeder Abschnitt 
wird durch cine Transformation bcschrieben, die die NichtlineariUiten bis zur 
2. Ordnung enthiilt. 

Die Koordinaten cines Teilchens sind relativ zum Closed Orbit durch den 
6-dimensionalen Vektor X= (x, x', z, z1

, f., 8) angegeben. Fiir die Transforma
tion wird zuerst aus XA am Anfang des Abschnitts der Vektor X,..._. berech
net, der neben den linearen Komponenten der Vektors XA alle quadratischen 
Kombinationen enthiilt. X"" hat 27 Komponenten: 

X""= (x,x',z,z',f.,8,x 2 ,xx1,xz, ... ,f.2 ,f.fi,8 2
) ( 5.1) 

A us X"" wird dann durch Multiplikation mit einer 6 X 27-Matrix MiJahn der 
Zustandsvektor XE amEnde des Abschnitt berechnet: 

j(E:;:: MiJahn ·X"" (5.2) 

Zur Erzeugung der Matrizen MiJahn werden zuerst der Closed Orbit und 
dann 72 verschiedene Teilchenbahnen in der Niihe des Closed Orbit mit dem in 
Abschnitt 3.5 beschriebenen Verfahren berechnet. Die Differenzenquotienten 
dieser Ortskomponenten am Anfang und Ende des Abschnitts ergeben die 
gesuchten Matrizen. 

5.2 Die Spintransformation 

Der Spin der Elektronen wird in SlTROS durch den dreidimensionalen 
.Vektor S = (sx,sz,ss) beschrieben. Diese Darstellung ergibt die im Ver-· 
gleich zu anderen Darstellungen kii_rzeste Rechenzeit fiir die Spintransforma
tion durch einen Abschnitt. Es ist die Multiplikation des Spinvektors mit der 
3 X 3-Matrix D. 

D ist nach Gleichung (4.8) durch die Drehachse !'l bestimmt. 0 hiingt 
wiederum nichtlinear von den Ortskoordinaten des Teilchens ab. In SITROS 
werden deshalb die GraBen JOJ, Ox und 0, auf die gleiche Weise berechnet wie 
die Komponenten des Vektors XE: 

( ~l) = Mspin · x~ + !l,o. (5.3) 
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fic.o. ist dabei die Drehachse fiir das Closed Orbit Teilchen. Die Matrizen 
Miiahn und MSpin sowie flc.o. sind in SITROS zu einer Matrix M9x 28 zu
sammengefaBt. 

Es r:nuB nun gepriift werden, ob trotz der Beschdi.nkung auf die quadrati
schen Terme der Transformation eine ausreichende Beschreibung der Spinbe
wegung gegeben ist. Dazu werden die Terme hOherer Ordnung fiir verschie
dene StOrungsverteilungen bereChnet. 

Beim Speicherring PETRA sind die Terme hiiherer Ordnung tatsii.chlich 
klein 1 , so lange der Spin-Tune fiir einen Transformationsabschnitt nicht in der 
Nii.he einer ganzen Zahl liegt. Wird dies bei der Wahl der Unterteilungen 
nicht beriicksiC:htigt, so wird wie bei der Imperfektion Resonanz die Rich
tung der Drehachse von den kleinen Feldkomponenten bestimmt, die von den 
Teilchenkoordinaten in hiiherer Ordnung abhii.ngen. 

Dieser Effekt wird durch Abbildung 2a und 2b demonstriert. Hier ist die 
Abh3ngigkeit. der -KompOI'i"ente flz von der Anfangskoordinate z 1 fiir verschie
dene Werte von x 1 aufgetragen. Der Bereich in z 1 entspricht der Breite von 
2u2 der G3.ussvertei1ung des Strahls. Der Spin-Tune fiir den Abschnitt ist in 
Abbildung 2a v = 40.35 und hat einen ausreichenden Abstand von der ganzen 
Zahl. In 2b ist v = 40.99 und es ist deutlich, daB diese Kurven nicht durch 
ein P1ilynom 2. Otdnung beschriebeil Werden. 

5.3 Variation des Spin-Tunes 

Bei der Suche nach einem giinstigen Arbeitspunkt wird der Polarisati
onsgrad nicht nur bei einem festen Spin-Tune berechnet. Es wird ein grOBerer 
Bereich betrachtet, damit nicht im Betrieb des Speicherrings die Polarisa
tion durch kleine Anderungen des Arbeitspunktes (z.B. Witrmebewegungen 
der Magnete) zerstort werden. Die Variation des Spin-Tunes erfolgt durch 
Variation der Strahlenergie. 

Die Teilchenbahnen unterscheiden sich bei verschiedener Sol1energie nur 
sehr wenig, da alle Magnetst3.rken 'proportional zu der Energie ver3.ndert wer
den. Eine hOhere Enetgie hewirkt eine hOhere Synchrotronstrahlungsieistung2 

1 Fiir andere SpeiCheriinge mu6 dieser Test wiederholt werden, bevor das SITROS Pro
gramm angewendet wird. 
2 Bei einer Strahlenergie von 20 GeV bewirkt eine Variation urn ± 220 MeV (.6.v = ±0.5) 
eine Anderung der Strahlungsleistung urn 5%. 
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Bild 2 : Abhii.ngigkeit der z-Komponente der Spindrehachse von der Anfangsko

ordinate z1 fiir verschiedene x'. Im oberen Bild bei einem Spin Tune von 
40.35, unten bei 40.99. 
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und dam it cine klein ere Dampfungszcit. Die Q- \Vcrtc bingen nur in 2. Ord
nung von der Energie ab. 

In SITROS wird zur Rechenzeitersparnis die Teilchenbewegung nur cin
mal bei der mittleren Energie gerechnet. Dazu wird die Spinbc\vegung fiir 101 
Energiestiitzpunkte ermittelt. Die gesarnte Transformation wird durch cine 
Matrix M28x 309 beschrieben 1. 

5.4 Photon Emission 

Da die Dampfung der Betatron- und Synchrotronschwingungen in den 
Matrizen M"" enthalten sind, muB auch die Anregung diescr Schwingungen 
durch die stochastischen Photonabstrahlungen durch SITROS simuJiert wer
den. Bei einer vollstandigen Simulation muB die relative Energieabweichung 
8 in jedem Ablenkmagneten durch cine Zufallszahl variiert werden. 

Dabei wi.irde jedoch jeweils eine Matrix M"' fi.ir jedes StUck zwischen zwei 
A blenkmagneten benOtigt und die Anzahl der Transformationen entspricht 
der Anzahl der Ablenkmagnete. Sowohl der Speicherplatzbedarf als auch die 
Rechenzeit iibersteigen dadurch die verniinftigen Grenzen. 

In SITROS werden deshalb zwei Ablenkmagnete ausgewahlt, in denen der 
Effekt der Phot.onemissionen simuliert wird. Der Mechanismus und die Starke 
der Photonemission in diesen heiden Magneten wird dabei so verandert, daB 
dadurch alle anderen Ablenkmagnete reprasentiert werden. 

~'ir betracht.en zuerst die Strahlausdehnung 1 die wie der Polarisations
grad von den Photonemissionen abhcingt. lrn SITROS Programm wird die 
Starke der Energiespriinge < !;.b 2 > nicht entsprechend der Gleichung (3.18) 
gewahlt, sondern sie wird skaliert, so daB das SITROS Programm bei der Be
rechnung der linearen Optik die gleiche Bunchlange produziert wie die lineare 
Rechnung bei Beriicksichtigung allcr Ablenkmagnete (z.B. mit dern Programm 
PETROS) ergibt. 

Die Breite und Hohe des Bunches hangt dann nach Gleichung (3.20) 
von den Eigenvektoren der Umlaufmatrix an der Stelle der Abstrahlung ab. 
Urn die Strahldimension in al1en drei Richtungen anzupassen, benOtigl man 
zwei weitere Variable. Deshalb kann neben dem Energiesprung /J.{J auch eine 
Anderung der Bewegungsrichtung !J.x' und !J.z' gewiirfelt werden. Dadurch 

1 Pro· Abschnitt des Ringes benOtigen die Transformationsmatrizen also 68 kByte. 
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kann auch beriicksichtigt \Verden 1 daB die Synchrotronstrahlung von den Elek
tronen unter einem mittleren \Vinkel tjJ ~ ~, 1 = Lorentzfaktor, abgestrahlt 
wird, so daB das Elektron einen transersalen Impuls aufnimmt. 

In den in dicser Arbeit beschriebenen Rechnungen wurden die transver
salen Strahldimensionen im Rahmen der statistischen Schwankungen bereits 
durch die Anpassung der Bunchlinge erreicht. Der Grund dafiir ist die peri
odische Struktur des Bogens in PETRA (FODO-Zellen), durch die die opti
schen Funktionen in allen A blenkmagneten annahernd gleich sind. 

Die stochastische Anregung des Strahls wird also so gewahlt, daB die 
Gleichung (3.20) crfiillt wird. Eine dieser Gleichung entsprechende Bezie
hung zwischen der Anregung durch Photonemissionen und dem in linearer 
Naherung berechneten Polarisalionsgrad ist im Anhang hergeleitet (A34). 

Im SITROS Prograrnrn wird davon ausgegegangen 1 daB die ausgewahlt.en 
Strahlungspunkte ausreichend reprasentativ sind und die Gleichung (A34) 
dann mit ausreichender Genauigkeit erfiillt wird, wenn die Strahldimensionen 
angepafit sind. Dies wird immer dann der Fall sein 1 wenn der Ring im Bogen 
aus einer periodischen Struktur besteht und Closed Orbit Abweichungen die 
Abweichungen der it~Achse von der Vertikalen bewirken 1 . 

Durch das sogenannte Spinmatching kann cine Optik erzeugt werden: 
in der die Abstrahlung in verschiedenen Punkten stark unterschiedliche De
polarisation hervorruft. Dies kann durch den Vergleich des Integrals (A34) 
tiber die Abstrahlpunkten mit dem \Vert fiir den gesamten Ring iiberpriift 
werden. In solchen Fallen, in denen groBe Abweichungen auftreten, miissen 
die SlTROS-Ergebnisse je nach Situation so interpretiert werden, daB sie die 
obere oder untere Grenze der Polarisation darstellen. 

5.5 Bestirnrnung des Strahldimensionen 

A us den Koordinaten der Probeteilchcn werden die Emittanzen der drei 
Schwingungsrichtungen bestimmt, wobei die optischen Funktionen a, f3 und 
1 der linearen Maschine verwendet. werden: 

2 2 ' (3 '2 iy = JxX + axXX + xX 

iz = JzZ 2 + 2azZZ1 + f3zz
1 2 

,, = 1,£2 + 2et,Cb + (3,6 2 

(5.4) 

1 Beim Vergleich von Rechnungen mit verschiedenen Abstrahlungspilnkten schwankte der 
Polarisationsgrad urn maximal 10%. 
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lm linearen Fall ist dann die maximale Ablage des Teilchen wahrend vieler 
Umliiufe: 

fJ= VZA (5.5) 

wobei y jeweils fiir x, z und s steht. Der Elektronenstrahl ist gau:Bverteilt und 
der quadratische Mittelwert 

-~-
Yrms ~ ~ ~ ~ Y ~ a y (5.6) 

ist die Standardbreite der GauBverteilung. In einem linearen Speicherring 
hiingt CTy von der Zeit ab durch: 

CTy(t) = CTy(oo) (1- exp ( -n) (5.7) 

wobei T die Dampfungszeit aus Gleichung (3.19) ist. Nach einigen Dampfungs
zeiten (ce einigen 1000 Umliiufen) ist die Gleichgewichtsausdehnung erreicht. 

5.6 Extrapolation des Polarisationsgrades 

Die Polarisationszeit der Speicherringe PETRA und HERA liegt je nach 
Strahlenergie zwischen 10 und 30 Minuten. Dies entspricht 108 Umliiufen. 
Es ist deshalb unmOglich, in einem Simulationsprogramm so viele Umlaufe 
zu berechnen bis sich eine Gleichgewichtspolarisation gebildet hat. Aus die
scm Grund ist auch der Polarisationsaufbau durch den Sokolov-Ternov-Effekt 
nicht in den Spintransformationen enthalten. 

Statt dessen wird die Depolarisation der Probeteilchen w3.hrend einiger 
Betatrondarnpfungszeiten berechnet und durch Extrapolation der Gleichge
wichtspolarisationsgrad ermittelt. 

Der Polarisationsgrad der Probeteilchen ergibt sich nach Gleichung (2.14) 
durch: 

1 n --. ..... 
P=-2:s,·n 

n i=I . 

(5.8) 

lm SITROS-Programm wird nun angenommen, daB P exponentiell mit der 
Zeit abnimmt: 

P(t) =Po exp (- :J (5.9) 
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Aus zwei zu beliebigen Zeiten t 1 und t 2 bestimmten Polarisationsgraden 
P 1 und P 2 Ia.Bt sich dann die Depolarisationszeit Td ermitteln durch: 

1 In PI 
___Il_ 

Td t2 - t 1 
(5.10) 

Der Gleichgewichtspolarisationsgrad ergibt sich aus Gleichung (2.21) durch 
Einsetzen von (2.20) und (5.10). 

Durch das Wi.irfeln der Quantenspriinge kommt es zu Schwankungen die
ses extrapolierten Polarisationsgrades in jedem Umlauf. Die Standardbreite 
dieser Schwankungen ist in den Polarisationskurven als Fehlerbalken einge
zeichnet: 

1 ( 1 ) 
2 

CTp =;;: L P,z- ;;: L P, 

5.7 Der Ablauf des Programms SITROS 

Das SITROS Programm wird in 5 Schritten ausgefiihrt: 

1. SITROS-A : Berechnung der Optik und der Transformationstabellen 

Die Daten iiber Struktur und Magnetstarken des Speicherrings werden 
aus einem Datensatz gelesen, der das vom PETROS Programm /32/ verwen
dete Format hat. Dadurch ist eine komfortable Eingabe dieser Daten gegeben. 

Folgende Storungen der Ringstruktur konnen in SITROS beriicksichtigt 
werden: 

horizontale und vertikale Translation der Magnete 

Rotation der Magnete urn die longitudinale Achse 

Fehler in der Feldstarke der Magnete 

Diese StOrungen kOnnen fiir jeden Magneten einzeln eingegeben oder 
mit einem gaussverteilten Zufallszahlengenerator .gewiirfelt werden. Die Clo
sed Orbit-Ablagen kOnnen mit Hilfe von Korrekturspulen rninirniert werden. 
Dazu werden die Korrekturverfahren des Programms PETROS /32,33/ ver
wendet. 
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Fiir diese vorgegebene Optik berechnet SITROS-A den Closed Orbit und 
jeweils die n-Achse fiir aile Energien (s. Abschnitt 5.3). Daraus werden die 
Polarisationszeiten Tp und die maximale Polarisation P= ermittelt. 

Der Ring wird in vier Abschnitte aufgeteilt 1
, wobei die Schnittpunkte 

in jeweils zwei Wechselwirkungspunkten und zwei Ablenkmagneten liegen. 
In den nachfolgenden Schritten kann in den A blenkmag.neten die Photon

emission durch Synchrotronstrahlung und in den Wechselwirkungspunkten die 
Strahl-Strahl-Wechselwirkung simuliert werden. Fiir jeden Abschnitt berech
net SITROS-A die Transformationstabelle M~, die in den folgenden Schritten 
fiir das Tracking-Verfahren beniitigt wird. 

Die Eingangsparameter und die Ergebnisse des SITROS-A Programms 
werden in den "Matrix-Datensatz" geschrieben und so von den nachfolgenden 

Programmen iibernommen. 

2. SITROS-B : lnitialisierung der Tracking-Rechnung 

In SITROS-B werden die Parameter eingegeben, die erst in den weiteren 

Schritten beniitigt werden: Die Starke der Strahlanregung durch die Quan
tenemissionen unci die Parameter fiir die Strahl-Strahl-Wechselwirkung. Zu 

einem Matrix-Datensatz kOnnen so mehrere SITROS-Rechnungen ausgefiihrt 
werden. SITROS-B initialisiert auBerdem die Koordinaten der Probeteilchen: 
Aile Teilchen starten auf dem Closed Orbit mit dem Spin in Richtung der 
fi-Achse . Die vollstiindige Parameterliste und die Teilchenvektoren werden 
in den "Ergebnis-Datensatz" geschrieben. 

3. SITROS-C : Bahntracking 

Im 3. Schritt werden zur Zeitersparnis nur die Ortskoordinaten der Pro

beteilchen durch die vier Abschnitte des Rings transformiert. Nach einigen 
Dlimpfungszeiten ist das Gleichgewicht zwischen der Quantenanregung unci 
der Diimpfung erreicht. Die Strahldimensionen werden alle 50 Umliiufe er

mittelt und in den Ergebnis-Datensatz geschrieben. 

4. SITROS-D : Spin- und Bahntracking 

Nachdem der Strahl seine GleichgewichtsgrOBe erreicht hat, werden nun 
auch die Spinvektoren durch den Ring transformiert. Zur Transformation 

1 Eine Aufteilung in mehr Abschnitte ist mOglich, es wird jedoch proportional dazu die 

Rechenzeit und der Speicherbedarf gr06er. 
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wird ein in ASSEMBLER geschriebenes U nterprogramm benutzt, das nur ein 

Drittel der Rechenzeit eines FORTRAN-Unterprogramms beniitigt. 

Die Strahldimensionen und der Polarisationsgrad werden aile 50 Umliiufe 
protokolliert. Bevor die vorgegebene Rechenzeit abgelaufen ist, werden die 
neuen Teilchenkoordinaten in den Ergebnisdatensatz geschrieben. SITROS-D 
kann dadurch mehrere Male gestartet werden, urn die Anzahl der berechneten 
UmHi.ufe zu vergrOBern. 

5. SITROS-E : Graphische Ausgabe der Ergebnisse 

SITROS-E ist ein interaktives Graphik-Programm, mit dem der Polarisa
tionsgrad als Funktion der Energie dargestellt werden kann . Resonanzstellen 

kOnnen in dieser Darstellung mit einern Cursor markiert werden. SITROS-E 
errechnet dann aile Resonanzen, die an dieser Stelle auftreten kOnnen. 
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6. ERGEBNISSE 

Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, wie die Methoden der Tracking
Rechnung auf die Polarisationsberechnung angewendet werden kOnnen und 
welche Aussagen trotz der notwcndigen -N-iiherungen mit diesen Rechnungen 
gemacht werden kOnnen. Die ersten SITROS-Rechnungen worden fiir den 
Speicherring PETRA gemacht. Die gleichzeitig durchgefUhrten Messungen 
der Polarisation in PETRA /9,10/ ermoglichen den Vergleich zwischen Simu
lation und Wirklichkeit. 

6.1 Vergleich von Messungen und Rechnungen 

Die Messung wurde mit einer MI15-0ptik durchgefi.ihrt. Die Parameter 
dieser Optik sind: 

Qx = 25.17 (3~ = 2.50 m <x = 1.6. w-7 

Qz = 23.27 (3; = 0.15 Tn Cz/<x = 5% 
Qs = 0.067 

Der -Closed- Orbit wutde · zuerst mit den normaleii ·or-bitkorrekturpro
grammen minimiert, so daB die mittleren Ablagen Xrms = 1.2 rnm und Zrms = 
1.0 mm betrugen. Der maximtile Polarisationsgrad 1 der so gemessen werden 
konnte 1 betrug bei einem Spin Tune von 37.5 ungefcihr 50%. 

Danach wurden mit dem "harmonic orbit matching"-Verfahren /12/ die 
37. und 38. Fourierkomponeneten des Closed Orbits nacheinander minimiert. 
Dadurch konnte der maximale Polarisationsgrad auf 80% gesteigert werden. 

Mit dieser korrigierten Optik wurde nun die Strahlenergie im Bereich 
zwischen 16.30 GeV und 16.74 GeV variiert. Dies entspricht einem Spin-Tune 
zwischen 37 und 38. Das Ergebnis dieser Messung zeigt Bild 3. 

lm mittleren Bereich der Kurve gibt es ein Plateau mit hohem Polarisati
onsgrad. lm Bereich der Qx 1 Qz und Qs-Resonanzen 1 die an den Bildrcindern 
liegen, ist die Polarisation (im Rahmen der Messgenauigkeit) null. Die depo
larisierenden Resonanzen liegen in diesem Bereich so eng aneinander und sind 
so breit, daB es dazwischen keine Polarisation gibt. 

Es wurde zuerst vermutet, daB das Plateau durch breite Qz-Resonanzen 
(v+Qz = 61 und v-Qz = 15) begrenzt ist. Die SITROS-Rechnungen zeigen 
jedo'ch, daB die Begrenzung durch nichtlineare Qx und Qs-Resonanzen erfolgt. 
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Bild 4 zeigi nun eine SITROS-Rechnung fiir die Situation vor der Kor
rektur. Die entsprechenden Closed Orbit Ablagen sind durch StOrungen 
der Korrekturmagnete erzeugt worden, die mit einem Zufallszahlengenerator 
gewiirfell worden sind. 

Bild 5 zeigt die R.echnung nach der Harmonischenkorrektur. Die StO
rungen werden durch 8 symmetrische Spulen erzeugt, und der dadurch ent
stehende Orbit enthalt nur jede 4. Fourierkomponente. Da die einzelnen 
Fourierkomponenten in der Messung nachcinander korrigiert wurden und das 
Korrekturverfahren auf einem linearen Modell beruht 1 ist wegen der Sextu
pole die Korrekt.ur nicht vollstcindig. Deswegen ist. in der Rechnung zuslitzlich 
zur symmetrischen StOrung eine kleine zufallige StOrung gewiirfelt. 

Die Rechnungen geben die Messungen gut wieder. Die anfcingliche Po
larisation von 50% ist durch die Korrektur auf iiber 80% gestiegen. Es zeigt 
sich jedoch, daB Polarisation in den Randbereichen durch depolarisierende 
Resonanzen stark eingeschriinkt ist. Einige dieser Resonanzen lassen sich ein
deutig identifizieren. Die linearen Qx-Resonanzen haben starke Qs-Satelliten 
und die Q8 -R.esonanzen treten in hOherer Ordnung auf. 

Vergleichen wir diese Messung und die SITROS Rechnung mit einer li
nearen Rechnung (Bild 6), die mit dem Programm SLIM /16,17 j gernacht 
wurde! Es wurden die gleichen Magnetst6rungen wie in Bild 4 verwendet. 
SLIM berechnet nur die linearen Resonanzen v ± Qx = n und v ± Qs = n. 
Die Qz-Resonanzen sind wegen der geringen StrahlhOhe sehr schmal und sind 
wegen der begrenzt.en AuflOsung der Kurvenpunkte nicht sichtbar. SLIM sagt 
fiir einen grOBeren Bereich eine hohe Polarisation voraus, als bei den Messun
gen in PETRA bestiitigt wurde. 

6.2 Der Einflufi von Sextupolen auf die Polarisation 

Zur Untersuchung des Einflusses der Sextupole 1 die zur Kompensation der 
ChromatiziUit dienen, wurden die Kurven in den Bildern 7 und 8 gerechnet. 
Dabei wurden im Bild 7 die Sextupole und die Chromatizitcit 11 abgeschaltet" 1 

indern statt der Differentialgleichung (3.22) die Gleichung (3.12) verwendet 
wurde. In Bild 8 sind diese Nichtlinearitiiten berlicksichtigt. 

In heiden Rechnungen wurde durch 8 symmetrische Korrekturmagnete 
cine vertikale Closed Orbit StOrung erzeugt, die eine mittlere Ablage von 
Zrms = 1 mm ha~. Auf Grund der Symmetric ist im Closed Orbit nur jede 
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4. Fourierkomponente enthalten. Es handelt sich also urn eine entsprechend 
dem harmonic-orbit-matching ideal korrigierte Maschine. 

In der Rechnung 8 ist die Polarisation hoher als in Rechnung 7. Dies 
liegt jedoch nicht an den Nichtlinearitiiten, sondern daran, daB die Sextupole 
zusiitzliche Ablenkungen des Closed Orbits bewirken, welcher dadurch eine 
andere Verteilung der Fourierkomponenten erhiilt. 

In heiden Bildern treten die Qx- und Q 8 -Resonanz stark auf, wenn das 
n aus der Resonanzgleichung: 

v±jQx±kQz ±mQ, = n (4.14) 

eine gerade Zahl ist. Sie fehlen oder sind nur schmal, wenn n ungerade 
ist. Dies gilt auch fiir die Q 8 -Sateliten der Qx-Resonanz und fiir die Q8 -

Resonanzen hOherer Ordnung. _Wegen der perfekten Symmetrie fehlen die 
Qz-Resonanzen vollstiindig; es treten auch keine nichlinearen Resonanzen auf, 
die von Q. abhangen. 

Die heiden Kurven unterscheiden sich durch die 2Qx-Resonanz, die in 
der linearen Rechnung nur mit viel gutem Willen zu erkennen ist. In der 
nichtlinearen Rechnung tritt die 2Qx-Resonanz deutlich hervor. Auf heiden 
Seiten gibt es einen Q8 -Sateliten. 

6.3 Depolarisation durch Strahl-Strahl-Wechselwirkung 

Die Strahl-Strahl-Wechselwirkung ist die starkste nichtlineare Kraft in 
einem Elektronenspeicherring. Damit eine mOglichst hohe Luminositiit erzielt 
wird, sind die StrahlstrOme so gewiihlt, daB bei einer weiteren StromerhOhung 
die Strahl-Strahl-Wechselwirkung eine Aufweitung des Strahlquerschnitts und 
damit eine Reduktion der Luminositiit bewirken wiirde. 

Die Aufweitung der Strahl en durch die Strahl-Strahl-Wechselwirkung 
wurde in PETRA untersucht /37/. Diese Messungen sind in Bild 9 darge
stellt. Die Luminostiit ist proportional zu: 

L ~ 
J2 

(6.1) 
lJx(Jz 

wobei I der Strom und ax,az die Breite und HOhe der Strahlen ist. Die 
Abweichung der Kurve von der Parabel beschreibt die Aufweitung des Strahls. 
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In Bild 10 wird die von SITROS berechnete Abhangigkeit der Lumino
sitiit vom Strom gezeigt. Die gestrichelte Kurve ist eine Parabel, die durch 
die unteren Punkte gelegt ist, urn die Abweichung deutlich zu machen. In 
Bild 11 ist die Aufweitung direkt aufgetragen. 

Der lineare Anteil der Strahl-Strahl-Kraft ist ein Quadrupolfeld, das eine 
Verschiebung der Q- Werte bewirkt. Die Q-Verschiebung kann eine Strahl
aufweitung bewirken, deren Ursache andere Nichtlinearitiiten im Ring sind. 
Urn den Effekt der Strahl-Strahl-Wechselwirkung zu separieren, wurde der 
fokussierende Quadrupolanteil durch eine defokussierende diinne Linse kom
pensiert. Dies entspricht der in der Praxis iiblichen Methode, die Q- Werte 
durch Regelquadrupole konstant zu halten. 

Die Q-Verschiebung, bei der von SITROS eine Strahlaufweitung vorher
gesagt wird, stimmt mit dem gemessenen Wert (~Qz = 0.035) iiberein 1 • 

Da die Strahl-Strahl-Wechselwirkung einen so !chen EinfluB auf die Strahl
grOBe hat, muB man davon ausgehen, daB auch die Polarisation beeintriichtigt 
wird. Die Depolarisation durch die Strahl-Strahl-Wechselwirkung wurde im 
Speicherring PETRA gem essen /11/. 

Die MeBergebnisse sind im Bild 12 aufgetragen. Der Polarisationsgrad 
wird dabei mit der Polarisation eines Einzelstrahls in der gleichen MeBschicht 
verglichen, urn systematische Fehler zu korrigieren. Deshalb ist das Verhiiltnis 
der Polarisation mit und ohne Strahl-Strahl.Kraft 

R(I) = Polarisation mit Strahl-Strahl-Kraft beim Strom I 
Polarisation des Einzelstrahls 

.aufgetragen. Der Elektronen- und Positi"onenstrom ist dabei anniihernd 
gleich. 

N eben der Polarisation wurde auch die Luminositiit gem essen; sie betriigt 
2.6 · 1030cm~ 2s~ 1 bei 2.3 rnA und 3.9 · 1030cm~ 2s~ 1 bei 4.5 rnA. Bei einem 
Strom von 4.5 rnA ist die Polarisation urn 10% gesunken. Man kann aus 
der LuminosiHit errechnen, daB der Strahlquerschnitt gleichzeitig urn einen 
Faktor 3 grOBer geworden ist. 

Die Bilder 13 und 14 zeigen die von SITROS berechnete Polarisation 
mit Strahl-Strahl-Wechselwirkung . Es wurde dieselbe Optik wie in Bild 8 

1 Die Strahi~Strahi-Kraft hangt nicht nur vom Strom, sondern auch vom Querschnitt des 
Strahls und damit von den Closed Orbit Ablagen a b. Deshalb wird die Q-Verschiebung 
und nicht der Strom als Vergleiehswert verwendet. 
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verwendet; in Bild 13 wurde ein Strahlstrom von 6.5 rnA vorgegeben und 
eine A ufweitung urn den Faktor 2 berechnet. Die LuminosiUit. ist. durch dicsc 
Aufweitung bereits kleiner als der rnaximale Wert.. 

Entsprechend der Messung bei PETRA ist in der SITROS Rechnung 
Bild 13 die Polarisation bei einem Spin Tune v = 37.5 nicht rnerklich be
eintrachtigt. Auf heiden Seiten des Plateaus gibt es jedoch nun tiefe Reso
nanzen, die als Qz- und mQ.,-Resonanzen identifiziert werden kOnnen. 

In Bild 14, bei einem Strom von 7 rnA, ist der Strahl 70-fach aufgeweitet. 
Die Luminositiit ist nur noch ein Sechstel des Maximalwertes, die Raurnla
dungsgrenze also weit iiberschritten. Die Polarisation ist durch eine Vielzahl 
von nichtlinearen Resonanzen fast vollstandig zerstOrt. 
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Bild 3 : Polarisation in Abhiingigkeit vom Spin Tune gemessen in PETRA (aus 
Referenz /9/). 
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Bild 12 : Relativer Polarisationsgrad bei Strahl-Strahl- Wechselwirkung gemessen 
in PETRA. 
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Bild 13 : SITROS-Rechnung mit Strahl-Strahl-Wechselwirkung bei einem Strom 
von 6.5 rnA. 
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Bild 14 : SITROS-Rechnung mit Strahl-Strahl- Wechselwirkung bei einem Strom 

von 7 rnA. 
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7. Z USAMMENFASSUNG 

Bei dcr Planung von Speicherringen, die mit polarisierten Elektronen

strahlen betrieben werden sollen, ist die Betrachtung der nichtlinearen Reso

nanzen von groBer Bedeutung. Von der Starke und Breite dieser Resonanzen 

hiingt es ab, ob ein Arbeitspunkt gefunden werden kann, in dem die Polarisa

tion nicht zu stark reduzicrt ist. A us diesem Grund wurde das Computerpro

gramm SITROS entwickelt, das die Polarisation unter Beriicksichtigung von 

NichtlincariUiten berechnet. 

Das SITROS Programm ist ein Tracking Programm, daB wie aile ande

ren Tracking Programme in seiner Genauigkeit durch die geringe Zahl von 

Probeteilchen und Umliiufen begrenzt ist. Zusiitzlich ist jedoch die Berech

nung der Spindrehung aufwendiger als das Bahntracking und erfordert mehr 

Rechenzeit. 

SITROS enthiilt deshalb eine Reihe von Niiherungen, die die nichlineare 

Berechnung der Polarisation erst mOglich machen. Die Ergebnisse des pro

gramms und der Vergleich mit den Polarisationsmessungen zeigen aber, daB 

SITROS die Wirklichkeit besser beschreibt als in den bisher iiblichen linearen 

Rechnungen. 

SITROS ist deshalb ein geeignetes Werkzeug, urn die Depolarisation 

durch nichtlineare Effekte und deren Abhiingikeit von den Maschinenpara

metern zu verstehen und zu minimieren. 

Die SITROS Ergebnisse zur Strahl-Strahl- Wechselwirkung zeigen weiter

hin, daB eine hohe Luminositiit und Polarisation in Speicherringen mit hoher 

Energie gleichzeitig erreicht werden kOnnen und die Polarisation nicht zwangs

weise mit dem Verlust von Luminositiit ''bezahlt" werden muB. 

In weiteren Untersuchungen wird jetzt das SITROS Programm auf die 

Speicherringe DORIS, HERA und LEP angewendet werden. 
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ANHANG 

Die Ablenkung cines Elektrons durch einen entgegenlaufenden Bunch soli 
berechnet werden. Wir nehmen an, daB die Ladungen im Bunch sci dreifach 
gau:Bverteilt sind mit den Standardbreiten O" x, a z, a 8 im Laborsystem (x, z, B). 
Dies ist nur dann richtig, wenn sich die Betafunktionen im Bereich der Bunch
Hinge as nicht stark andern, da nicht die Teilchen selbst, sondern ihre Schwin
gungsamplituden gau:Bverteilt sind. Die A.nderung der Betafunktion ist bei 
einer symmetrischen Wechselwirkungszone: 

,6(8) = ,B' + ;, . 82 

,B(s) 8 2 

13' = 1+ ,13•2 

Es mu6 deshalb us < < (3* sein. 

Die Ladungsdichte im Schwerpunktsystem ( u, v, w) des Bunches ist dann: 

Ne ( u
2 

v
2 

w
2 

) p(u,v,w) = 8 exp -------
(21t)2uxUzUs1 2ai 2u; 2')'2 u; 

(A1) 

N ist die Anzahl der Teilchen im Bunch, e ist dje Elektronenladung, 1 ist der 
Lorentzfaktor. 

Wir suchen zuerst das Potential der Ladungsverteilung, transformieren 
. die elektrischen und magnetischen Felder in das Laborsystem und errechnen 
die Ablenkung des Elektrons aus der Lorentzgleichung. 

Das elektrische Potential des Bunches 

Das Potential kann man als LOsung der Poissongleichung erhalten: 

fl¢ = -4rrp 

Die Differentialgleichung lii.6t sich mit der Greenfunktion G = 1/ IT- r'lliisen: 

<P(r)= I I I G(i'- i'')p(r'W' (A2) 
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Wir erhalten jedoch eine einfachere Integrationsforrnel, wenn wir von df'r Dif~ 

fusionsgleichung ausgehen /38/. 

( t.- A
2 :J ¢A(r,t) = -4rrp(T) (A3) 

Das von der Konstanten A abhiingige Potential ¢A gcht bci der Grenzwertbil

dung lim A----+ 0 in das gesuchte Potential iiber. \Vir :suchen die Greenfunktion, 

fiir die gilt: 

(t.-A2
: 1)c(r'-f'',t-t')=-4rrli(r'-f'',t-t') (A4) 

Die Greenfunktion wird durch ihre Fouriertransformierte ausgedriickt: 

G(f'- r', t- t') = (Z:)• f f !! exp (ik(r- r')- iw(t- t')) G(k,w)dwdk 

(AS) 
Die Deltafunktion ergibt sich aus: 

li(r- r',t- t') = (
2
:)4 !!!! exp (ik(r- r') -iw(t- t'J) dwdk (A6) 

Wir setzen (AS) und (A6) in (A4) ein und ziehen den Operator in das Integral. 

Der Vergleich der Integranten gibt dann: 

(-P + iA 2w)G(k, w) = -471" 

- 47r 
G(k,w) = k-' . A' 

- tW 

(A7) 

Einsetzen in (AS) ergibt: 

G(r-f'',t-t')= ( 
2

)3 ff{j _ 1 
exp(ik(r-r')-iw(t-t'J)dwdk 

27r ~ J...2 _ 11.1A2 

Wir kOnnen den von k abhangigen Teil aus dem inneren Integral herausziehen: 

G(r- r', t- t') = ( 2~)3 jj j exp (ik(r- f'')) 

i f 1 ' -
A 2 

.- exp ( -iw(t- t )) dwdk 
w + tk2 /A 2 

(AS) 
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Wir lOsen das Integral iiber dw mit dem Residuensatz: 

J dw w+•J'IA' exp ( -iw(t- t')) = 0 fiirt<t' 

2rri cxp (- ~: (t - t')) fiir t > t' 

Also: 

2 
G(f'- r',t- t') = (2rr)'A' jjj exp (- ~:(t- t') +ik(r- r')) dk 

Da die Ladungsverteilung nicht von der Zeit abhiingt, kOnnen wir die Differenz 

t- t' durch einen Ausdruck ersctzen, den wir wicder t nennen: 

G(r-r',t)= '"}"'? jjjexp(-~:t+ik(r-r'))dk (A9) 

Wir miissen jetzt die Integration en iiber die drei Komponenten des Vektors k 
ausfiihren, wobei wir die Formel/39/ 

!= (7r)' b' exp[-(ax2 +2bx+c)]dx= ;;- 'exp(-;;-c) 

-= 

benutzen. Wir erhalten: 

G( - _, t) A ( A'(- -')') r - r , = -,-3 exp - ~ r - r 
2rrZt2 4t 

(AID) 

Mit der Greenfunktion liiBt sich das Potential durch Integration errechnen: 

t 

¢A(r,t) = j jjj G(r,r',r)p(r')dr'dr (All) 

0 

Die Integration tiber dr wird von 0 bis t ausgeflihrt, da die Greenfunktion fUr 

t < 0 gleich null ist. Wir fiihren nun die neue lntegrationsvariable q = 4r /A 2 

ein. Mit dr = ".,' dq folgt: 

4tfA 2 

¢A(f',t)= rr\ J !!! ql! exp(-~(f'-f') 2 )p(r'')df'dq 
0 
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Die Diffusionskonstante A tritt jetzt nur noch in der Integrationsgrenze auf. 
Wir bilden nun den Grenzwert lim A -----+ 0 und verschiebcn dadurch die ln
tegrationsgrenze ins Unendliche. Wir setzen nun die Ladungsverteilung (Al) 
ein und erhalten: 

"' 1 N e 1= 1 J ( 1 ( ') 2 u' 
2

) , ¢(rJ = - 1 • 3 • -3 · exp -- u- u -- du 
1[2 (27r)1axazas q2 q 2a~ 

0 

/ exp(-~(v -v') 2
- v'z) dv' ·/exp (-~(w -w') 2

- ~) dw'dq 
q 2u; q 212a; 

Die inneren lntegrale ~ssen sich wieder nach /39/ lOsen: 

+= , 

J exp (-~(u- u') 2
- ~) du' = (21r)tcr, · (-q -)' exp ( 

q 2cr~ 2a~ + q 
uz ) 

2a~ + q 
-= 

Analog werden die Integrale iiber dv' und dw' gelOst. Wir verwenden nun die 
Abkiirzungen Qx ~ 2a; + q; Qz :::::: 2a; + q; Qs::::::: 2')' 2 a; + q. Wir erhalten dann 
fiir das Potential: 

Ne 1= , ( uz vz wz) ,P(u,v,w)=-, · (q,q,q,)->exp ------- dq 
1!"1 Qx Qz Qs 

(A12) 

0 

Die Ablenkung des Elektrons 

Die Ablenkung des Elektrons durch den Positronenbunch ist durch die 
Lorentzgleichung gegeben: 

1 /J..p2 e J VII V..L !:>z = -- =- E,(x,z,s) + -B,(x,z,s)- -B,(x,z,s)dt 
p p c c 

1 /J..px e J vii V..L !:>x = -- =- E,(x,z,s)- -B,(x,z,s) + -B,(x,z,s)dt 
p p c c 

(A13) 

Hier sind x, z, s die Koordinaten des Elektrons im Laborsystcm zum Zcitpunkt 
t und v11 , v ..1. die longitudinale und transversale Geschwindigkeit des Teilchcns 
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im Laborsystem. Die elektromagnetischen Felder im Laborsystem erhalten 
wir aus den elektrischen Feldern im System des Bunches durch Lorenztrans-
formation: 

Ex= ')'Eu 

B, = fhEv 
Ez = ')'Ev 

B, = -(hEu 
Es = Ew 

B, = 0 
(A14) 

Wir berechnen nun die elektrischen Felder Eu, Ev, Ew im Schwerpunktsystem: 

E(u,v,w) = -'ll,P(u,v,w) 

= 
N e J 1 ( u

2 
v

2 
w

2
) 2u 

Eu = ;r. (qxQzQs)t exp. - Qx - Qz - Q"; Qx dq 
0 

= 
Ne J 1 

Ev = 7l"t . (QxQzQs)t 
0 

( 
u

2 
v

2 
w

2
) 2v exp -- - - - - -dq 

Qx Qz Qs Qz 

= 
N e J 1 ( u

2 
v

2 
w

2
) 2w Ew = - 1 • 1 exp ------ --dq 

1!"1 (qxQzQs) 2 Qx Qz Qs Qs 
0 

Wir transformieren auch das Koordinatensystem: 

u=x v=z W=i(s+ct) 

Durch Einsetzen erhalten wird aus (A13): 

= 

(A15) 

(A16) 

(A17) 

.t>z'=~,~~(1+/12 ) ,exp ----- -dqdt Ne
2 !! 1 ( x

2 z2 
1

2
(s+ct)

2 )2z 
7r2p (qxQzQs) 2 Qx Qz Qs Qz 

0 

. 2 //= 1 Ne 2 

f:>x' = ~1(1 + j3 ) (q,q,q,) ~ 
11" zp 0 

( 
x2 z2 

1
2 (s+ct) 2

) 2x exp ----- -dqdt 
Qx Qz Qs Qz 

(A18) 
Wir machen nun den Ansatz, daB das Elektron seine Bewegungsrichtung 
nicht 8.ndert, w8.hrend es durch den Bunch Hiegt. Mit dieser Annahme ist 
es mOglich, die Lorentzgleichung zu integrieren und die Ablenkung zu be
rechnen. Wir werden dann sehen, daB die Bewegungsrichtung einen zu ver
nachliissigenden EinfluB auf die A blenkung hat und dieser Ansatz deshalb 
berechtigt ist. 
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Die speziellen Koordinaten des von uns betrachteten Elektrons sind: 

x = xo + x~ct z = zo + zbct s = cl (Al9) 

Wir haben das Koordinatensystem so verschoben, daB das Teilchen zur Zeit 
t = 0 den Mittelpunkt des Bunches im Abstand x 0 , z0 passiert. Der Impuls 

' unseres Teilchens ist p = 1m0 c, der klassische Elektronenradius ist r e = ~ 
rn 0 c 

und wir setzen (3 = I. \Vir erhalten dann: 

, 4Nr,c 1=1 1 
~Z = rr!- (qxQzQs) f 

0 

( 
(x0 + x~ct) 2 

_ 
exp -

q, 

= 
, 4Nr,c J !( )_l ~X = ----;r- QxQzQs 2 

0 

(x0 + x~ct) 2 
exp ( 

q, 

(zo + z~ct) 2 
_ i

2 (2ct)') ~z_<J__:t-_z!,ct) dtdq 
Qz Qs Qz 

(zo + zbct)2 _ i 2 (2ct) 2
) 

Qz 9s 

(xo + x~ct) dtdq 
q, 

(A20) 
Mit l = ct = A bstand vom Wechselwirkungspunkt, dt 
Abkiirzungen: 

ld[, und den 
' 

x' 2 z' 2 4...,.2 
a = _o_ + _o_ + __ , 

Qx Qz Qs 

2 2 
xa Zo 

c=-~+-
Qx Qz 

xox~ zozb 
b=-+-

Qx Qz 
(A21) 

lautet die Gleichung: 

= 
C.z' = 

4
:;, J J (q,q;q,)-% exp ( -(al2 + 2bl +c)) (zo + Zbl)dldq 

0 

= 
C.x' = 

4
:;, J J (q;q,q,)-% exp (- (al2 + 2bl + c)) ( xo + x~l)dldq 

0 
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Das Integral iiber dl liisst sich auflOsen und wir erhalten die Forme]: 

, 4Nr, /=( 3 _l (rr)% , b (b' ) ~z = 1rt- Qxqzqs) 2 · ~ (zo + z0 ~) exp ~- c dq 

0 

, 4Nr, /=( 3 )_l (")% ( , b) (b' ) ~x = rrt 9x9z9s 2 • -;:;, Xo + x 0 -;:;, exp ~-- c dq 

(A22) 

0 

Durch cine Ni:iherung wird jctzt die Forme! (A22) in die allgernein verwendete 
Form gebracht. Da lx~l, lz!,l « 1 2 sind, set zen wir: 

a= 41' 
q,, 

Dann vereinfacht sich (A22) zu: 

= 

b 
- = 0 
a 

x6 z5 
c= -+-

Qx Qz 

, 2Nr, r 3 , ( x6 z5) tlz = --z0 (q,q,)-' exp ---- dq 
I . Qx Qz 

0 

= 
, 2Nr, /( 3 )_l ( x6 z:S) ~x = --x0 9x9z 2 exp -~- - dq 

1 Qx Qz 
0 

(A23) 

(A24) 

Die A blenkung hiingt damit auch nicht mehr von der Bunchli:inge a b. Das 
verbleibende Integral li:iBt sich auflOsen, wenn man die heiden Gleichungen 
zusammenfaBt und durch komplexe GroBen beschreibt /35/: 

, ( , . ') 2Nr, 1= ( x . z) ( )_ 1 ( x
2 

z
2

) ~ ::::; ~X - 'l~Z = -- -- 'l- QxQz 2 CXp -~-- dq 
1 Qx Qz Qx Qz 

0 

(A25) 
\Vir machen die Substitution: 

2 2 1 ( fi: fi:) 2 
2 X Z 1 . 2 Qz . Qx 

Y =----+ 2 (x+>Z) = 2 x -+zz-
Qx Qz X X Qx Qz 

(A26) 

mit x2 
:::: 9x - Qz = 2u; - 2u;. 
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Es ist: 
d(y2) x2 z 2 dy 
--= -+-=2y-

dq q; q'; dq 
2y 

dq = x2 + z~ 
q~ q,. 

x
2 

z
2 

( x . z ) ( x . z ) 
qi + q'; = qx - 1, qz . qx + 1, qz 

Die neuen Integralgrenzen sind: 

l(O"z ·"•) G1 =- x-+tz-
X Ux Uz 

G2 = Hx+iz) 

Damit wird aus (A25): 

G, 

!:.' = 4Nr, exp ( -GD I exp (y2) dy 
IX 

G, 

(A27) 

Die LOsung dieses Integrals ist die komplexe Fehlerfunktion, die wir in der 
Form: 

w(z) = exp V 2
) [ 1- :~ l exp (y2

) dy] 

verwenden. (A26) wird dann: 

2iNre1ft 
t:.' = [exp (Gi- aD w(Gt)- w(G2)] 

IX 
(A28) 

In reeller Form Iauten dann die Gleichungen fiir D.x' und D.z1 
: 

t:.z' 

!:.x' 

2Nrerrt 

1(20";- 2q;)t 

[ (
z2 x2) (xu•+iz"") ( x+iz )] mexp --- •W Ux Uz -W 

2u; 2ai (2ai- 2ai) ~ (2ai- 2o:i) t 
' 2Nre1f'i 

1(20"~ - 20";) t 

'} CX --- • W Uz :. - W 
[ ( 

z2 x2 ) ( x"" + iz ~ ) ( x + iz ) l 
p 2ui 2ai (2ui - 2a;) t (2ui - 2ui) ~ 

(A29) 
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Durch (A29) wird der Kick angegeben, den das Elektron in dem Punkt erhiilt, 
in dem es das Zentrum des Positronenbunches durchHiuft. Dieser Punkt 
stimmt jedoch nicht mit dem Wechsewirkungspunkt iiberein, wenn das Elek
tron eine longitudinale Auslenkung hat. Der Kick erfolgt dann im Abstand 
-f/2 vom Wechselwirkungspunkt 1 

Hat das Elektron im Wechselwirkungspunkt die Koordinaten 
xo, x~, zo, zb, so mu:B in die Gleichung ( A29) x = xo- x~ej2 und z = zo- zbl/2 
eingesetzt werden. Die Bewegungsiinderung kann dann so behandelt wer
den, als wenn der Kick im Wechselwirkungspunkt stattfindet und zu der 
Winkeliinderung !:.x' und !:.z' eine Anderung der Ablagen !:.x = xbf/2 und 
!:.z = zb£/2 hinzukommt. 

Polarisationsberechnung in linearer Niiherung 

Analog zur Berechnung der natiirlichen Emittanz lii:Bt sich auch der Po
larisationsgrad in linearer Niiheruhg bestimmen /16,17 J. Der zur Emittanz 
analoge Begriff ist die Depolarisation des Strahls, die durch die stochastischen 
Quantenemissionen erzeugt und durch den Sokolov-Ternov..:Effekt gediimpft 
wird. 

Mit zwei Spinvektoren fund m, die zu einander und auf ii senkrecht sind, 
UtBt sich ein beliebiger Vektor 8 mit zwei Parametern o: und j3 darstellen: 

s = \II - a2 - !32 n + "f + f3 m 
Wenn man Spinzustiinde berechnen will, die nur kleine Abweichungen von der 
ir-Achse haben (a,,B << 1), so kann man auch bier linearisiern: 

s= n + al+ {3m (A30) 

Analog zur Betatronbewegung kci.nn man nun die ii, m, f -Spinvektoren 
fiir den Closed Orbit unter Einbeziehung der Nichtlinearitiiten berechnen 
unci die Abweichungen eines beliebigen Elektrons vom Closed Orbit und 
der n-Achse durch einen Zustandsvektor mit den 8 Komponenten X = 
(x, x1

, z, z', l, b, a,/3) beschreiben. Die Ubergangsmatrix Msxs hat dann fol
gende Form: 

Msxs = (
M6x6 
Dzxe 

06x2) 
lzxz 

1 Die GrOBe f. gibt die Differenz der Bahnliinge des Elektrons zu der des Sollteilchens an 
(s. Abschnitt 3.1). Ein positives e bedeutet, daB das Elektron zu spiit kommt. 
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Die Matrix M6 x 6 beschreibt die Betatronbewegungen und die Matrix D 2 x 6 

die sogenannte Spin-Bahn-Kopplung. 0 und I sind die Null- b.z.w. Einheits
matrix. 

Zur Berechnung von D2 x 6 zerlegen wir den Vektor 11 aus (4.1) in das 
rlc.o. auf dem Closed Orbit und das ~fl, das die Abweichung bcschreibt: 

s'=(fl,o+~fl)xs (A31) 

Wir setzen (A30) ein. Da n,m,fLOsungen von S' = fic.o. X .Ssind, erhalten 
w1r: 

oif+ {3 1m= ~fl X ii + a~fl X l+ (3~fl X m (A32) 

Die heiden letzten Terme in (A32) werden als Terme 2. Ordnung vernachliis
sigt, da o., (3 und ~fl klein sind. Durch skalare Multiplikation von (A32) mit 
fund mit m erhalten wir: 

<>1 = -~fl. r 
(3' = ~fl. m (A33) 

~fi ist dabei eine F'unktion von x,x',z,z',f.,fJ. Durch Integrieren 1 von (A33) 
erhiilt man deshalb die einzelnen Elemente der Matrix D 2 x 6 . 

Die durch eine Photonemission angeregten Betatron- und Spinbewe
gungen werden wieder als Linearkombination der 8 Eigenvektoren der Um
laufmatrix dargestellt. Dabei kann ein Eigenvektorpaar des Spinbewe
gung zugeordnet werden. Seine Ortskomponenten sowie die dazugehOrige 
Diimpfungskonstante sind null 2 Wiihrend die Amplituden dcr anderen drei 
Eigenvektorpaare schnell gediimpft werden, bleiben die Amplituden der Spi
neigenvektoren erhalten und beschreiben somit die Depolarisation durch die 
Photonenemission. Die Mittelung iiber aile Photonemissionen ergibt dann die 
Depolarisationszeit rd: 

[( 3 )2 (3 )2] I I 55 r,n·'f' I • , 
- = 2 R f'i-- f -~ 13 ;,. L E,kE7k +;,. L E5•Esk ds 
Td 1r 48y3 me p k=I k=I 

(A31) 
Der Polarisationsgrad wird dann nach Gleichung (2.21) berechnet. 
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