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ABSTRACT

Elektronen oder Positronen, die im Speicherring umlaufen, werden bei der
Emission von Synchrotronstrahlung durch den sogenannten Sokelov-Ternov-
Effekt! polarisiert. Diese Polarisation ist einerseits als Hilfsmittel zur Er-
forschung der schwachen Wechselwirkung von groBem Interesse, andererseits
kann sie zur genauen Vermessung der Strahlenergie und damit der Masse von
Elementarteilchen verwendet werden.

Die durch die Synchrotronstrahlung gleichzeitig angeregten transversalen
und longitudinalen Teilchenschwingungen kénnen jedoch bewirken, daBl diese
Polarisation zerstort wird. Diesen Effekt nennt man Spin-Bahn-Kopplung.

Zur Berechnung der Spin-Bahn-Kopplung wurde das Computerpro-
gramm SITROS geschrieben. Dieses Programm ist ein “Tracking Programm”:
Die Bewegung von einigen Probeteilchen und deren Spinvektoren werden fiir
einige tausend Umliufe berechnet. Daraus wird die mittlere Depolarisati-
onsrate und durch Extrapolation der Polarisationsgrad des Gleichgewichtzu-
stands ermittelt.

Im Gegensatz zu dem bekannten Programm SLIM?, das auf der Stérungs-
rechnung beruht, kénnen in SITROS die nichtlinearen Krafte im Speicherring
berlicksichtigt werden. Dadurch wird die Berechnung von depolarisierenden
Resonanzen hdherer Ordnung ermoglicht.

In dieser Arbeit werden die Bewegungsgleichungen fir die Bahn- und
Spinbewegung der Elektronen hergeleitet, die die Grundlage fir das Pro-
gramm SITROS bilden. Die Funkticn des Programms und die zur Rechenzei-
tersparnis notwendigen Naherungen werden erlautert.

Der Vergleich der SITROS-Ergebnisse mit den am Speicherring PETRA
gewonnenen Messergebnissen zeigt, dafl das SITROS Programm ein brauch-
bares Hilfsmittel zur Planung und Berechnung von Speicherringen mit pola-
risierten Elektronenstrahlen ist.

*A. A, Sokolov und L. N. Ternov, Sov.Phys.Doklady 8 (1964} 1203
2A. W. Chao, SLAC-Pub.-2564 -
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1. EINLEITUNG

In der Hochenergiephysik besteht ein grofies Interesse daran, Speicher-
ringe mit polarisierten Teilchenstrahlen zu betreiben. Die Polarisation ermog-
licht es, zusatzliche Informationen zu gewinnen: Zum einen ist es moglich,
die Ruhemasse von neu erzeugten Flementarteichen mit grofler Prazision
(% o~ 10‘6) zu bestimmen /1,2/, zum anderen wird aus der Verwendung
von longitudinal polarisierten Strahlen mit wechselnder Helizitdt, wie es fiir
den Speicherring HERA /3,4/ geplant ist, Aufschlisse iber die Natur der
schwachen Wechselwirkung erwartet.

In Elektronen-Speicherringen werden die Teilchen durch die Emmission
von Synchrotronstrahlung antiparallel zur Richtung des Ablenkfeldes pola-
risiert. Dieser Polarisationsaufbau wird Sokolov-Ternov-Effekt /3/ genannt.
In einem idealen, flachen Ring is der maximale Polarisationsgrad 92.4%. In
einem realen Ring bewirken Feldfehler, daB die Polarisation durch die soge-
nannte ”Spin-Bahn-Kopplung” /6/ wieder ganz oder teilweise zerstort wird.

Die Messung der Polarisation an den Speicherringen DORIS /7,8/ und
PETRA /9,10,11/ zeigen, daf die depolarisierenden Effekte mit der Grofle des
Speicherrings zunehmen. In DORIS konnte ohne Optimierung ein Polarisati-
onsgrad von 90 % gemessen werden, In PETRA wurde ein Polarisationsgrad
ungefahr 80% erst erreicht, nachdem eine Korrektur des Closed Orbits mit
dem "harmonic orbit matching”-Verfahren /12,13/ durchgefiihrt worden war.
Durch diese Korrektur wird die Spin-Bahn-Kepplung minimiert.

Es stellt sich die Frage, ob sich diese Tendenz in dem geplanten neuen
Speicherring HERA fortsetzt, dessen Umfang dreimal so grof ist wie der von
PETRA. Durch den Einbau von ”Spinrotatoren” (eine jeweils 60 m lange

Anordnung von horizontalen und vertikalen Ablenkmagneten oder Solenoiden -

auf beiden Seiten jeder Wechselwirkungszone /14,15/ ) soll in HERA eine
longitudinale Polarisation erzeugt werden.

Um diese Frage vor der Fertigstellung von HERA zu beantworten, wur-
den auf dem Computer Simulationsrechnungen durchgefiihrt. Das erste Com-
puterprogramm, das die Polarisation in Elektronenspeicherringen berechnen
kann, ist das von A. Chao entwickelte Programm ”"SLIM” /16,17/. SLIM be-
rechnet die Spin-Bahn-Kopplung in linearer Niherung und kann deshalb auch
nur depolarisierende Resonanzen erster Ordung beschreiben.

Bei den Messungen an PETRA /11/ und SPEAR /18/ hatte es sich je-
doch gezeigt, das die nichtlinearen Effekte einen nicht zu vernachlissigenden
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Anteil an der Depolarisatoion haben. Aus diesem Grund wurde es notwendig,
ein neues Programm zu erstellen, das diese Nichtlinearititen heriicksichtigt.
Wahrend SLIM die Polarisation mit der Methode der Stérungsrechnung er-
mittelt, muBite bei dem neuen Programm das Tracking-Verfahren verwendet
werden. Dieses neue Programm heifit SITROS .

Im SITROS Programm sind alle Effekte beriicksichtigt, die das Polari-
sationsverhalten beeinflussen: Bei der Berechnung der Teilchenbahnen wer-
den Chromatizitat, Dimpfung, Quantenanregung, Multipole und die Strahl-
Strahl-Wechselwirkung betrachet, die Spindrehungen werden in Abhangigkeit
von den elektromagnetischen Feldern auf den Teilchenbahnen ausgefiihrt.

Damit das Programm nicht untragbar viel Rechenzeit benotigt, werden
verschiedene Naherungen angewandt, die in dieser Arbeit ausfuhrlich disku-
tiert werden. Die Rechnungen fiir den Speicherring PETRA zeigen, daf das
SITROS Programm mit diesen Naherungen eine gute Beschreibung des Pola-
risationsverhaltens liefert.



2. QUANTENMECHANISCHE BETRACHTUNG DES SPINS

2.1 Der Spin und das magnetische Moment des Elektrons

Der Begriff des Elektronenspins wurde 1926 von Goudsmit und Uhlenbeck
eingefithrt: Das Elektron hat einen Eigendrehimpuls &, der mit dem mag-
netischen Moment g verbunden ist durch:

L e
p,_g2mecs (2.1)

Der Faktor g beschreibt dabei den Unterschied zu einer geladenen Kugel mit
dem Drehimpuls L, deren magnetisches Moment

I (2.2)

ist. Goudsmit und Uhlenbeck postulierten g = 2. Damit konnte der anormale
Zeemaneffekt erklart werden.

1927 zeigte Thomas /19/, daB mit dem g-Faktor 2 auch die Feinstruk-
turaufspaltung richtig beschrieben wird, wenn die durch die relativistische
Bewegung entstehende zusitzliche Rotation beriicksichtigt wird {Thomas-
Prazession).

Mit der relativistischen Elektronentheorie von Dirac /20,21/ wurde 1928
eine geschlossene Beschreibung des Spins geschaffen. Die Dirac-Gleichung ist
eine relativistische Verallgemeinerung der Schrédingergleichung.

Die Hamiltenfunktion fir ein freies Teilchen lautet in der nichirelativi-
stischen Form:

.
P
H=— 2.
- (2.3)
und in der relativistischen Form:
’ H? = %2 | m2e* (2.4)

Werden die Gleichungen als quantenmechanische Operatorgleichungen be-
trachtet, so muf man H = ih £ und § = ~ihV setzen. (2.3) ist deshalb
eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit, {2.4) ist von 2. Ordnung.
Dirac ersetzte (2.4) durch den Ansatz:

(H —cd-p— Bmec?)(H +¢d -+ Bmec?) =0 {2.5)

(2.5) ist mit (2.4) identisch, wenn & und @ Matrizen sind, die den Veriau-
schungsregeln gentigen:

Qpt, + a0 = 20,
apf+ Pa, =0
p=1

Diese Bedingungen kdnnen mit 4 x 4-Matrizen erfiill{ werden, die die 2 x 2
Pauli-Matrizen o, gy, 0. als Untermatrizen enthalten:

0 o A {0 o _ 0 1
O ) B S ) R ) I )
(2.6)

Eine Weltenfunktion, die der Gleichung
(H+cé- 5+ fmec?)¥ = 0 (2.7)

geniigt, ist auch eine Losung der Gleichung {2.5). Die Gleichung (2.7) wird
Dirac-Gleichung genannt. Sie hat den Vorteil, dal sie wie die Schrédinger-
gieichung eine Differentialgleichung erster Ordnung ist.

Bei der Verwendung der Hamiltonfunktion (2.7) stellt man fest, daB der
Drehimpuls L=rx # keine ErhaltungsgroBe ist oder quantenmechanisch
ausgedrickt: H und L sind nicht kommutativ. Wenn der Gesamtdrehimpuls
wie in der klassischen Mechanik eine Erhaltungsgriofie sein soll, so mufl der
Spin § des Elektrons als zusitzlicher Drehimpuls eingefilhrt werden, so daB
J = L+ § mit H kemmutiert. Dieser Spinoperator hat die Form:

b

S-.z -—2'0 (2.8)

wobei & ein Vektor aus 4 x 4-Matrizen ist:

av_axo E_,_try() ~ [ 0
A0 o v“1lo o “Tlo o,

Der EinfluB von Aufieren elektromagnetischen Feldern wird beriicksich-
tigt, wenn man in den Gleichungen {2.5) oder {2.7)

H durch H —ed

- .9
und F durch §—2A (2:9)



ersetzt, wobel A und ¢ die elektromagnetischen Potentiale sind. Setzt man
(2.9) in (2.5) ein, so erhalt man, da g nicht mit A kommutiert, nach einigen
Umrechnungen /22/:

(H — ed)? — *{p -

oo

A‘)Z - mzc4 + ehd - B + dehed  E =0 (2.10)

Zerlegt man hier H in die kinetische Energie und die Ruhemasse des Elektrons
H = Hyin +m.c? und betrachtet die nichtrelativistische Naherung, in der die
Energien Hp;, und e¢ klein gegeniiber der Ruhemasse sind, so erhilt man
mit {H - e)? — m2e* >~ 2m c?(Hyin — €d):

G- B (2.11)

Diese Gleichung wird Pauli-Gleichung genannt.

Identifizieren wir in (2.11) den Ausdruck 2:&;&" das magnetische Moment
des Elektrons, so erhalten wir mit (2.8):

e -
§

79
# 2mec

Aus der Dirac-Gleichung folgt also der g-Faktor ¢ = 2.

Experimentell findet man jedoch, daB der g-Factor nicht genau 2 sondern
etwas groBer ist. Die Grofie a = (g — 2)/2 nennt man das anormale mag-
netische Moment des Elektrons. Gemessen wurde /23/:

a = {115965.77 + 0.35) - 107°

Die Abweichung zum Faktor 2 laBt sich durch die Quantenelektrodynamik
erkliaren, In dem Ansatz zur Dirac-Gleichung wurden die elektromagnetischen
Felder durch die klassischen Potentiale eingefiihrt. Diese Felder miissen jedoch
durch Feldquanten {Photonen) beschrieben werden. Die sogenannten Strah-
lungskorrekturen ergeben dann die Abweichung im g-Faktor.

2.2 Die Lésung der Dirac-Gleichung fiir ein freies Elektron

Die Dirac-Gleichung ist ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung fir
die vier Komponenten der Wellenfunktion. Fir ein freies Teilchen, das sich
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in z-Richtung bewegt, lautet die Wellenfunktion:

Ay
_ A2 i(kz—wt)
¥ = A, e :
Aq

Fs gibt zwel linear unabhingige Losungen mit positiver Fnergie fir die Wel-
lenfunktion, die die Dirac-Gleichung erfillen:

1 0
v, = cps et(kz-—wt) und Yy = 0 ea{kz—wt)
E4+m,c?
—cp,
0 E4+m,e?

Dabei ist £ = hw und p, = hEk.

¥, und ¥, sind gleichzeitig Figenfunktionen des Operators o, mit den
Figenwerten 1:1. Sie sind deshalb die Wellenfunktionen fiir Teilchen, deren
Spin parallel oder antiparallel zur Bewegungsrichtung steht.

Man kann jedoch keine Linearkombination von ¥; und ¥, finden, die Ei-
genfunktion fiir die Operatoren o oder oy, ist, s sei denn, p, ist null, d.h. das
Laborsystem ist das Ruhesystem des Elektrons. Eine beliebige Spinrichtung
kann also nur im Ruhesystem des Elektrons definiert werden.

Wir definieren deshalb den Spin als eine Eigenschaft des Elektrons in
seinem Ruhesystem. Die 3. und 4. Komponente der Wellenfurktionen ist
dann identisch null, so daB der Operator & in den Gleichungen (2.8) und
(2.11) auf die 2 x 2 Paulimatrizen reduziert werden kann.

2.3 Die Polarisation des Elektronenstrahls

In einem Speicherring werden die Elektronen in Paketen (Bunch) mit
7z 1071 Teilchen beschleunigt. Um die Polarisation des Strahls zu beschreiben,
definieren wir uns den Polarisationsvektor

< W|#F|¥ >

£E= RS (2.12)
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als Erwartungswert des Spinoperators &. Die Wellenfunktion mufl dabei so
normiert sein, daf < ¥|¥ >= N die Anzahl der Teilchen im Bunch ist. £ ist
also ein Vekior, dessen Betrag maximal 1 ist.

Betrachtet man die Polarisation in z-Richtung £;, so erhilt man fir die
Wellenfunktion ¥ = (z;)ei(’”*“”):

. Iali?‘— laz|? _ NT - N

Sl P P PR Al v B

(2.13)

Dabei sind N1 und N! die Anzahl der Elektronen, deren Spin‘in z-Richtupg
+% und —% ist.

Da im Ruhesystem des Elektrons keine Richtung ausgezeichnet ist, gilt
die Beziehung (2.13) fiir jede beliebige Polarisationsrichtung. Die Bezeich-
nung z-Richtung wird im folgenden fiir die vertikale Richtung benutzt. Im
Unterschied dazu wird die Richtung, in der wir die maximale Polarisation
erwarten, fi-Achse genannt.

Denkt man sich den Strahl aus zwel Einzelstrahlen mit N, Ny Teilchen
zusammengesetzt, deren Polarisation in #-Richtung &, &2 ist, so gilt:

NV N NN N+ N

£ = =
N+ N+ N+ N N

(2.14)

d.h. die Polarisationsvektoren werden gewichtet mit der Anzahi ihrer Teilchen
gemittelt.

2.4 Polarisationsaufbau durch den Sokolov-Ternov-Effekt

Ein Elektronenstrahl,der in einem Speicherring umliuft, kann durch den
sogenannten Sokolov-Ternov-Effekt /5/ polarisiert werden. Dieser Effekt er-
gibt sich aus der quantenhaften Abstrahlung der Synchrotronstrahlung. Bei
der Emission des Photons kann der Spin des Elektrons umklappen. Die Rate
solcher Emissionen mit ”Spin-flip” ist:

5v3 e27°h 2, a2 g , -

Dabei ist # die Richtung, des Elektronenspins vor-der Emission. b ist ein
Linheitsvektor in Richtung des ablenkenden Magnetfeldes und § die Bewe-
gungsrichtung des Elektrons. e ist die Elektronenladung, v der Lorentzfaktor
und p der Krimmungsradius der Elekironenbahn.

Fiir die Anzahl N7 der Elcktronen mit Spin in und N' mit Spin gegen
die #-Richtung 1aBt sich folgende Zeitabhangigkeit aufstellen:

ANT ol Rl
dt

R'" und R'1 sind die Raten fiir den Ubergang des Elektrons aus dem Zu-
stand "Spin up (N1)” in den Zustand ”Spin down (N*)” und umgekehrt. Die
Gesamtzahl der Elektronen ist N = N1 4+ N!. Dann ist:

NT
d—df,— =rTN (RTl T RIT)NT

Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist:

_(ptl % RN _rplly it
NUt) = Nt = 0)e (R +E ):+m(1_e (RTHRI

Ebenso erhalt man:

_iplloplt RUN (Rl Rl
N(t) = Nt = 0)e (R HR )‘+7R“+RH(1—e (R +R

Daraus erhalten wir durch Einsetzen in (2.13):

€() = £(t = 0)em(RUHE %—:imi%—i; e e NN O BT
Hieraus ergibt sich eine maximale Polarisation
Py = %i—i% (2.17)
und eine Polarisationszeit:
%:R“+m7 | (2.18)



Bei der Berechnung von P, und 7, sind wir davon ausgegangen, daf die Spin-
flip Raten im ganzen Ring konstant sind. In einem realen Speicherring sind
zwischen den Ablenkmagneten auch gerade Stiicke enthalten und der Winkel
zwischen der #-Achse und dem Magnetfeld ist nicht konstant. Unser Ansatz
gilt jedoch, da die Umlaufzeit gegeniiber der Polarisationszeit sehr klein ist.
Wir miissen nur die iiber einen Umlauf gemittelten Raten fir BT und R
einsetzen. Wir erhalten:

1 7 =
-8 § b ids (2.19)
53§ oy (1- 2 (79 ds
1 53 8275?1?( 1 2 2
SV E T T gy 1= 2qr. )
Ty & micZL [ |p3 9(n 5" ) ds (220)

L ist der Ringumfang.

In einem ebenen Ring wie PETRA ist die Polarisationsrichtung parallel
zu den Ablenkfeldern, so dafl man fiir die ideale Maschine

8
Py = — =9237%

5v3
erhalt.

Durch die sogenannte ”Spin-Bahn-Kopplung” gibt es jedoch in einem
realen Speicherring eine zusitzliche Depolarisation?, die in den Gleichungen
(2.19) und {2.20) nicht enthalten ist.

Durch die Emission von Photonen werden Betatronschwingungen des
Elektrons angeregt. Sind die elektromagnetischen Felder auf der Schwingungs-
bahn von den Feldern auf der Idealbahn verschieden, so erfolgt dadurch eine
Anderung des Spinerwartungswertes an der gleichen Stelle nach der Dimpfung
der Betatronschwingung.

Die dadurch entstehende Depolarisation wird durch die Depolarisations-
zeit 74 beschrieben. Die maximale Polarisation und die Polarisationszeit ist

1Da die Synchrotronstrahlungsleistung von der Polarisationsrichtung des Strahls abhingt,
kann die Spin-Bahn-Kopplung auch einen Polarisationsan{bau mit einer maximalen Pola-
risation von 95% bewirken. Die dafiir notwendigen Bedingungen sind in /6/ beschrieben.
Dieser Effekt wird im SITROS Programm nicht berificksichtigt, da er fiir die bei DESY
existierenden und geplanten Speicherringe ohne Bedeutung ist.
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bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung:

Poaz = Py Td
Tp+ Td
M (2.21)

2.5 Die Bewegung des Polarisationsvektors unter dufleren Feldern

Die Richtung des Polarisationsvektors £ indert sich unter demn EinfluB
von dufleren elektromagnetischen Feldern. Die Anderung wird nach dem Eh-
renfesttheorem aus der Pauligleichung (2.11) bestimmt:

d
o< VG| >=< V|H -&-F H|¥> (2.22)
mit 5 :
1 e —y
H = 57—~ A)? - - .
o (p ; 1+ ed g2mec20 B {2.11)

Die Ableitung nach dr unterstreicht, daf diese Gleichung fiir das Ruhesystem
des Elektrons gilt. Durch Einsetzen von (2.12) erhilt man:

e

vel]

d > -
E{ = gzmecf X (223)

Der Vektor gist ein axialer Vektor im Ruhesystem des Elektrons. Wir
wollen seine Bewegung durch Gréflen beschreiben, die im Laborsystem de-
finiert sind. Dazu wollen wir die Gleichung (2.23) zu einer Gleichung mit
kovarianten Vierervektoren erweitern /24/. Die Elemente, aus der diese Glei-
chung bestehen soll, ist ein Viererpolarisationsvektor £¥, die Vierergeschwin-
digkeit U" des Elektrons im bewegten System und ihre Ableitung % und
der elektromagnetische Feldtensor F¥#,

Im Ruhesystem soll die Zeitkomponente £° des Vierervektors null sein, so

daff €¥ in Eﬁbergeht. Wegen der Erhaltung des Skalarprodukts von Vierer-
vektoren gilt dann:

U.¥ =10

10



Der Zusammenhang zwischen gund &Y ergibt sich daraus durch:

5”3—£+—ﬂ £)-3
E°=76-£

(2.24)

=

Dabei ist # = ¥ die Geschwindigkeit des Elektrons im Laborsystem. Die
rechte Seite der kovarianten Gleichung soll wie Gleichung (2.23} linear in F¥*
und £¥ sein. Ein allgemeiner Ansatz ist:

d A
-§4- =£11F'\'u£#+

42 vy A O3, dUY oy
. . (&F™#U)U + = (6 ——)U (2.25)

wobei a1, ay, a3 Konstanten sind. Diese werden aus den Bedingungen {/,,£¥ =
0 und d(U,£¥)/dr = 0 bestimmt und daraus, daf (2.25) im Ruhesystem des
Elektrons mit (2.23) identisch sein soll:

e

X, =dy =g a3 = —1

2megc

AuBerdem setzen wir die Lorentzkraft in der Form:

v
dU & pumy,
dr mec
ein und erhalten aus (2.15):
dEA o ¢ g Ap 1 qg— 2 jom b
o mee [ﬁF £, + c_Q(T)(‘E”F U, )u {2.26)

Diese Gleichung wird nach Bargman, Michel und Telegdi /25/ BMT-Glei-
chung genannt. Durch Einsetzen der Gleichung (2.24) kann die BMT-Glei-
chung in die gebrauchlichere Form umgeschrieben werden:

€ e
dt meery

gx (‘7a+1)g—a il (ﬁé)ﬁ

(2.27)
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3. BERECHNUNGSMETHODEN FUR DIFE TEILCHENBAHN
DES ELEKTRONS

Zur Berechnung der Spinbewegung werden die Methoden verwendet, die
sich bei der Berechnung der Teilchenbahnen bewahrt haben. Die Beschreibung
des Elektrons muf dabei nur durch die Spinkomponenten erweitert werden.
Im folgenden werden deshalb die Bahnberechnungsmethoden erlautert und
danach der Spinteil erganzt.

3.1 Das Differentialgleichungssystem fiir die Teillchenbewegung

Bei der Planung eines Speicherrings wird die Bahn des idealen Teiichens
festgelegt. Sie wird durch den Ablenkradius der Fiihrungsmagnete, deren
Linge und Abstinde beschrieben. Diese Teilchenbahn wird ”Design Orbit”
genannt. Die Optikberechnungen werden im allgemeinen in einem krummili-
niges Koordinatensystem durchgefiihrt, das mit der Projektion des Teilchens
auf dem Design Orbit mitbewegt wird {Abbildung 1).

Die Bewegung eines beliebigen Teilchens wird in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem durch die Lorentzgleichung bestimmt:

d E b — —
(C—2r> —eb 4 S (pr)+R (3.1)
Dabei ist 7 der Ortsvektor des Elektrons mit der Ladung e, E die Teilchen-
energie, ¢ die L1chtgeschw1nd1gke1t F und B sind die elektrischen und ma-

gnetischen Felder und R ist die Riickwirkung der Synchrotronstrahlung auf
die Elektronen /26/:

=25k (64 L) (5:2)

An Stelle der Zeit ¢ wird eine neue unabhéngige Variable eingefiihrt: Die
Bahnlinge s entlang des Design Orbits. Ist [ die Bahnlinge entlang der
tatsachlichen Teilchenbahn, so geht das Differential iiber in:

d ds dl 4 v d

d=d & ds T @& (3.8)
Die Ableitung nach s wird durch das Zeichen ’ gekennzeichnet. { ist die Lange
der Teilchenbahn, dl/dt die Teilchengeschwindigkeit v ~ ¢. I’ gibt daher das

12.
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Bild 1 : Beschreibung einer Teilchenbahn in dem auf dem Design Orbit mitbe-

wegten Koordinatensystem.
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Verhdltnis zwischen der Linge der Teilchenbahn und des Design Orbits an.
Wir teilen die Energie £ des Teilchens auf in die Sollenergie Ey und die

Energieabweichung AE. Es ist dann E = Ep(1 + ) mit § = AT.

Einsetzen in die Lorentzgleichung gibt dann:

e = le_ = 262 4 4 7
s -] B-Z2_-_ 1 5 AV E”Z —
E0E+ 7 Egr X Smo"l'()( + ) (‘!’)5 [(T ) ( ) ]

1 ll! (34)
; [W' + (1 +6) (F” - l—,r*')}

Wir zerlegen den Vektor # von einem frei wahlbaren Nullpunkt zum Ort des
Elektrons in den Vektor B zum Ursprung des mitbewegten Koordinatensy-
stems und die relativen Koordinaten z und z. Bezeichnen wir die Einheits-
vektoren im gekrimmten Koordinatensystem mit #, Z, § dann gilt:

Lz, dE d dE (3.5)
=— —x T — — Ak
ds ds ds ds zds

Hier miissen die Frenetschen Formeln eingesetzt werden, in denen h, und h,
die Krimmungen des Design Orbits sind:

dR . dz . dz . s . .

E =8 £ = Ahxs E = *"th E = hII + hzZ (36)
"Wir erhalten: :
7 =2'E+ £+ (1 — zhy — 2h,)F
7 =(a" + hy — zhi — zhzh,)%

+{(z" + h, — zhgh, — zhz).é'

+(-22'h, — 22'R,)§

Zur Berechnung von !’ benutzen wir:

(di)? = (dP)? = (7'ds)? = 7"2ds®

dl

[.' 2 — (== 2
(%)

=1-2zh, — 2zh, +a'* + 2% + 2xzhoh, + 22h% + 22h2

=7 (3.7)

14



Die elektrischen und magnetischen Felder des Beschleunigers werden in bezug
auf den Design Orbit angegeben:

. (3.8)

Die elektrischen Felder in den Beschleunigungsstrecken und die Felder spe-
zieller Magnete hidngen von der Zeit ¢ ab. Der Zeitpunkt, in dem das Teilchen
das Feld passiert, hingt von der Linge [ der Teilchenbahn ab. Die Linge
erhalten wir aus I’ durch Integration:

z:/r@ (3.9)
4]

Mit € = I — s ergibt sich die Zeit aus:

t=1o(s =0)+ (s + € /c =to(s)+ €/c

Neben z,z2', 2,2/, ¢ st die relative Energieabweichung § = % eine Variable
des Teilchens. Sein Zustand wird also durch den 6-dimensionalen Vektor
X = (z,2',2,%,¢,6) angegeben. Setzt man 7 7" E, B in die Lorentzglei-
chung ein, so erhalt man ein System von nichtlinearen, gekoppelten Differen-

tialgleichungen.

Anmerkung: Es ist auch die Darstellung moglich, in der das Koordi-
natensystern mit konstanter Geschwindigkeit (wie ein Teilchen) auf dem De-
sign Orbit mitgefihrt wird und die longitudinale Abweichung des Teilchens
im Vektor 7 explizit enthalten ist:

P=R+azi+:22+108
Die Beschreibung der Magnetfelder ist in dieser (konsequenteren) Darstellung
jedoch komplizierter: Statt B = B(x, #, s) schreiben wir dann B= E{az,z, s+
€}. In unserer Darstellung hiangt B nicht von € ab. Erst bei der Beschreibung

zeitabhingiger Felder muBl der Zeitpunkt aus € ermittelt werden.
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3.2 Berechnung der linearen Optik

Bis hier sind in der Entwicklung der Bewegungsgleichung alle Nichtli-
nearititen einbezogen worden. Linearisiert man das Differentialgleichungssy-
stem, so kann man die analytische Losung des Gleichungssystems fiir Stiicke
mit jeweils konstanten Feldkoeffizienten angeben,

Die Magnetfelder werden dazu nach den Potenzen der Koordinaten = und
z entwickelt. Wir schreiben’:

€

B.{(z,z,5) = — ha(5) — ju(8) + k(s)z + k(s)z + hohere Ordnung

Eo
%BI(I, z,8) = hu(s)+ j.(s) + k(s)z ~ k{s)z + hohere Ordnung (3.10)
ELOBS(I,Z,S) = hs)
Dabei wurden die Abkiirzungen benutzt:

he+3: = g Bzlz,z= 0) (Dipolstarke)

—h,— 3. = g Bz{z,z=0) {Dipolstarke}

hs = z-Bs(z,z=0) {Solenoidstarke)

k = 5 d-d_lig = Eig% {45-grad Quadrupolstarke)

k = £ % = —Eio% (Quadrupolstarke)

Zur Vereinfachung werden nur konstante transversale elektrische Felder und
longitudinale Magnetfelder zugelassen. Wir beschreiben die Wirkung der elek-
trischen Felder mit: :

€x = E—OE:J:
e
- = 5 E: (3.11)
2
€g = Eiovpeak (sin do + k%é’cos ¢’o) = €g0 + Leg

Dabei ist ¢o die Sollphase des Cavities, L ist der Ringumfang und k ist die
Harmonischenzahl k = %, A ist die Wellenlange der Hochfrequenz.

L Wir zerlegen die Dipolstirke in die Sollkriimmung h(s) und die Stérung j(s)

16



Die in einem Speicherring verwendeten Magnete sind im aligemeinen so
gestaltet, daB die Magnetstarken iiber die Linge des Magneten nahezu kon-
stant sind. Deshalb treten die Ableitungen dﬁ/ds nicht auf. Bei Dipolen und
Solenoiden werden die Feldanderungen an den Magnetenden durch spezielle
Fokussierungselemente nachtriglich berficksichtigt.

Das lineare Differentialgleichungssystem hat dann die Form:
2" =Gz 4+ Grz+epor’ + hez' —hyb+er+ 72
2 =Gz + Gzt 02 — hex' —h 64 ¢, + 3,
8 =€q0 + begy — €qphax — €goh 2 +eg2" + 6,2
+C,b% + Byz + B,z + Bz’ + Bu2' + 20.,b%
¢ =—hox— h,2

(3.12)

mit 9 o2
Cy=— 5570'13
Gy =—k—h2—25hs + €s0hs
G, =—k—h2—25,h, + esohs
Ge=—k—hzh, — 29:h, + €s0h,
G, =—k—hghy — 25:h; + coohy

B, =C.,(—2kb, — 2kb, — 2h2b, — 2h b b, + hob?)
B, =C,(—2kb, — 2kb, — 2h%b, — 2h, h,b, + h.b?)
Bu =2C.(byeso + bohy)
B, =20 (b.€s0 — brhs)

h* =h2 + hZ

by =hg + Jz + €2

by =h,+ Jz +¢;

b =b, +b,

Das Differentialgleichungssystem 2. Ordnung 148t sich in ein System 1.
Ordnung umschreiben in der Form:

X'=aAX+C (3.13)
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Dabel ist A die 6 % 6 Matrix:

0 1 0 0 0 0
Gy €50 G_:t he 0 hy
0 0 0 1 0 0
_é: — hg G, €50 0 h,
hz 0 — by 0 0 0

By —es0hy €0+ By B, —€softy €50+ By €sl 20'7b2

und € ist der Vektor:

-

C=(0, €+ 0, ¢ +35, O, C,sz—i-eso)

Die Transformation eines Zustandsvektors X durch einen Magneten, ein Ca-
vity oder ein feldfreies Stiick la8it sich durch die homogene Losungsmatrix M
und den inhomogenen Losungsvektor H darstellen:

X.(Sl) = M(Sl,SO)X(BQ)+ﬁ(Sl,So) (314)

Dabei ergeben sich M und H als Lésung der Differentialgleichung mit /27/:

0 1 7
M = eAln1—3%0) = —A" (51— s0)"
1;) nl (3.15)

CH = (1— M(sy,50)) ' C

Neben dieser Losung durch Reihenentwicklung 148t sich die Matrix M und

H oft auch analytisch errechnen. Dazu kann z.B. die Methode der Laplace
Transformation verwendet werden.

Wir fiigen unserem 8-dimensionalen Teilchenvektor nun eine 7. Kompo-
nente zu, die konstant=1 ist. Damit kénnen wir die homogenen und inho-
mogenen Terme der Differentialgleichung in gleicher Weise durch eine Matrix
M7y beschreiben, die aus M und H Zusammengesetzt ist.

Die Transformation fir einen Umlauf im Speicherring (Umlaufmatrix)
ergibt sich durch Multiplikation der Einzelmatrizen.

18



3.3 Der "Closed Orbit” als neues Bezugssystem

Die Definition des Design Orbits ist unabhéngig von Stérfeldern durch
Fehlaufstellung oder Fehlerregung der Magnete und von Strahlungseffekten.
Deshalb ist der Design Orbit in einem realen Speicherring keine wirkliche
Teilchenbahn.

Die geschlossene Teilchenbahn in einem Speicherring nennt man ” Closed
Orbit”. Der Closed Orbit ist die zentrale Teilchenbahn im Strahl. Alle ande-
ren Teilchen schwingen um den Closed Orbit. Die Schwingungen lassen sich
einfach beschreiben, wenn man nicht den Design Orbit, sondern den Closed
Orbit als Bezugssystem wahlt. Da der Closed Orbit im Gegensatz zum De-
sign Orbit eine wirkliche Teilcheribahn ist, entsprechen die Krimmungen den
Ablenkfeldern. Die inhomogenen Terme der Differentialgleichung entfallen in
diesem Bezugssystem.

Zur Beschreibung einer beliebigen Teilchenbahn geht man deshalb in zwei
Schritten vor:

1. Der Closed Orbit wird in bezug auf den Design Orbit beschrieben
(7 x 7 Matrix).

2. Die gesuchte Teilchenbahn wird in bezug auf den Closed Orbit be-
schricben {6 x 6 Matrix).

In der linearen Rechnung ergibt sich der Closed Orbit durch den Eigen-
vektor der Umlavfmatrix M7y7 mit dem Eigenwert 1. In einer nichtlinearen
Rechnung kann man den Closed Orbit finden, in dem man iterativ die Um-
laufmatrix in bezug auf den vorlaufig errechneten Closed Orbit und deren
Eigenvektor bestimmt,

3.4 Die Strahlausdehnung in der linearen Maschine

Der Verlauf einer Teilchenbahn mit dem Anfangsvektor X 138t sich mit
Hilfe der Eigenwerte Ax und der Eigenvektoren Ek der Umlaufmatrix Mgxe
vorhersagen. Es gibt drei Paare von zueinander konjugiert komplexen Eigen-
werten.. Die Eigenvektoren bilden eine orthogonale Basis im 6-dimensionalen
Zustandsraum. Deshalb lafit sich jeder beliebige Teilchenvektor als Linear-
kombination der Eigenvektoren darsteflen. Transformiert man nun den Teil-
chenvektor und die Eigenvektoren durch den Ring, so bleiben die Amplituden
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Ay der Linearkombination konstant.

—

X(s1) = MX(so) = MY AcEi(so) = Y AcMEx(so) = Y ApEi(s1)

(3.16)
Der Verlauf der Teilchenbahn wird also durch den Verlauf der Eigenvektoren
bestimmt.

Der Verlauf der Eigenvektoren wird nun durch den dazugehédrigen Ei-
genwert bestimmt. Mit jedemn Umlauf werden die Eigenvektoren mit ih-
rem Eigenwert muitipliziert. Haben die Eigenwerte den Betrag 1, so bleibt
die Schwingungsamplitude konstant; ein Betrag kleiner 1 entspricht einer
Dampfung, ein Betrag grofler 1 einer Entdampfung,.

In eipem Elektronenspeicherring ist die Teilchenbewegung durch den
Energieverlust durch die Synchrotronstrahlung gedampft. Dieser Dampfungs-
effekt wurde durch die Strahlungsriickwirkungskraft in unsere Differential-
gleichungen einbezogen. Dabei wurde jedoch nicht beriicksichtigt, dall die
Abstrahlung nicht kontinuierlich, sondern stochastisch erfolgt.

Die Strahlungsriickwirkung [1.2) muB deshalb aufgeteilt werden in den
bisher berechneten Mittelwert und die statistische Streuung um den Mittel-
werk:

R=<RE> +6R (3.17)

§ R ist dabei eine zufillige GroBe, deren Verteilungsfunktion die Bedingung
erfiille /28/ :
- . 557 R 1
<BR>=0 und < (§R)? >= 20 (3.18)
24+/3mac P
p ist der Kriitmmungsradius der Teilchenbahn. Die stochastischen Energie-
spriinge bewirken eine Anregung der Tetlchenschwingungen, die der Damp-
fung entgegenwirkt. Die Strahldimensionen ergeben sich aus dem Gleichge-
wicht zwischen Anregung und Dampfung.

Dieses Gleichgewicht 148t sich in der linearen Rechnung ermitteln /29/,
da dann Schwingungen, die durch einzelne Photonen angeregt werden, von-
einander unabhangig sind. Fir diese Berechnung wird die Teilchenbahn als
Linearkombination der Eigenvektoren im 1. Umlauf mit zeitabhingigen Am-
plituden ;1; dargestellt. Hat der Eigenwert A, die Form

A = emor ki@ | (3.19)
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wobei ¢ die Dampfungskonstante der Schwingung ist, so ist die Anderung
P ]
der Amplitude < |Ax| > durch die Ddmpfung:

d " Qak — 2
— <A =2k
dt<i’°|> T0<|Ak|>

Dabei ist Tp die Umlaufzeit des Teilchens. Die Anderung der Amplituden
durch die Energiespringé ist:

155 kP
27 R 48\/3 me.

d — 1 Yk
— A E z—d = — .
$ <Al > flEaprds =T (520)

E;; ist dabei die 5. Komponenie des k-ten Eigenvektors. lm Gleichgewicht
ist dann

— 9
< [Ax] >= % = 2¢, (3.21)
oy
—~ 7
Die Grofle e, = % < |Ak| > nennt man die "nattrliche Emittanz” des Strahls.

3.5 Behandlung von Nichtlinearitaten

In einer linearen Rechnung kann das Verhalten des gesamten Elektro-
nenstrahls aus der Umlaufmatrix vorhergesagt werden, da die Matrix fiir alle
Teilchen gleich ist. Da man in der nichtlinearen Rechnung einen solchen Ma-
trixformalismus nicht verwenden kann, wird hier iiblicherweise das sogenannte
Monte-Carlo-Verfahren angewendet.

Dabei werden fiir eine Anzahl von Teilchen die Anfangskoordinaten mit
einem Zufallszahlengenerator gewiirfelt. Die Bahnen dieser ausgewahlten Teil-
chen werden dann mit dem Computer iber viele Umliufe unter Bertcksich-
tigung der Nichtlinearitaten berechnet. Man geht nun davon aus, daf die
Probeteilchen den Strahl reprasentieren konnen, d.h. daB das Verhalten der
anderen Teilchen des Strahls sich im Mittel nicht stark von dem der Probe-
teilchen unterscheidet.

Fiir Berechnung einer Teilchenbahn unter Berticksichtigung aller Nichtli-
nearititen ist bisher keine analytische Methode bekannt. In Speicherringop-
tiken sind aber die Nichtlinearititen im allgemeinen klein. Nichlineare Reso-
nanzen konnen sich nur dann ausbilden, wenn die ireibenden Krifte grofier
als die Strahlungsdampfung sind.
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Deshalb beriicksichtigt man nur die relativ starken nichtlinearen Krafte.
Die GroBenordnungen fir die Variablen sind:

z~107%n 2~ 107%m £~ 10"2%m

2 ~107% 2 ~107% 5~ 1072
Da die Bewegung der Teilchen nur in den Cavities von £ abhingt, sind die
Terme, in denen é quadratisch anftritt, die wichtigsten, Diese Terme bewirken

das chromatische Verhalten der Optik. Das Differentialgleichungssystem hat
bei Beriicksichtigung der in & nichtlinearen Terme die Form?:

— h h €z + 7.

2 =G,z 4+ Goz+ €50 2! + 3 ;o % x x

Gr1) T GBr0 B0 T+

— s h h €2+ 7.

" = O €30 ' Ei r_ z § z F

FEC A T T+ G+ TG
8 =€un + leg — €aphg® — €x0hoz + €x2 + e 2 (3.22)

+C,(148)2 [b® + Byz + B,z + Buz' + B, 2']
P =—hez—h,z

2 e?
tC,=— - —~3
Mt Loy 3 o o
G, = k he - 2jzhx €sohs

e+ T (E 1) (6+1)
zj'z'hz E.‘aohz

— 2
Gz‘“(aﬂ)’hf(aﬂ) (6 +1)
_:r . E — hih. — 2J‘zhz Esth

S+ T 5+ (54 1)
.E 25.hg €s0hz

R TR e e I rany
B, = — 2kby, — 2kb, — 2h2%b, — 2h,h,b, + h,b*
B, = ~ 2kb, — 2kb, — 2h3%b, — 2h h by + b b®
By =2(byeso + bohg)

By =2(baes0 — bzhs)

|

!Man beachte, daf die Terme der sogenannteh *schwachen Fokussierung” zh2 und zh?
nicht von der Energie des Teilchens abhangen. Es handelt sich dabei um scheinbare Krafte,
die durch die Drehung des Koordinatensystems entstehen.
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by =hs + izt ey bz:hz‘i".?;z"{’fz
b% = bZ + b2 h* = b2 + h?

Die Grofe &’ ist dagegen klein, d.h. § &ndert sich in einem Magneten
nur wenig. Es ist deshalb eine gute Niherung, die Ausdriicke (1 + &) kon-

stant zu lassen und hier den Wert §{sp) einzusetzen. Die Transformation

eines Teilchens durch einen Magneten kann dann wieder durch eine Matrix
beschrieben werden. Es ist aber zu beachten, dafl diese Matrix ven der Ener-
gie des Teilchen abhingt, also fiir andere Tetlchen mit verschiedener Energie
nicht gilt.

Zur Kompensation der Chromatizitdt verwendet man Sextupole. Die
durch die Sextupole erzeugten Krifte sind quadratisch in z und 2. Die Sextu-
polstirke 782 ist jedoch eine Zehnerpotenz groBer als die Quadrupolstirken,
so daf} die Sextupole einen erheblichen Anteil der Nichtlinearititen ausma-

chen.

Die Sextupole werden durch die ”diinne-Linsen”-Niherung berechnet.
Man macht dabei die Annahme, dafi sich die Anderung der z- und z-Ko-
ordinaten des Teilchen innerhalb des Sextupols vernachlassigbar sind. Die
Differentizlgleichung 18t sich dann leicht integrieren.

3.6 Die Strahl-Strahl- Wechselwirkung

Die Strahl-Strahl-Wechselwirkung wird im SITROS Programm in der
Naherung als diinne Linse berechnet. Dazu wird die bekannte Formel

Nt [ R
A = rez[\/qx-qf exp (—:—— z_) dg
x
0 .

v '

IN . 3 2 2 (323)
Ad = 221 x[\/qi-qz exp(—x——z—) dq
0

B Gz gz

mit ¢, = 202 + g und q: =202 +¢

benutzt /34/. Die Formel wird im Anhang hergeleitet und dabei die verwen-
deten Naherungen aufgezeigt. Die Integrale lassen sich analytisch lésen /357,
die Losungen enthalten dabei die komplexen Fehlerfunktionen. Auf die Tabel-
lierung dieser Funktion wie in /36/ zur Rechenzeilersparnis wurde in SITROS
verzichtet, weil die Berechnung der Strahl-Strahl-Wechselwirkung nur einen
Bruchteil der Rechenzeit der Spintransformationen benotigt.
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4. BERECHNUNG DER SPINBEWEGUNG

Der Spin wird durch einen Vektor & = {s;,s;,s,) beschrieben. Die
Lange dieses Vektors ist 1. Durch die Angabe aller drei Komponenten ist
§ tiberbestimmt. Eine Drehung von & kann aber in dieser Darstellung durch
eine einfache Drehmatrix beschrieben werden.

4.1 Bewegungsgleichung fiir den Spin

Die Spinbewegung wird durch die BMT-Gleichung (2.27) beschrieben,
die mit der unabhingigen Variablen s die Form hat:

dsi 5
£ _.xz7 .
I X 5 (4.1)

mit

E '
0 v (4.2)
b .,
— | ya+ —— (r X E))
(q 7+ 1)
Die Ableitung des Vektors 5 nach s erfolgt analog zur Ableitung von 7 :
=8, + 5,7+ 5,5
(4.3)

(8) =8, @+ 8,7+ 8,5+ hyseT + hessZ— (hysy + hys.)d

Wir fiihren den Vektor 5 = (5., 5%, ") und den Drehvektor ( = {1, + {1, mit

1, = (—h., hy,0) ein und kénnen die Differentialgleichung in der gewohnten
Form:

§ = (x§ (4.4)

schreiben. Der Vektor (3, beschreibt die scheinbare Drehung des Spins durch
die Drehung des Koordinatensystems. Diese Drehung ist unabhangig von der
Energie des Teilchens.

Wenn man wie in Gleichung (3.22) den Vektor {1 in den Ortskoordinaten
z,%', 2, 2’ linearisiert, die Koordinate é aber nichtlinear betrachtet , so erhilt
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man:

{1, = (’79&+ ) ((hz + g +es) + (k= k2~ 5k, —e.h.)z

1
(6+1)
+(_E —hzhy — Jphy — fzhz)x - 6.'303") - ’TOahszl — ke

1
= e — (hs - x —k h2 zhx zhx
., (’ma+(6+1))< (he + jz T €z) + (—k+ b + Fohe + €2k )z

+(7cﬂ + hohy + Johe + eghy )z + esox’) — roahs? + hg

he — hshyx — hsh, 1
= B — (1ot i) (4 - )
(4.5)

In der Differentialgleichung (4.4) 148t sich das Krenzproduké durch eine Ma-
trixmultiplikation ersetzen:

-Sﬂ = ASpin -8 (46)
mit
0 -0, Q.
ASpin - Qz 0 - Qs
-0, Q 0

Wir kénnen dann wieder die Transfermatrix fiir Stiicke mit kontantem I
berechnen:

W(l1-CY+C wew,(1 —C) —weS wawe(l ~C) +w,S
D=1 ww,(1~C)twS WHl-C)+C  wow(l -C)—w.S
wews(l = C) — w8 wwe(l - C)+w,S wil1-C)+C
(4.7)
Dabei sind w; = Q,/|Q|,w, = ... und § = sin |Q, C = cos |Q}|l. Die Gesamt-
drehung in einem Umlauf ergibt sich aus dem Produkt aller Einzelmatrizen
durch:

1
O0mtaus| = 2 = arcos (G(spur(D) - 1)) (49)

Die Grofle v wird ”Spin Tune” genannt, In einem ebenen Speicherring ist v
proportional zu Energie des Strahls.
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4.2 Niherungen zur nichtlinearen Berechnung der Spinbewegung

0 hangt von den Raumkoordinaten des Teilchens ab und ist nicht stiick-
weise konstant. -Die Spinbewegung ist deshalb auch in der fiir die Teilchen-
bewegung linearen Maschine nichtlinear. Zur Berechnung der Spinbewegung
werden deshalb wieder Naherungen angewendet, um die Rechenzeit klein zu
halten. Dazu wird unterschieden zwischen Dipolen und anderen Elementen.

Bei den Dipolen hat man ein starkes konstantes Feld, das den Spin um
groRe Winkel dreht. Die schwache Fokussierung bewirkt jedoch eine geringe
Abhingigkeit ven den Ortskoordinaten. Zur Berechnung der Spindrehung
werden die Ortskoordinaten iiber den Magneten gemittelt und in (4.5) einge-
setzt.

In den anderen Elementen hingt {) stark von den Ortskoordinaten ab.
Diese konnen sich auflerdem im Magneten stark indern. Die Spindrehungen
sind jedoch klein und man nimmt deshalb an, dafi die Drehungen um die
Koordinatenachsen kommutativ sind und deshalb einzeln iitber den Magneten
integriert werden kénnen.

Fir transversale elektrische und magnetische Felder gilt dann folgende
Beziehung zwischen der Spindrehung und der Ablenkung des Teilchens:

— A7
f Ods = Az’ (4.9)
Moagnet 0

Das Problem ist dadurch auf die Berechnung der Ablenkung des Teilchens

‘reduziert, die im Abschnitt 3.5 behandelt ist. Die Spindrehung durch die .

Strahl-Strahl-Wechselwirkung kann auf die gleiche Weise herechnet werden,
da keine longitudinalen Felder auftieten.

4.3 Die Definition der Pdlarisationsrichtung durch die 7#-Achse

Die Begriffe ” Design Orbit” und ”Closed Orbit” haben ein Analog in der
Spinbewegung: Die Spinrichtung, die vom Design Orbit Teilchen bzw. vom
Closed Orbit Teilchen nach einem Umlauf reproduziert wird.

In der idealen Maschine. ist die geschlossene Spinrichtung auf dem De-
sign Orbit senkrecht (entlang dez Z-Achse), solange keine speziellen spindre-
henden Magnete (Spinrotatoren, “siberian snakes”) verwendet werden. Die
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geschlossene Spinrichtung auf dem Closed Orbit weicht von der senkrechten
auf Grund der radialen und longitudinalen Stérfelder ab. Diese Spinrichtung
wird fi-Achse genannt!.

Eine Polarisation des Elektronenstrahls kann sich nur entlang dieser Rich-
tung aufbauen, denn sie soll, sobald sich das Gleichgewicht zwischen Aufbau
u,n'_d Depolarisa,tion eingestellt hat, zeitlich konstant bleiben, und sich niclit
von Umlauf zu Umlauf &ndern. Die 7i-Achse 1st deshalb auch die Richtung,
die man zur Berechnung des Sckolov-Ternov-Effekts in die Gleichung (2.15)
einsetzen muB. :

4.4 Depolarisierende Resonanzen

Die Polarisation in einem Speicherring wird eingeschrankt, wenn sich die
Prézession des Spins mit der Umlauffrequenz oder den Schwingungen des
Strahls in Resonanz befinden. Die allgemeine Resonanzbedingung ist:

vtiQ, Lt kQ, T mQ, =n (4.10)

wobei 7, k, m, n ganze Zahlen sind. Q., &, ), sind Zahlen der Teilchenschwin-
gungen pro Umlauf und ergeben sich aus der Gleichung (3.19). » ist der
Spin-Tune nach Gleichung (4.8).

Der Mechanismus der linearen Resonanzen, bei denen |7]+ |k| + |m| < 2
ist, 1aBt sich anschaulich beschreiben:

Die Imperfektion-Resonanz: v = n

Auf der Imperfektion Resonanz wird jede Spinrichtung nach einem Umlauf re-
produziert, d.h. die i-Achse ist nicht mehr definiert. In der Nihe der Resonanz
kann deshalb ein kleines Storfeld die #- Achse aus der Vertikalen herauskippen
und so die Polarisation durch den Sokolov-Ternov-Effekt verhindern.

Die intrinsischen Resonanzen: v+ Q. =n ; v Q. =n ; vEQ,=n
In den Quadrupolen wirkt ein Magnetfeld auf die Elektronen, das propor-
tional zu deren Abstand zur Quadrupoimitte ist. Die Betatronschwingungen
erzeugen deshalb periodische Felder, die den Teilchenspin um kleine Winkel
dreht. Sind die Betatronschwingungen in Phase mit der Spinbewegung, so
addieren sich die Einzeldrehungen und der Strahl wird depolarisiert. Abseits

!Ersetzt man alle Einzeldrehungen in verschiedenen Magneten durch eine einzige, so ist die
7i-Achse die Drehachse dieser Drehung.
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der Resonanzen hebt sich der Einflufl der Quadrupole im Mittel auf. Die drei
verschiedenen Resonanzen entstehen durch folgende Prozesse:

Die @, Resonanz: v+ Q, =n

Die @, Resonanz tritt auf, wenn die %#-Achse im Quadrupol nicht vertikal
steht. Bei einer horizontalen Teilchenschwingung gibt es dann im Quadrupol
eine Feldkomponente; die senkrecht zur fi-Achse steht und den Teilchenspin
von der fi-Achse wegdreht.

Die ¢}, Resonanz: v £ Q, =n
Vertikale Betatronschwingungen erzeugen im Quadrupol ein Feld, das den
Spin in oder gegen die Bewegungsrichtung drehen.

Die ¢, Resonanz: v + @, =n

In einem realen Speicherring existiert durch horizontale Storfelder eine kleine
vertikale Dispersion. Entsprechend der Energieschwingung filhren die Teil-
chen deshalb auch vertikale Bewegungen aus, die auf der Resonanz auf gleiche
Weise wie bei der @2, Resonanz zur Depolarisation fiihren.

Diese linearen Resonanzen konnen mit Hilfe der Stérungsrechnung be-
schrieben werden. In einem Speicherring treten auflerdem auch Resonan-
zen hoherer Ordnung {|7] + |k| + |m| > 1) auf. Diese Resonanzen werden
durch nichtlineare Krafte erzeugt und kénnen deshalb nicht durch eine lineare
Berechnung vorhergesagt werden. Zu ihrer Beschreibung muf ein Formalis-
mus verwendet werden, der die nichtlinearen Terme der Spin-Bahn-Kopplung
enthalt.
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5. AUFBAU DES SPIN-TRACKING-PROGRAMMS SITROS
LY

Im SITROS-Programm wird das Monte-Carlo- oder Tracking-Verfahren
angewandt., Die Bahnen und Spinbewegungen einer Anzahl von Probeteil-
chen werden dabei iiber viele Umlidufe unter Beachtung der Nichtlinearititen
mit dem Computer verfolgt. Dieses Verfahren hat sich bei der Berechnung

der nichtlinearen Emittanz unter dem Einfluf von Sextupolen /30/ und der
Strahl-Strahl-Wechselwirkung /31/ bewihrt.

In den iiblichen Programmen wird der Ring aufgeteilt in Abschnitte, die
durch eine lineare Transformationsmatrix beschrieben werden, und in nicht-
lineare Elemente (Sextupole, Oktupole, Strahl-Strahl-Wechselwirkung), die
durch eine "diinne Linse” angendhert sind.

Die linearen Matrizen werden am Anfang des Programms berechnet und
gespeichert, so dafl der Rechenaufwand beim Tracking der Teilchen auf die
Matrizenmultiplikation beschrinkt wird. Die Transformation durch einen
Sextupol wird durch wenige Multiplikationen und Additionen ausgefiihrt.

Im Gegensatz dazu ist die Berechnung der Spinbewegung weit anfwendi-
ger. Fir den Spin sind auch alle Quadrupole nichtlineare Elemente. Da es im
Speicherring im allgemeinen mehr Quadrupole als Sextupole gibt, vervielfacht
sich der Rechenaufwand.

AuBerdem besteht jede Spintransformation aus einer Drehung, fiir die die
Sinus- und Cosinusfunktion berechnet werden muff. Die Berechnung der Spin-
drehungen mufi mit doppeltgenauer Arithmetik durchgefiihrt werden, denn
die Depolarisation in einigen tausend Umlaufen ist in der GroBenordnung
1075, und die Genauigkeit von 107° bei einfachgenauer Arithmetik ist nicht
ausreichend. Es ist deshalb auch nicht moglich, die Berechnung der Sinus- und
Cosinasfunktion durch eine Taylorreihe mit wenigen Gliedern zu ersetzen.

Eine analoge Anwendung der normalen Trackingverfahren scheitert des-
halb an der Begrenzung der Rechenzeit. Mit dem Programm SITROS wurde
deshalb ein Verfahren entwickeit, mit demn der Polarisationsgrad in kiirzerer
Zeit berechnet wird', Bei allen Schritien des Programms steht die Rechen-
zeitersparnis im Vordergrund. Die Ergebnisse zeigen, dafl trotz aller Verein-
fachungen wertvolle Information tber die Polarisation gewonnen werden.

1Fir eine Rechnung mit 50 Probeteilchen und 2000 Umliufen {3 Betatrondimpfungszeiten
bei PETRA) bendtigt SETROS 4 Stunden auf der [BM 3081.
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5.1 Die Transformation der Ortskoordinaten

Der Ring wird in SITROS in vier Abschnitte unterteilt. Jeder Abschnitt
wird durch eine Transformation beschrieben, die die Nichtlinearitaten bis zur
2. Ordnung enthalt.

Die Koordinaten eines Teilchens sind relativ zum Closed Orbit durch den
6-dimensionalen Vektor X = (z,%',2,2',¢,6) angegeben. Fiir die Transforma-
tion wird zuerst aus )?A am Anfang des Abschnitts der Vektor X~ berech-
net, der neben den linearen Komponenten der Vektors X 4 alle quadratischen
Kombinationen enthalt. X~ hat 27 Komponenten:

X~ =(2,2',2,2,6,6,2% xa' 22, .., €% 45,67 (5.1)

Aus X~ wird dann durch Multiplikation mit einer 6 x 27-Matrix Mg, , ., der
Zustandsvektor Xg am Ende des Abschnitt berechnet:

Xi = MZapn X~ (5.2)

Zur Erzeugung der Matrizen Mg,,  werden zuerst der Closed Orbit und
dann 72 verschiedene Teilchenbahnen in der Nihe des Closed Orbit mit dem in
Abschnitt 3.5 beschriebenen Verfahren berechnet. Die Differenzenquotienten

dieser Ortskomponenten am Anfang und Ende des Abschnitts ergeben die
gesuchten Matrizen.

5.2 Die Spintransformation

Der Spin der Elektronen wird in SITROS durch den dreidimensionalen

Vektor § = (52,982,355} beschrieben. Diese Darstellung ergibt die im Ver-

gleich zu anderen Darstellungen kiirzeste Rechenzeit fiir die Spintransforma-
tion durch einen Abschnitt. Es ist die Multiplikation des Spinvektors mit der
3 x 3-Matrix D.

D ist nach Gleichung (4.8) durch die Drehachse (I bestimmt. {3 hingt
wiederum nichtlinear von den Ortskoordinaten des Teilchens ab. In SITROS
werden deshalb die Gréfen i2], 2, und 2, auf die gleiche Weise berechnet wie
die Komponenten des Vektors X g:

1 L
0, | = Mg - X~ + € (5.3)
IR
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o 1.000 e, ‘ . ] . .
{1..,. ist dabei die Drehachse fiir das Closed Orbit Teilchen. Die Matrizen | I = R —

Mgany, und Mg, sowie {l., sind in SITROS zu einer Matrix Mgy s zu-

sammengefaBi.
Es muf nun gepriift werden, ob trotz der Beschrankung auf die quadrati- 0.975 F B
schen Terme der Transformation eine ausreichende Beschreibung der Spinbe-
wegung gegeben ist. Dazu werdén die Terme hoherer Ordnung fiir verschie-
dene Stérungsverteilungen berechnet. 0. 950

Beim Speicherring PETRA sind die Terme hoherer Ordnung tatsichlich
klein!; solange der Spin-Tune fir einen Transformationsabschnitt nicht in der
Nahe einer ganzen Zahl liegt. Wird dies bei der Wahl der Unterteilungen I |
nicht bericksichtigt, so wird wie bei der Imperfektion Resonanz die Rich- 0.925 L ' _
tung der Drehachse von den kleinen Feldkomponenten bestimmt, die von den - 1
Teilchenkoordinaten in héherer Ordnung abhingen. i 1

Dieser Effekt wird durch Abbildung 2a und 2b demonstriert. Hier ist die 0.300 L
Abhéngigkeit der Komponente £2; von der Anfangskoordinate 2* fiir verschie-
dene Werte von z' aufgetragen. Der Bereich in 2z’ entspricht der Breite von -0.0030 -0.0015 g.0 0.0015 0.0030
20, der Gaussverteilung des Strakls, Der Spin-Tune fiir den Abschnitt ist in 1.00
Abbildung 2a v = 40.35 und hat einen ausreichenden Abstand von der ganzen
Zahl. In 2b ist 1 = 40.99 und es ist deutlich, daB diese Kurven nicht durch
ein Polynom 2. Ordnung beschrieben werden.

0.75 [
5.3 Variation des Spin-Tunes

Bei der Suche nach einem giinstigen Arbeitspunkt wird der Polarisati-
onsgrad nicht nur bei einem festen Spin-Tune berechnet. Es wird ein groflerer
Bereich betrachtet, damit nicht im Betrieb des Speicherrings die Polarisa-
tion durch kleine Anderungen des Arbeitspunktes (z.B. Wirmebewegungen
der Magnete) zerstért werden. Die Viriation des Spin-Tunes erfolgt durch
Variation der Strahlenergie.

Die Teilchenbahnen unterscheiden sich bei verschiedener Sollenergie nur

sehr wenig, da alle Magnetstarken proportional zu der Energie verindert wer- i
den. Eine hohére Energie bewirkt eine hohere Synchrotronstrahlungsleistung? 0.0 e S S

TFor odore Soodherd B dioser Test wiederholt werden, bevor dés SITROS Pro. -0.0030 -0.0015 0.0 0.001% 0.0030
gra‘;rrn:n a:gr:welr):i]:t :f::gge T G TR wederiont werden, hevor dus © Bild 2 : Abhéngigkeit der z-Komponente der Spindrehachse von der Anfangsko-

?Bei einer Strahlenergie von 20 GeV bewirkt eine Variation um + 220 MeV (Ar = 30.5) ordinate 2’ fiir verschiedene z’. Imm oberen Bild bei einem Spin Tune von
eine Anderung der Strahlungsleistung um 5%. 40.35, unten bei 40.99,
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und damit eine kleinere Dampfungszeit. Die Q-Werte hangen nur in 2. Ord-
nung von der Energie ab.

In SITROS wird zur Rechenzeitersparnis die Teilchenbewegung nur ein-
mal bei der mittleren Energie gerechnet. Dazu wird die Spinbewegung fiir 101
Energiestiitzpunkte ermittelt. e gesamte Transformation wird durch eine
Matrix M35, 3p beschrieben!.

5.4 Photon Emission

Da die Damplung der Betatron- und Synchrotronschwingungen in den
Matrizen M "™ enthalten sind, muf} auch die Anregung dieser Schwingungen
durch die stochastischen Photonabstrahlunger durch SITROS simuliert wer-
den. Bei einer vollstindigen Simulation mufl die relative Energieabweichung
¢ in jedem Ablenkmagneten durch eine Zufallszahl variiert werden,

Dabei wiirde jedoch jeweils eine Matrix M ™ {iir jedes Stiick zwischen zwei
Ablenkmagneten bendtigt und die Anzahl der Transformationen entspricht
der Anzahl der Ablenkmagnete. Sowohl der Speicherplatzbedarf als auch die
Rechenzeit {ibersteigen dadurch die verniinftigen Grenzen,

In SITROS werden deshalb zwei Ablenkmagnete ausgewahlt, in denen der
Effekt der Photonemissionen simuliert wird. Der Mechanismus und die Starke
der Photonemission in diesen beiden Magneten wird dabei so verindert, da§
dadurch alle anderen Ablenkmagnete reprisentiert werden.

Wir betrachten zuerst die Strahlausdehnung, die wie der Polarisations-
grad von den Photonemissionen abhingt. Im SITROS Programm wird die
Starke der Energiespritnge < A8? > nicht entsprechend der Gleichung (3.18)
gewahlt, sondern sie wird skaliert, so dafi das SITROS Programm bei der Be-
rechnung der linearen Optik die gleiche Bunchlinge produziert wie die lineare
Rechnung bei Beriicksichtigung aller Ablenkmagnete (2.B. mit dem Programm
PETROS) ergibt.

Die Breite und Hohe des Bunches hangt dann nach Gleichung (3.20)
von den Eigenvektoren der Umlaufmatrix an der Stelle der Abstrahlung ab.
Um die Strahldimension in allen drei Richtungen anzupassen, henétigl man
zwel weitere Variable, Deshalb kann neben dem Energiesprung Aé auch eine
Anderung der Bewegungsrichtung Az’ und Az’ gewiirfelt werden. Dadurch

1Pro Abschnitt des Ringes bendtigen die Transformationsmatrizen also 68 kByte.
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kann auch berlcksichtigt werden, dafi die Synchrotronstrahlung von den Elek-
tronen unter einem mittleren Winkel ¢ ~ ;1;, ~ = Lorentzfaktor, abgestrahlt
wird, so daB das Elektron einen transersalen Impuls anfnimmt.

In den in dieser Arbeit beschriebenen Rechnungen wurden die transver-
salen Strahldimensionen im Rahmen der statistischen Schwankungen bereits
durch die Anpassung der Bunchlange erreicht. Der Grund dafiir ist die peri-
odische Struktur des Bogens in PETRA (FODO-Zellen), durch die die opti-
schen Funktionen in allen Ablenkmagneten annahernd gleich sind.

Die stochastische Anregung des Strahls wird also so gewihlt, daff die
Gleichung (3.20) erfillt wird. Eine dieser Gleichung entsprechende Bezie-
hurg zwischen der Anregung dureh Photonemissionen und dem in linearer
Niherung berechneten Polarisationsgrad ist im Anhang hergeleitet {A34).

Im SITROS Programm wird davon ausgegegangen, dafl die ausgewihlten
Strahlungspunkte ausreichend reprasentativ sind und die Gleichung {A34)
dann mit ausreichender Genauigkeit erfiillt wird, wenn die Strahldimensionen
angepaft sind. Dies wird immer dann der Fall sein, wenn der Ring im Bogen
aus einer periodischen Struktur besteht und Closed Orbit Abweichungen die
Abweichungen der #-Achse von der Vertikalen bewirken!.

Durch das sogenannte Spinmatching kann eine Optik erzeugt werden,
in der die Abstrahlung in verschiedenen Punkten stark unterschiedliche De-
polarisation hervorruft. Dies kann durch den Vergleich des Integrals (A34)
iiber die Abstrahlpunkten mit dem Wert fiir den gesamten Ring uberpriift
werden. In solchen Fallen, in denen grofle Abweichungen auftreten, miissen
die SITROS-Ergebnisse je nach Situation so interpretiert werden, dafl sie die
obere oder untere Grenze der Polarisation darstellen.

5.5 Bestimmung des Strahldimensionen

Aus den Koordinaten der Probeteilchen werden die Emittanzen der drel
Schwingungsrichtungen bestimmt, wobei die optischen Funktionen «, 3 und
~ der linearen Maschine verwendet werden:

€y = fhzz + 2a,22’ + Bz’ ?
€2 = Y.2° + 20,22 + 3,22 (5.4)
€5 = Vo b2 + 20,66 + 8,67

'Beim Vergleich von Rechnungen mit verschiedenen Abstrahlungspunkten schwankte der
Polarisationsgrad um maximal 10%.
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Im linearen Fall ist dann die maximale Ablage des Teilchen wahrend vieler

Umlaufe:
b= VeubBy (5.5)

wobei y jewells fiir z, z und s steht. Der Elektronenstrahl ist gaufiverteilt und
der quadratische Mittelwert

(5.6)

ist die Standardbreite der GauBiverteilung. In einem linearen Speicherring
hangt o, von der Zeit ab durch: '

2, () = oy (00) (1 — exp (‘;)) (5.7)

wobei 1 die Démpfl..lr-lg_s-.z-eit aus Gleichung (3.19) ist. Nach einigen Dampfungs-
zeiten (¢ einigen 1000 Umliufen} ist die Gleichgewichtsausdehnung erreicht.

5.6 Extrapolation des Polarisationsg‘rades

Die Polarisationszeit der Speicherringe PETRA und HERA liegt je nach
Strahlenergie zwischen 10 und 30 Minuten. Dies entspricht 10® Umliufen.
Es ist deshalb unméoglich, in einem Simulationsprogramm so viele Umlaufe
zu berechnen bis sich eine Gleichgewichtspolarisation gebildet hat. Aus die-
sem Grund ist auch der Polarisationsaufbau durch den Sokolov-Ternov-Effekt
nicht in den Spintransformationen enthalten.

Statt dessen wird die Depolarisation der Probeteilchen wihrend einiger
Betatrondimpfungszeiten berechnet und durch Extrapolation der Gleichge-
wichtspolarisationsgrad ermittelt.

Der Polarisationsgrad der Probeteilchen ergibt sich nach Gleichung {2.14)

durch:
P= & -7 {5.8)
1

B~

n
i=

Im SITROS-Programm wird nun angenommen, daff P exponentiell mit der
Zeit abnimmt: )
P(t) = Poexp (-—) (5.9)

Td
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Aus zwei zu beliebigen Zeiten t; und t; bestimmten Polarisationsgraden
Py und P, laBt sich dann die Depolarisationszeit t4 ermitteln durch:

1 InfL
— =L (5.10)
q la—t

Der Gleichgewichtspolarisationsgrad ergibt sich aus Gleichung (2.21) durch
Einsetzen von (2.20) und {5.10).

Durch das Wiirfeln der Quantenspriinge kommt es zu Schwankungen die-
ses extrapolierten Polarisationsgrades in jedem Umlauf. Die Standardbreite
dieser Schwankungen ist in den Polarisationskurven als Fehlerbalken einge-

zeichnet:
1 , (1 2
9= E :Pz‘.* (E § ,Pz)

5.7 Der Ablauf des Programms SITROS
Das SITROS Programm wird in 5 Schritten ausgefiihrt:
1. SITROS-A : Berechnung der Optik und der Transformationstabellen

Die Daten iber Struktur und Magnetstirken des Speicherrings werden
aus einem Datensatz gelesen, der das vom PETROS Programm /32/ verwen-
dete Format hat. Dadurch ist eine komfortable Eingabe dieser Daten gegeben.

Folgende Stérungen der Ringstruktur kdénnen in SITROS beriicksichtigt .
werden:

- horizontale und vertikale Translation der Magnete
- Rotation der Magnete umn die longitudinale Achse

- Fehler in der Feldstirke der Magnete

Diese Stérungen kénnen fiir jeden Magneten einzeln eingegeben oder
mit einem gaussverteilten Zufallszahlengenerator gewiirfelt werden, Die Clo-
sed Orbit-Ablagen kénnen mit Hilfe von Korrekturspulen minimiert werden.
Dazu werden die Korrekturverfahren des Programms PETROS /32,33/ ver-

wendet. :
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Fiir diese vorgegebene Optik berechnet SITROS-A den Closed Orbit und
jeweils die 7i-Achse fiir alle Energien (s. Abschnitt 5.3). Daraus werden die
Polarisationszeiten 7, und die maximale Polarisation Py, ermitielt.

Der Ring wird in vier Abschnitte aufgeteilt!, wobei die Schnittpunkte
in jeweils zwei Wechselwirkungspunkten und zwei Ablenkmagneten liegen.
In den nachfolgenden Schritten kann in den Ablenkmagneten die Photon-
emission durch Synchrotronstrahlung und in den Wechselwirkungspunkten die
Strahl-Strahl- Wechselwirkung simuliert werden. Fiir jeden Abschnitt berech-
net SITROS-A die Transformationstabelle M ™, die in den folgenden Schritten
fiir das Tracking-Verfahren benétigt wird.

Die Eingangsparameter und die Ergebnisse des SITROS-A Programms
werden in den ?Matrix-Datensatz” geschrieben und so von den nachfolgenden
Programmen iibernommen. :

2. SITROS-B : Initialisierung der Tracking-Rechnung

In SITROS-B werden die Parameter eingegeben, die erst in den weiteren
Schritten benotigt werden: Die Starke der Strahlanregung durch die Quan-
tenemissionen und die Parameter fiir die Strahl-Strahl-Wechselwirkung. Zu
einem Matrix-Datensatz kénnen so mehrere SITROS-Rechnungen ausgefiihrt
werden. SITROS-B initialisiert auBerdem die Koordinaten der Probeteilchen:
Alle Teilchen starten auf dem Closed Orbit mit dem Spin in Richtung der
#i-Achse . Die vollstindige Parameterliste und die Teilchenvektoren werden
in den ”Ergebnis-Datensatz” geschrieben.

3. SITROS-C : Bahntracking

Im 3. Schritt werden zur Zeitersparnis nur die Ortskoordinaten der Pro-
beteilchen durch die vier Abschnitte des Rings transformiert. Nach einigen
Diampfungszeiten ist das Gleichgewicht zwischen der Quantenanregung und
der Dampfung erreicht. Die Strahldimensionen werden alle 50 Umliufe er-
mittelt und in den Ergebnis-Datensatz geschrieben.

4. SITROS-D : Spin- und Bahntracking

Nachdem der Strahl seine Gleichgewichtsgrofie erreicht hat, werden nun
auch die Spinvektoren durch den Ring transformiert. Zur Transformation

!Eine Aufteilung in mehr Abschnitte ist méglich, es wird jedoch proportional dazu die
Rechenzeit und der Speicherbedarf groBer.
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wird ein in ASSEMBLER geschriebenes Unterprogramm benutzt, das nur ein
Drittel der Rechenzeit eines FORTRAN-Unterprogramms benotigt.

Die Strahldimensionen und der Polarisationsgrad werden alle 50 Umlédufe
protokolliert. Bevor die vorgegebene Rechenzeit abgelaufen ist, werden die
neuen Teilchenkoordinaten in den Ergebnisdatensatz geschrieben. SITROS-D
kann dadurch mehrere Male gestartet werden, um die Anzahl der berechneten
Umlaufe zu vergroBern.

5. SITROS-E : Graphische Ausgabe der Ergebnisse

SITROS-E ist ein interaktives Graphik-Programm, mit dem der Polarisa-
tionsgrad als Funktion der Energie dargestellt werden kann . Resonanzstellen
kénnen in dieser Darstellung mit einem Cursor markiert werden. SITROS-E
errechnet dann alle Resonanzen, die an dieser Stelle auftreten kdnnen.
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6. ERCEBNISSE

Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, wie die Methoden der Tracking-
Rechnung auf die Polarisationsberechnung angewendet werden kénnen und
welche Aussagen trotz der notwendigen Niherungen mit diesen Rechnungen
gemacht werden konnen. Die ersten SITROS-Rechoungen wurden fiir den
Speicherring PETRA gemacht. Die gleichzeitig durchgefiihrten Messungen
der Polarisation in PETRA /9,10/ erméglichen den Vergleich zwischen Simu-
lation und Wirklichkeit.

6.1 Vergleich von Massungen und Rechnungen’

Die Messung wurde mit einer MI15-Optik durchgefihrt. Die Parameter
dieser Optik sind:
G =2517 2:=250m e, =16-10"7
Q:=2327 Br=015m /e, =5%
Q, = 0.067

Der Closed Orbit” wurde zuerst mit den normalen Orbitkorrekturpro-
grammen minimiert, so daf} die mittleren Ablagen z,,,, = 1.2 mm und 2z, —
1.0 mm betrugen. Der maximale Polarisationsgrad, der so gemessen werden
konnte, betrug bei einem Spin Tune von 37.5 ungefihr 50%.

Danach wurden mit dem "harmonic orbit matching”- Verfahren /12/ die
37. und38. Fourierkomponeneten des Closed Orbits nacheinander minimiert.
Dadurch konnte der maximale Polarisationsgrad auf 80% gesteigert werden.

Mit dieser korrigierten Optik wurde nun die Strahlenergie im Bereich
zwischen 16.30 GeV und 16.74 GeV variiert. Dies entspricht einem Spin-Tune
zwischen 37 und 38. Das Ergebnis dieser Messung zeigt Bild 3.

Im mittleren Bereich der Kurve gibt es ein Plateau mit hohem Polarisati-
onsgrad. Im Bereich der Q,, Q. und Q.-Resonanzen, die an den Bildrindern
liegen, ist die Polarisation (im Rahmen der Messgenauigkeit) null. Die depo-
larisierenden Resonanzen liegen in diesem Bereich so eng aneinander und sind
so breit, dafl es dazwischen keine Polarisation gibt.

Es wurde zuerst vermutet, daB das Plateau durch breite ,-Resonanzen
(v + Q. =61 und v — Q. = 15) begrenzt ist. Die SITROS-Rechnungen zeigen
jedoch, daB die Begrenzung durch nichtlineare Q. und ¢J,-Resonanzen erfolgt.
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Bild 4 zeigt nun eine SITROS-Rechnung fiir die Situation vor der Kor-
rektur. Die entsprechenden Closed Orbit Ablagen sind durch Stérungen
der Korrekturmagnete erzeugt worden, die mit einem Zufallszahlengenerator
gewiuriell worden sind.

Bild & zeigt die Rechnung nach der Harmonischenkorrektur. Die Sto-
rungen werden durch 8 symmetrische Spulen erzeugt, und der dadurch ent-
stehende Orbit enthdlt nur jede 4. Fourierkomponente. Da die einzelnen
Fourierkomponenten in der Messung nacheinander korrigiert wurden und das
Korrekturverfahren auf einem linearen Modell beruht, ist wegen der Sextu-
pole die Korrektur nicht vollstindig. Deswegen ist in der Rechnung zusitzlich
zur symmetrischen Stérung eine kleine zufillige Stérung gewiirfelt.

Die Rechnungen geben die Messungen gut wieder. [ie anfingliche Po-
larisation von 50% ist durch dic Korrektur auf iiber 80% gestiegen. Es zeigt
sich jedoch, daBl Polarisation in den Randbereichen durch depolarisierende
Resonanzen stark eingeschrinkt ist. Einige dieser Resonanzen lassen sich ein-
deutig identifizieren. Die linearen @),-Resonanzen haben starke Q,-Satelliten
und die ¢J;-Resonanzen treten in hoherer Ordnung auf.

Vergleichen wir diese Messung und die SITROS Rechnung mit einer li-
nearen Rechnung (Bild 6), die mit dem Programm SLIM /16,17/ gemacht
wurde! Es wurden die gleichen Magnetstérungen wie in Bild 4 verwendet.
SLIM berechnet nur die linearen Resonanzen v+ @, = n und v £ @, = n.
Die ).-Resonanzen sind wegen der geringen Strahthohe sehr schmal und sind
wegen der begrenzten Auftdsung der Kurvenpunkte nicht sichtbar. SLIM sagt
far einen groferen Bereich eine hohe Po]arlsatlon voraus, als bei den Messun-
gen in PETRA bestitigt, wurde.

6.2 Der Einflufi von Sextupolen auf die Polarisation

Zur Untersuchung des Einflusses der Sextupole, die zur Kompensation der
Chromatizitat dienen, wurden die Kurven in den Bildern 7 und 8 gerechnet.
Dabei wurden im Bild 7 die Sextupole und die Chromatizitit "abgeschaltet”,
indem statt der Differentialgleichung (3.22) die Gleichung {3.12) verwendet
wurde. In Bild 8 sind diese Nichtlinearititen beriicksichtigt.

In beiden Rechnungen wurde durch 8 symmetrische Korrekturmagnete
eine vertikale Closed Orbit Stdrung erzeugt, die eine mittlere Ablage von
Zrms — 1 mm hat. Auf Grund der Symmetrie ist im Closed Orbit nur jede
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4. Fourierkomponente enthalten. Es handelt sich also um eine entsprechend
dem harmonic-orbit-matching ideal korrigierte Maschine.

In der Rechnung 8 ist die Polarisation hoher als in Rechnung 7. Dies
liegt jedoch nicht an den Nichtlinearititen, sondern daran, da die Sextupole
zusatzliche Ablenkungen des Closed Orbits bewirken, welcher dadurch eine
andere Verteilung der Fourierkomponenten erhalt. '

In beiden Bildern treten die Q.- und @Q,;-Resonanz stark auf, wenn das
n aus der Resonanzgleichung:

vtiQ. 2t kQ, +mQ,=n (4.14)

eine gerade Zahl ist: Sie fehlen oder sind nur schmal, wenn n ungerade
ist. Dies gilt auch fir die Q,-Sateliten der ¢J,-Resonanz und fir die Q-
Resonanzen hoherer Ordnung. Wegen der perfekten Symmetrie fehlen die
() .-Resonanzen vollstindig; es treten auch keine nichlinearen Resonanzen auf,
die von J, abhingen,

Die beiden Kurven unterscheiden sich durch die 2Q),-Resonanz, die in
der linearer Rechnung nur mit viel gutem Willen zu erkennen ist. In der
nichtlinearen Rechnung tritt die 2Q);-Resonanz deutlich hervor. Auf beiden
Seiten gibt es einen (};-Sateliten.

6.3 Depolarisation durch Strahl-Strahl- Wechselwirkung

Die Strahl-Strahl-Wechselwirkung ist die stirkste nichtlineare Kraft in
einem Elektronenspeicherring. Damit eine moglichst hohe Luminositat erzielt
wird, sind die Strahlstréme so gewdhlt, dafl bei einer weiteren Stromerhéhung
die Strahl-Strahl- Wechselwirkung eine Aufweitung des Strahlquerschnitts und
damit eine Reduktion der Luminositat bewirken wiirde.

Die Aufweitung der Strahlen durch die Strahl-Strahl-Wechselwirkung
wurde in PETRA uniersucht /37/. Diese Messungen sind in Bild 9 darge-
stellt. Die Luminostat ist proportional zu:

12

T30y

L ~

(6.1)

wobel 1 der Strom und ¢,,0, die Breite und Héhe der Strahlen ist. Die
Abweichung der Kurve von der Parabel beschreibt die Aufweitung des Strahls.
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In Bild 10 wird die von SITROS berechnete Abhangigkeit der Lumine-
sitdt vom Strom gezeigt. Die gestrichelie Kurve ist eine Parabel, die durch
die unteren Punkte gelegt ist, um die Abweichung deutlich zu machen. In
Bild 11 ist die Aufweitung direkt aufgetragen.

Der lineare Anteil der Strahl-Strahl-Kraft ist ein Quadrupolfeld, das eine
Verschiebung der Q-Werte bewirkt. Die Q-Verschiebung kann eine Strahl-
aufweitung bewirken, deren Ursache andere Nichtlinearititen im Ring sind.
Um den Effekt der Strahl-Strahl-Wechselwirkung zu separieren, wurde der
fokussierende Quadrupolanteil durch eine defokussierende dinne Linse kom-
pensiert. Dies entspricht der in der Praxis liblichen Methode, die Q-Werte
durch Regelquadrupole konstant zu halten.

Die Q-Verschiebung, bei der von SITROS eine Strahlaufweitung vorher-
gesagt wird, stimmt mit dem gemessenen Wert (AQ, = 0.035) iibereinl.

Da die Strahl-Strahl- Wechselwirkung einen solchen Einflufl auf die Strahl-
grofe hat, mufl man davon ausgehen, daB auch die Polarisation beeintriachtigt
wird. Die Depolarisation durch die Strahl-Strahl-Wechselwirkung wurde im
Speicherring PETRA gemessen /11/. : '

Die MeBergebnisse sind im Bild 12 aufgetragen. Der Polarisationsgrad
wird dabei mit der Polarisation eines Einzelstrahls in der gleichen MeBschicht

_verglichen, um systematische Fehler zu korrigieren. Deshalb ist das Verhaltnis

der Polarisation mit und ohne Strahl-Strahl-Kraft

R(I) = Polarisation mit Strahl-Strahl-Kraft beim Strom I
[ Polarisation des Einzelstrahls

.aufgetragen. Der Elektronen- und Positronenstrom ist dabei annihernd

gleich.

Neben der Polarisation wurde auch die Luminositit gemessen; sie betragt
2.6 - 10%°cm™2s~! bei 2.3 mA und 3.9 10*°cm 257! bei 4.5 mA. Bei einem
Strom ven 4.5 mA ist die Polarisation um 10% gesunken. Man kann aus
der Luminositit errechnen, daBl der Strahlquerschnitt gleichzeitig um einen
Faktor 3 grofler geworden ist.

Die Bilder 13 und 14 zeigen die von SITROS berechnete Polarisation
mit Strahl-Strahl-Wechselwirkung . Es wurde dieselbe Optik wie in Bild 8

1Die Strahl-Strahl-Kraft hingt nicht nur vom Strom, sendern auch vom Querschnitt des
Strahls und damit von den Closed Orbit Ablagen ab. Deshalb wird die Q-Verschiebung
und nicht der Strom als Vergleichswert verwendet.

42



verwendet; in Bild 13 wurde ein Strahlstrom von 6.5 mA vorgegeben und
eine Aufweitung um den Faktor 2 berechnet. Die Luminositél ist durch diese
Aufweitung bereits kleiner als der maximale Werl.

Entsprechend der Messung bei PETRA ist in der SITROS Rechnung

Bild 13 die Polarisation bei einem Spin Tune v == 37.5 nicht merklich be-
eintrachtigt. Auf beiden Seiten des Plateaus gibt es jedoch nun tiefe Reso- A%
.

nanzen, die als @,- und m),-Resonanzen identifiziert werden konnen.
14
In Bild 14, bei einem Strom von 7 mA, ist der Strahl 70-fach aufgeweitet.

Die Luminoesitat ist nur noch ein Sechstel des Maximalwertes, die Raumla- 104
dungsgrenze also weit dberschritten. Die Polarisation ist durch eine Vielzahl
von nichtlinearen Resonanzen fast vollstandig zerstort.

T bt

s y: qys aYs dys= ay=H
37 120, el 61.0; 53-0;

Bild 3 : Polarisation in Abhingigkeit vom Spin Tune gemessen in PETRA (aus
Referenz /9/).
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Luminositat

1 T T T T T T -
) ... . Stromin 2 Bunchen
Bild 10 : Mit SITROS berechnete Luminositit bei Strahl-Strahl-Wechselwirkung

in Abhangigkeit vom Strahlstrom.
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Bild 14 : SITROS-Rechnung mit Strahl-Strahl-Wechselwirkung bei einem Strom

vor 7 mA,
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7. ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Planung von Speicherringen, die mit polarisierten Elektronen-
strahlen betrieben werden sollen, ist die Betrachtung der nichtlinearen Reso-
nanzen von grofer Bedeutung. Von der Stirke und Breite dieser Resonanzen
hingt es ab, ob ein Arbeitspunkt gefunden werden kann, in dem die Pelarisa-
tion nicht zu stark reduziert ist. Aus diesem Grund wurde das Computerpro-
gramm SITROS entwickelt, das die Polarisation unter Beriicksichtigung von
Nichtlinearitaten berechnet.

Das SITROS Programm ist ein Tracking Programm, daf wie alle ande-
ren Tracking Programme in seiner Genauigkeit durch die geringe Zahl von
Probeteilchen und Umiaufen begrenzt ist. Zusatzlich ist jedoch die Berech-
nung der Spindrehung aufwendiger als das Bahntracking und erfordert mehr
Rechenzeit. '

SITROS enthilt deshalb eine Reihe von Niherungen, die die nichlineare
Berechnung der Polarisation erst moglich machen. Die Ergebnisse des pro-
gramms und der Vergleich mit den Polarisationsmessungen zeigen aber, dafl
SITROS die Wirklichkeit besser beschreibt als in den bisher iiblichen linearen
Rechnungen.

SITROS ist deshalb ein geeignetes Werkzeug, um die Depolarisation
durch nichtlineare Effekte und deren Abhéngikeit von den Maschinenpara-
metern zu verstehen und zu minimieren.

Dic SITROS Ergebnisse sur Strahl-Strahl-Wechselwirkung zeigen weiter-
hin, daff eine hohe Luminositat und Polarisation in Speicherringen mit hoher
Energie gleichzeitig erreicht werden konnen und die Polarisation nicht zwangs-
weise mit dem Verlust von Luminositit "bezahlt” werden muB.

In weiteren Untersuchungen wird jetzt das SITROS Programm auf die
Speicherringe DORIS, HERA und LEP angewendet werden.
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ANHANG

Die Ablenkung eines Elektrons durch einen entgegenlaufenden Bunch soli
berechnet werden. Wir nehmen an, daf# die Ladungen im Bunch sei dreifach
gaufiverteilt sind mit den Standardbreiten 6,,0,,0, im Laborsystem (z, 2, 5).
Dies ist nur dann richtig, wenn sich die Betafunktionen im Bereich der Bunch-
linge o, nicht stark d4ndern, da nicht die Teilchen selbst, sondern ihre Schwin-
gungsamplituden gauBverteilt sind. Die Anderung der Betafunktion ist bei
einer symmetrischen Wechselwirkungszone:

ﬁ(s)=ﬂ*+£;-s""
B(s >
ﬁ(*) _17+ ﬂs*ﬁ

Es muB deshalb o, << 8* sein.

Die Ladungsdichte im Schwerpunktsystem (u,v,w) des Bunches ist dann:

N . 2 2 2
pluyv,w) = —— % exp (_u_ Y w_) (A1)
(21)20,0,047

"N ist die Anzahl der Teilchen im Bunch, e ist die Elektronenladung, -y ist der

Lorentzfaktor.

Wir suchen zuerst das Potential der Ladungsverteilung, transformieren

die elektrischen und magnetischen Felder in das Laborsystem und errechnen

die Ablenkung des Elektrons aus der Lorentzgleichung.

Das elektrische Potential des Bunches

Das Potential kann man als Lésung der Poissongleichung erhalten:
Ad = —dmp

Die Differentialgleichung 1d8t sich mit der Greenfunktion G = 1/ [¥' — 7/| lésen:

6(7) = / f f G(F = #)p(#")d" (A2)
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)

7t —t) 271' ///e!cp z.’c
exp (—tw(t — t')) dwdk

G{F -
A2 w+ 2‘k2/A2

Wir erhalten jedoch eine einfachere Integrationsformel, wenn wir von der Iif Wir tosen das Integral iiber dw mil dem Residuensatz
fusionsgleichung ausgehen /38/ 1 ) } ,
, fdwm exp (—ww(t —'}) 0 fiir ¢ < 1
: (A A®? Bt) da(Ft) = —dmp(F) (A3) 2wi exp (wi—i(t -1 )) firt >t/
Das von der Konstanten A abhangige Potential ¢4 geht bei der Grenawertbil- Also:
dung lim A — 0 in das gesuchte Potential iber. Wir suchen die Greenfunktion,
" . BT — ﬂ.’ _
fiur die gilt: G(F— 7't —t') 2] 2A2 ///exp( A2 (t t)—l—@k( ))
dJ L. o
(A Azé—t) G{f — ', t —t') = —dns{F —7',t - 1') (A4) Da die Ladungsverteilung nicht von der Zeit abhangt, kdnnen wir die Differenz
{ — t' durch einen Ausdruck ersetzen, den wir wieder ¢ nennen:
Die Greenfunktion wird durch ihre Fouriertransformierte ausgedrickt 5 -
- B G(r—1+',t ST Az /f/exp (——}—151-%-2]6(-'—7—‘”)) dk (A9)
G —r't-1) 271_ ]/]/ exp zk Y —dw(l t')) Gk, w)dwdk
. . (A5} Wir miissen jetzt die Integrationen iiber die drei Komponenten des Vektors &
Die Delftafunktion ergibt sich aus: ausfithren, wobei wir die Formel /39/
§(F— 7't — exp (ik(7 = 7') — sw(t - V) dwdk (A T P
( p {ik(F )= ) dw (A6) / exp|—(az® + 2bz + c)]dx = (—) exp{— —¢)
a
Wir setzen (A5) und {A86) in (A4) ein und ziehen den Operator in das Integral -
Der Vergleich der Integranten gibt dann: benutzen. Wir erhalten:
=, L e - AZ
(—E? +iAw)G(k,w) = —4m GF—7'1) = A cexp | — (7 — F’)2) (A10)
- 4m (AT) 2ral: 4
Glk,w) = . .
kZ — qwAZ Mit der Greenfunktion 1aBt sich das Potential durch Integration errechnen
Einsetzen in (A5) ergibt
(F, t) [ [ff (7,7, 7)p(F'}drdr {A11)
Ao = = _ Yy
G(F St 27r }]L/f P zwA2 (Hc(r Pl —dw{t -t )) dwdk
Die Integration Giber dr wird von 0 bis ¢ ausgefiihrt, da die Greenfunktion fur
Wir kbnnen den von k abhingigen Teil aus dem inneren Integral herausziehen: t < 0 gleich null ist. Wir fihren nun die neue Integrationsvariable ¢ = 47/ A*
ein. Mit dr = ‘: dq folgt:
A at/A?
8 1 1\ g
(A8) dalft) = — / ///—aexp(——(rf'f) (F")dr'dg
Tz g2
. o
60.

59



Die Diffusionskonstante A tritt jetzt nur noch in der Integrationsgrenze auf.
Wir bilden nun den Grenzwert lim A — 0 und verschieben dadurch die In-
tegrationsgrenze ins Unendliche. Wir setzen nun die Ladungsverteilung (A1)
ein und erhalten:

[e0)
1 N 1 1 ; 2
¢(ﬂ:T'+'/"?'/eXP(—(Uu")2mu2)du’
T (2w)Fou0,0, _k q 202

| FAY v’z / [ 1 ne 'wfz i
-0 — — dv’ - ——{w — — dw'd
[exp ( q(v v') 207 v exp q(w w') 377 w'dg

Die inneren IntegraleEssen sich wieder nach /39/ 16sen:

+oo { . urz . g % u?
_ - . I _ d I“# 2 E :r_- 4 _
f exp( q(u u') 202) u' = (2x) (20‘2+q) exp( 2a§+q)

Analog werden die Integrale iiber dv’ und dw’ geldst. Wir verwenden nun die
Abkiirzungen ¢, = 202 + q; g, = 202 + q; g5 = 29%¢2 + q. Wir erhalten dann
fiir das Potential:

° v w

(=2}
n 2 2 2
dlu,v,w) = / ¢zq:Gs) % eXp (—ﬁ - -—) dg (A12)
2 B Gz qs

Die Ablenkung des Elektrons

Die Ablenkung des Elektrons durch den Positronenbunch ist durch die
Lorentzgleichung gegeben:

Ay = % . & [E (z,2,8) + E%B:,;(:r:,.e:,s) - %Bs(m,z,s)dt

Az’:%: /E {z,2,5) "B{:l:zs)+AB(:rzs)dt (AL3)

Hier sind z, z, s die Koordinaten des Elektrons im Laborsystemn zum Zeitpunkt
t und v)|,vy die longitudinale und transversale Geschwindigkeit des Teilchens
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.Az'::

im Laborsystem. Die elektromagnetischen Felder im Laborsystem erhalten
wir aus den elektrischen Feldern im System des Bunches durch Lorenztrans-
formation: ’

E,=~E, E,=~E, E,=FE,

B, = fvEs B, = —#vE. Bs=0 (A1)

Wir berechnen nun die elektrischen Felder £, E,,, E,, im Schwerpunktsystem:

E(w,v,w) = —V(u,v, w) (A15)

o0
- Ne 3 u? 2 w?\ 2u
E, = T [ ﬁexp.( ————— _) dg
L (420:9s)% e 9z s /) qu

oo
N 1 2 2 2 2
Eﬂ: 76‘/v—,,1 exp (u_ﬁ. 'U—_ w_) _’qu
[ (QIQZQS)E qz q: Qs Gz (Alﬁ)
i 2 2
N 2
E, - e/ Jwta_v_a)ﬁw
2 4 Q'zQZQ's z qx Gz qs ds

Wir transformieren auch das Koordinatensystem:
u=z v=2z w=-7(s+ct) ' (ALT)

Durch Einsetzen erhalten wird aus (A13):

Az’ =

Al8
Wir machen nun den Ansatz, daB das Elektron seine Bewegungsricgltun;
nicht dndert, wihrend es durch den Bunch fliegt. Mit dieser Annahme ist
es méglich, die Lorentzgleichung zu integrieren und die Ablenkung zu be-
rechnen. Wir werden dann sehen, daf die Bewegungsrichtung einen zu ver-
nachlassigenden Einfluf auf die Ablenkung hat und dieser Ansatz deshalb
berechtigt ist. .
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Die speziellen Koordinaten des von uns betrachteten Elektrons sind:
T=axo+ apct 2= 29+ zhel s=cl {A19)
Wir haben das Koordinatensystem so verschoben, dafl das Teilchen zur Zeit

t = 0 den Mittelpunkt des Bunches im Abstand zg, zg passiert. Der Impuls
unseres Teilchens ist p = ymge, der klassische Elektronenradius ist r, =

o ¥
und wir setzen 3 = 1. Wir erhalten dann: moe
S 4Nrec //
(9eg20s) %
" 12 2 2 o
exp (_(:cg + zhet)? Az + 2et)® A(2et) ) (zo0 + OCt)dtdq
qI qz q-‘? z
2 4Nr ¢ // 1
‘I:I:qu.s 2
exp (V {zo + 7pct)® (20 + zhet)® 7’2(265)2) (zo + zpet) didq
Gx gz ds gz
(A20)

Mit I = ¢ = Abstand vormn Wechselwirkungspunkt, dt — %dl, und den
Abkiirzungen:

P R U A L S S S PV T)
[/F Gz Gs Gz P Gz G

lautet die Gleichung;:

Az — 4Nre

ff (920205) % exp (= (al? + 26 + ¢)) (20 + 2hl)dldg

4Ny,

1
Mz

Az =

f/ 030.9:) 77 exp (—(al® + 26l + ¢)) {zo + zpi)dldg
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IDas Integral iber df lasst sich auflésen und wir erhalten die Formel:

A = e ]C{quz‘;'s) %-(E)

et

b b?
{20 + zé;)exp (; - c) dg

ﬂ'z (£
0
oo L3
ANT, 1 b b2 (A?Z}
Az’ = A—; [ng#}'s)—% {Z)? (zo + zp—)exp | — — ¢ ] dg
T2 a a £
8]

Durch eine Naherung wird jetzt die Formel (A22) in die allgemein verwendete
Yorm gebracht. Da |z}, |25| < +* sind, setzen wir:
42 b 2 2
T 2op =T (A23)
gs a qr F

a =

Dann vereinfacht sich {A22) zu

xQ
2NT, 1 z2 22
Az = 20 [(qzqf) 2 exp (——0 — —2) dg
¥ . Iz Gz
2Nr, i ., L2 a2 (A24)
Ar' = a:()/(qiqz) 7 exp (--—0 - —O) dg
g 4 qx gz

Die Ablenkung hingt damit auch nicht mehr von der Bunchidnge ab. Das
verbleibende Integral JaBt sich auflosen, wenn man die beiden Gleichungen
zusammenfait und durch komplexe Grofien beschreibt /35/:

o« 2 2
A= (Ad - in) - 2 / (1 B ii) (g24:)" % exp (i" - i) dg
0

3 Gz Gz qx gz

(A25)
Wir machen die Substitution:

2 2 1 1 -
L Y ) NS

mit x% =q, — ¢, = 202 — 202,

z
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Es igt:
d(y?) 2 2* % dy 2
dg ¢ q2 dq b2

552 22 T - T .2
St =it )| -
Q:c qZ qI Qz q:D q.z 7

Die neuen Iniegralgrenzen sind:

Gy = 1 (zgﬁ +’ing)
X Ox Tz
()

Gy— —|xz+1z
X

Damit wird aus (A25):
G2
A= AT exp (-G3) /exp (¥*) dy (A27)
G

Die Losung dieses Integrals ist die komplexe Fehlerfunktion, die wir in der
Form: '

w(z) = exp (z_z) 1- :—; / exp (y°) dy
o

verwenden. (A26) wird dann:

21,'Nre'.'r%
TX

In reeller Form lauten dann die Gleichungen fiir Az’ und Az’ :

A= [exp (G} — G3) w(G1) — w(G2)] (A28)

A INT T3
=
(203 - 202)%
22 22 (zg—;—ﬂ‘z%’;) ( T + iz )}
m[exp(ﬁ'ﬁ Y\ 2oz - 200)F ) T U\ (202 - 202)F
A’ 2Nr61r%
T =

(202 — 202)%

ol )~ (5755~ (i o)
2w\ g teEd N atiz
P\27 27 (202 — 202)} (202 — 202)3

[A29)
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Durch (A29) wird der Kick angegeben, den das Elektron in dem Punkt erhilt,
in dem es das Zentrum des Positronenbunches durchliuft. Dieser Punkt
stimmt jedoch nicht mit dem Wechsewirkungspunkt iiberein, wenn das Elek-
tron eine longitudinale Auslenkung hat. Der Kick erfolgt dann im Abstand
—£/2 vom Wechselwirkungspunkt!.

Hat das Elektron im Wechselwirkungspunkt die Koordinaten
o, Zp, 20, 25, 50 muf in die Gleichung (A29) « = zo—z4€/2 und 2 = 29— 2,¢/2
eingesetzt werden, Die Bewegungsinderung kann dann so behandelt wer-
den, als wenn der Kick im Wechselwirkungspunkt stattfindet und zu der
Winkelanderung Az’ und Az eine Anderung der Ablagen Az = zpl/2 und
Az = z{£/2 hinzukommt.

Polarisationsberechnung in linearer Niherung

Analog zur Berechnung der natiirlichen Emittanz 138t sich auch der Po-
larisationsgrad in linearer Niherung bestimmen /16,17/. Der zur Emittanz
analoge Begriff ist die Depolarisation des Strahls, die durch die stochastischen

Quantenemissionen erzeugt und durch den Sckolov-Ternov-Effekt gedimpft
wird.

Mit, zwei Spinvektoren [ und %, die zu einander und auf # senkrecht sind,
lifit sich ein beliebiger Vektor 5 mit zwei Parametern o und 3 darstellen:

F=1-a?2- B2/ tal+8m

Wenn man Spinzustinde berechnen will, die nur kleine Abweichungen von der
fi-Achse haben (e, 8 < 1), so kann man auch hier linearisiern:

§=f+altfm (A30)

Analog zur Betatronbewegung kann man nun die #,m,{ -Spinvektoren
fir den Closed Orbit unter Einbeziehung der Nichtlinearititen berechnen
und die Abweichungen eines beliebigen Elektrons vom Closed Orbit und
der 7i-Achse durch einen Zustandsvektor mit den 8 Komponenten X =
(z,&',2,2',£,6,, 8) beschreiben. Die ﬁbergangsma.trix Mgxs hat dann fol-

gende Form:
Mexe Osxz
M, =
Bxs (sza Iaxs

Die Groge £ gibt die Differenz der Bahnlinge des Elektrons zu der des Sollteilchens an
(s. Abschnitt 3.1). Ein positives £ bedeutet, daB das Elektron zu spit kommt.
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Die Matrix Mgxs beschreibt die Betatronbewegungen und die Matrix Doy
die sogenannte Spin-Bahn-Kopplung. O und 7 sind die Null- b.z.w. Einheits-
matrix.

Zur Berechnung von Djyg zerlegen wir den Vektor { aus {4.1) in das
Q... auf dem Closed Orbit und das A}, das die Abweichung beschreibt:

5= (o + AQ) x & (A31)

Wir setzen (A30) ein. Da ﬁ',ffa,fLE;)sungen von 5/ = ﬁc_ﬂ_ X & sind, erhalten
wir:

ol + 8% = AQ x 7 + aAQ x [+ BAG x (A32)
Die beiden letzten Terme in (A32) werden als Terme 2. Ordnung vernachlas-
sigt, da o, 8 und AQ klein sind. Durch skalare Multiplikation ven (A32) mit
{ und mit 7 erhalten wir:

-

of = -AGT
g =Aa0-m {A33)

AS} ist dabei eine Funktion von z,2’, 2, 2, £,6. Durch Integrieren! von (A33)
erhilt man deshalb die einzelnen Elemente der Matrix Doyg.

Die durch eire Photenemission angeregten Betatron- und Spinbewe-
gungen werden wieder als Linearkombination der 8 Eigenvektoren der Um-
lavfmatrix dargestellt. Dabei kann ein Eigenvektorpaar des Spinbewe-
gung zugeordnet werden. Seine Ortskomponenten sowie die dazugehérige
Diampfungskonstante sind null®>. Wihrend die Amplituden der anderen drei
Eigenvektorpaare schnell gedimpft werden, bleiben die Amplituden der Spi-
neigenvektoren erhalten und beschreiben somit die Depolarisation durch die
Photonenemission. Die Mittelung iiber alle Photonemissionen ergibt dann die
Depolarisationszeit 74:

2 2
1 1 55 r.ha® j{ 1 8 8
T “wmhrwn m TE S EjEn | +9 ES E d
14 2nR 48\/3 m, |p]3 kz_;} ok Tk ’; sklisk 5
| (A31)
Der Polarisationsgrad wird dann nach Gleichung (2.21) berechnet.

1Da die Integrale fir die meisten optischen Elemente nicht analytisch losbar sind, werden
hier wieder Niherungen (z.B. diinne Linsen) verwendet.

?Die Dampfung der Depolarisation durch den Sokolov-Ternov Effekt ist in der Umlauf-
matrix nicht enthalten. Da die Dimpfungszeit (Polarisationszeit} 10 mal linger als die
Betatrondimpfung ist, ist diese Vereinfachung gerechtfertigt.
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