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A b s t r a c t

A str o n gl y- c o u pl e d s e ct or c a n f e at ur e a s u p er c o ol e d c o n fi n e m e nt tr a n siti o n i n t h e
e arl y u ni v er s e. We p oi nt o ut t h at, w h e n f u n d a m e nt al q u a nt a of t h e str o n g s e c-
t or ar e s w e pt i nt o e x p a n di n g b u b bl e s of t h e c o n fi n e d p h a s e, t h e di st a n c e b et w e e n
t h e m i s l ar g e c o m p ar e d t o t h e c o n fi n e m e nt s c al e. T h e fl u x li n ki n g t h e f u n d a m e n-
t al q u a nt a t h e n d ef or m s a n d str et c h e s t o w ar d s t h e w all, pr o d u ci n g a n e n h a n c e d
n u m b er of c o m p o sit e st at e s u p o n stri n g fr a g m e nt ati o n. T h e c o m p o sit e st at e s ar e
hi g hl y b o o st e d i n t h e pl a s m a fr a m e, w hi c h l e a d s t o a d diti o n al p arti cl e pr o d u cti o n
t hr o u g h t h e s u b s e q u e nt d e e p i n el a sti c s c att eri n g. We pr o p o s e a m o d elli n g of t h e s e
d y n a mi c s a n d st u d y t h e c o n s e q u e n c e s f or t h e a b u n d a n c e a n d e n er g eti c s of p arti cl e s
i n t h e u ni v er s e a n d f or b u b bl e- w all L or e nt z f a ct or s. T hi s o p e n s s e v er al n e w a v e n u e s
of i n v e sti g ati o n, w hi c h w e b e gi n t o e x pl or e h er e, s h o wi n g t h at t h e c o m p o sit e d ar k
m att er r eli c d e n sit y i s a ff e ct e d b y m a n y or d er s of m a g nit u d e.
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1 I n t r o d u c ti o n

T h e p o s si bl e e xi st e n c e of n e w c o n fi ni n g s e ct or s i s m oti v at e d b y m o st m aj or f ail ur e s of o ur
u n d er st a n di n g of N at ur e at a f u n d a m e nt al l e v el. Fir st, t h e st a bilit y of p arti cl e D ar k M att er c a n
b e el e g a ntl y a c hi e v e d a s a n a c ci d e nt if it i s a c o m p o sit e st at e of a n e w str o n gl y- c o u pl e d s e ct or,
si mil arl y t o pr ot o n st a bilit y i n Q C D, s e e e. g. [ 1]. T h e hi er ar c h y pr o bl e m of t h e Fer mi s c al e i s
s ol v e d vi a di m e n si o n al tr a n s m ut ati o n b y n e w c o n fi ni n g g a u g e t h e ori e s, w h o s e c urr e ntl y m o st
a p p e ali n g i n c ar n ati o n i s t h at of c o m p o sit e Hi g g s m o d el s [ 2, 3]. A n al o g o u s c o m p o sit e pi ct ur e s c a n
U V- c o m pl et e [ 4 – 6] t wi n- Hi g g s s c e n ari o s [ 7], a n d s o a m eli or at e al s o t h e littl e hi er ar c h y pr o bl e m.
A r ati o n al e t o u n d er st a n d t h e S M hi er ar c hi e s of m a s s e s a n d C K M mi xi n g a n gl e s i s pr o vi d e d b y
p arti al c o m p o sit e n e s s of t h e S M f er mi o n s [ 8]. Fi n all y, n e w c o n fi ni n g s e ct or s pl a y cr u ci al r ol e s
i n a d dr e s si n g t h e str o n g C P pr o bl e m [ 9, 1 0], t h e b ar y o n a s y m m etr y [ 1 1, 1 2], et c.

Gi v e n t h eir u bi q uit y, it m a k e s s e n s e t o l o o k f or pr e di cti o n s of c o n fi ni n g s e ct or s t h at d o n ot
d e p e n d o n t h e s p e ci fi c w a y t h e y a d dr e s s a gi v e n S M i s s u e. C o s m ol o g y n at ur all y o ff er s s u c h a
pl a y gr o u n d, i n a s s o ci ati o n wit h t h e c o n fi n e m e nt p h a s e tr a n siti o n ( P T) i n t h e e arl y u ni v er s e.
T h e l o w- d e n sit y Q C D p h a s e tr a n siti o n w o ul d f or e x a m pl e b e str o n gl y fir st- or d er if t h e str a n g e or
m or e q u ar k s h a d s m all er m a s s e s [ 1 3], wit h a s s o ci at e d si g n al s i n gr a vit ati o n al w a v e s [ 1 4, 1 5]. N e w
c o n fi ni n g s e ct or s c o ul d al s o w ell f e at ur e a si mil ar P T. I n a d diti o n, t h e c o n fi n e m e nt tr a n siti o n
c o ul d b e s u p er c o ol e d, a pr o p ert y t h at f or e x a m pl e ari s e s n at ur all y i n 5- di m e n si o n al ( 5 D) d u al s
of 4 D c o n fi ni n g t h e ori e s [ 1 6 – 1 9].

G e n eri c all y, s u p er c o oli n g d e n ot e s a P T i n w hi c h b u b bl e p er c ol ati o n o c c ur s si g ni fi c a ntl y
b el o w t h e criti c al t e m p er at ur e. H er e w e ar e i nt er e st e d i n t h e c a s e w h er e a c o s m ol o gi c al P T
b e c o m e s s u ffi ci e ntl y d el a y e d s o t h at t h e r a di ati o n e n er g y d e n sit y b e c o m e s s u b d o mi n a nt t o t h e
v a c u u m e n er g y. T h e u ni v er s e t h e n e x p eri e n c e s a st a g e of i n fl ati o n u ntil t h e P T c o m pl et e s [ 2 0].
T hi s i m pli e s a dil uti o n of a n y pr e- e xi sti n g r eli c, s u c h a s d ar k m att er ( D M), t h e b ar y o n or ot h er
a s y m m etri e s, t o p ol o gi c al d ef e ct s, a n d gr a vit ati o n al w a v e s, s e e e. g. [ 2 1 – 2 3].

I n t hi s p a p er w e p oi nt o ut a n e ff e ct t h at, t o o ur k n o wl e d g e, h a d b e e n s o f ar mi s s e d: w h e n t h e
f u n d a m e nt al q u a nt a of t h e str o n g s e ct or e nt er t h e e x p a n di n g b u b bl e s of t h e c o n fi n e d p h a s e, t h eir
r el e v a nt di st a n c e c a n b e m u c h l ar g er t h a n t h e i n v er s e of t h e c o n fi n e m e nt s c al e, t h u s r e ali si n g
a sit u ati o n w h o s e cl o s e st k n o w n a n al o g u e s ar e p er h a p s Q C D j et s i n p arti cl e c olli d er s or c o s mi c
r a y s h o w er s. We a nti ci p at e t h at o ur att e m pt t o m o d el t hi s p h e n o m e n o n i m pli e s a n a d diti o n al
pr o d u cti o n m e c h a ni s m of a n y c o m p o sit e r e s o n a n c e — stri n g fr a g m e nt ati o n f oll o w e d b y d e e p
i n el a sti c s c att eri n g — w hi c h i ntr o d u c e s a mi s m at c h b et w e e n t h e dil uti o n of c o m p o sit e a n d ot h er
r eli c s. T hi s o p e n s n e w m o d el b uil di n g a n d p h e n o m e n ol o gi c al a v e n u e s, w hi c h w e b e gi n e x pl ori n g
h er e i n a m o d el i n d e p e n d e nt m a n n er f or t h e c a s e of c o m p o sit e D M. T h e a p pli c ati o n of t h e
fi n di n g s t o a s p e ci fi c m o d el, n a m el y c o m p o sit e d ar k m att er wit h dil at o n m e di at e d i nt er a cti o n s
i n t h e c o m p o sit e Hi g g s s c e n ari o, will a p p e ar el s e w h er e [ 2 4].

2 S y n o p si s

D u e t o t h e n u m er o u s e ff e ct s w hi c h will b e di s c u s s e d i n t h e f oll o wi n g s e cti o n s, it i s p er h a p s
u s ef ul f or t h e r e a d er t h at w e s u m m ari s e t h e o v er all pi ct ur e i n a f e w p ar a gr a p h s. We b e gi n i n
t h e d e c o n fi n e d p h a s e i n w hi c h t h e t e c h ni q u a nt a T C of t h e n e w str o n g s e ct or ( w hi c h w e will c all
q u ar k s a n d gl u o n s) ar e i n t h er m al e q uili bri u m. T h eir n u m b er d e n sit y n or m ali s e d t o e ntr o p y
t a k e s a f a mili ar f or m

Y e q
T C =

4 5 ζ ( 3) g T C

2 π 4 g s
, ( 1)

w h er e g T C (g s ) ar e t h e d e gr e e s of fr e e d o m of t h e q u ar k s a n d gl u o n s ( e ntr o pi c b at h) r e s p e cti v el y.
N e xt a p eri o d of s u p er c o oli n g o c c ur s, i n w hi c h t h e u ni v er s e fi n d s it s elf i n a l at e p eri o d of t h er m al
i n fl ati o n, w hi c h i s t er mi n at e d b y b u b bl e n u cl e ati o n. A s i s k n o w n fr o m pr e vi o u s st u di e s, s u c h a
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p h a s e will dil ut e t h e n u m b er d e n sit y of pri m or di al p arti cl e s. T h e dil uti o n f a ct or i s gi v e n b y

D S C =
T n u c

T s t a r t

3 T R H

T s t a r t
, ( 2)

w h er e T n u c i s t h e n u cl e ati o n t e m p er at ur e, T s t a r t ∝ f i s t h e t e m p er at ur e at w hi c h t h e t h e r m al
i n fl ati o n st art e d, T R H i s t h e t e m p er at ur e aft e r r e h e ati n g, a n d f i s t h e e n er g y s c al e of c o n fi n e-
m e nt. We a s s u m e r e h e ati n g t o o c c ur wit hi n o n e H u b bl e ti m e, s o t h at T R H ∝ f . T h e s u p er c o ol e d
n u m b er d e n sit y of q u ar k s a n d gl u o n s t h e n b e c o m e s

Y S C
T C = D S C Y e q

T C ∝
T n u c

f

3

. ( 3)

F or c o m pl et e n e s s, t h e d et ail s e nt eri n g E q. ( 3) will b e r e d eri v e d i n S e c. 3.
W h e n t h e f u n d a m e nt al t e c h ni q u a nt a ar e s w e pt i nt o t h e e x p a n di n g b u b bl e s, t h e y e x p eri e n c e

a c o n fi ni n g f or c e. B e c a u s e f T n u c i n t h e s u p er c o ol e d tr a n siti o n, t h e di st a n c e b et w e e n t h e m i s
l ar g e c o m p ar e d t o t h e si z e of t h e c o m p o sit e st at e s ψ ( w hi c h w e will e q ui v al e ntl y c all ‘ h a dr o n s’).
T h e fi el d li n e s att a c h e d t o a q u ar k or gl u o n t h e n fi n d it e n er g eti c all y m or e c o n v e ni e nt t o f or m
a fl u x t u b e ori e nt e d t o w ar d s t h e b u b bl e w all, r at h e r t h a n dir e ctl y t o t h e cl o s e st n ei g h b o uri n g
t e c h ni q u a nt u m, w hi c h i s i n g e n er al m u c h f urt h er t h a n t h e w all ( s e e Fi g. 2). T h e stri n g or fl u x
t u b e c o n n e cti n g t h e q u ar k or t h e gl u o n a n d t h e w all t h e n fr a g m e nt s, pr o d u ci n g a n u m b er of
h a dr o n s i n si d e t h e w all. A d diti o n all y, b e c a u s e of c h ar g e c o n s er v ati o n, t e c h ni q u a nt a m u st b e
ej e ct e d o ut si d e t h e w all t o c o m p e n s at e ( s e e Fi g. 3). T h e pr o c e s s i s c o n c e pt u all y a n al o g o u s t o
t h e pr o d u cti o n of a p air of Q C D p art o n s at c olli d er s, a n d w e m o d el it a s s u c h. T h e d et ail s ar e
e x pl ai n e d i n S e c. 4. T h e r e s ult i s a n i n cr e a s e of t h e yi el d of c o m p o sit e p arti cl e s, c o m p ar e d t o
t h e n ai v e e sti m at e f oll o wi n g dir e ctl y fr o m E q. ( 3), b y a stri n g fr a g m e nt ati o n f a ct or K s t ri n g ,

Y S C + s t ri n g
ψ = K s t ri n g D S C Y e q

T C ∝
T n u c

f

3

× l o g s
γ w p T n u c

f
, ( 4)

w h er e γ w p > f / T n u c 1 i s t h e L or e nt z f a ct or of t h e b u b bl e w all at t h e ti m e t h e q u ar k s e nt er.
T h e L or e nt z f a ct or i s e sti m at e d i n S e c. 5. I n S e c. 6 w e s h o w h o w T n u c / f 0 .1 i s e n o u g h

f or o ur pi ct ur e t o b e r el e v a nt. T h e q u ar k s ej e ct e d fr o m t h e b u b bl e s ar e tr e at e d i n d et ail i n
S e c. 7. We fi n d t h e y e nt er n ei g h b o uri n g b u b bl e s a n d c o n fi n e t h er e i nt o h a dr o n s. T h e h a dr o n s
pr o d u c e d fr o m t h e stri n g fr a g m e nt ati o n a n d fr o m c o n fi n e m e nt of ej e ct e d q u ar k s h a v e m o m e nt a,
i n t h e pl a s m a fr a m e, m u c h l ar g er t h a n t h e s c al e f .

T h e c o m p o sit e st at e s a n d t h eir d e c a y pr o d u ct s c a n n e xt u n d er g o s c att eri n g s wit h ot h er
p arti cl e s t h e y e n c o u nt er, e. g wit h p arti cl e s of t h e pr e h e at e d ‘ s o u p’ aft er t h e b u b bl e s c olli d e.
Si n c e t h e a s s o ci at e d c e nt er- of- m a s s e n er g y c a n b e m u c h l ar g er t h a n f , t h e r e s ulti n g d e e p i n el a sti c
s c att eri n g s ( DI S) i n cr e a s e t h e n u m b er of h a dr o n s. We e x pl or e t hi s i n d et ail i n S e c. 8. T h e
r e s ulti n g e ff e ct o n t h e yi el d c a n b e e n c a p s ul at e d i n a f a ct or K DI S , a n d r e a d s

Y S C + s t ri n g + D I S

ψ = K DI S D S C Y e q
T C ∝

T n u c

f

3

γ w p

if r u n a w a y
− − − − − − →

T n u c

f

4 M Pl

m ∗
, ( 5)

w h er e M Pl i s t h e Pl a n c k m a s s a n d m ∗ = g ∗ f i s t h e m a s s s c al e of h a dr o n s. T h e l a st pr o p orti o n-
alit y h ol d s i n t h e r e gi m e of r u n a w a y b u b bl e w all s, r el e v a nt f or c o m p o sit e D M.

Fi n all y t h e l at e-ti m e a b u n d a n c e of t h e l o n g-li v e d a n d st a bl e h a dr o n s, if a n y, e v ol v e s d e p e n d-
i n g o n t h eir i n el a sti c cr o s s s e cti o n i n t h e t h er m al b at h σ v r el , a n d o n Y S C + s t ri n g + D I S

ψ a s a n i niti al
c o n diti o n at T R H . We c o m p ut e it i n S e c. 9 b y s ol vi n g t h e a s s o ci at e d B olt z m a n n e q u ati o n s.

B y c o m bi ni n g all t h e a b o v e e ff e ct s w e arri v e at a n e sti m at e of t h e fi n al r eli c a b u n d a n c e of
t h e c o m p o sit e st at e s. O ur fi n di n g s i m p a ct t h eir a b u n d a n c e b y s e v er al or d er s of m a g nit u d e, a s
c a n b e s e e n i n Fi g. 9 f or t h e c o n cr et e c a s e w h er e t h e r eli c i s i d e nti fi e d wit h D M. T h e f or m ali s m
l e a di n g t o t hi s e sti m at e c a n r e a dil y b e a d a pt e d f or ot h er p ur p o s e s. F or e x a m pl e, if ψ i n st e a d
d e c a y s o ut- of- e q uili bri u m, it c o ul d s o ur c e t h e b ar y o n a s y m m etr y. T h e e sti m at e of Y S C + s t ri n g + D I S

ψ

w o ul d t h e n a ct a s t h e fir st n e c e s s ar y st e p f or t h e d et er mi n ati o n of t h e b ar y o ni c yi el d.
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3 S u p e r c o oli n g b ef o r e C o n fi n e m e n t

3. 1 S t r o n gl y c o u pl e d C F T

Alt h o u g h stri vi n g t o r e m ai n a s m o d el i n d e p e n d e nt a s p o s si bl e i n o ur di s c u s si o n, w e s h all b e
m a ki n g a mi ni m al a s s u m pti o n t h at t h e c o n fi n e d p h a s e of t h e str o n gl y c o u pl e d t h e or y c a n b e
d e s cri b e d a s a n E F T wit h a li g ht s c al ar χ , e. g. a dil at o n. T h e s c al ar V E V, χ , t h e n p ar a m etri z e s
t h e l o c al v al u e of t h e str o n g s c al e. It c a n b e t h o u g ht of a s a s c al ar c o n d e n s at e of t h e str o n g
s e ct or, s u c h a s a gl u e b all- or pi o n-li k e st at e. T h e s c al ar V E V at t h e mi ni m u m of it s z er o-
t e m p er at ur e p ot e nti al i s i d e nti fi e d wit h χ = f , w h er e f i s t h e c o n fi n e m e nt e n er g y s c al e, w hil e
χ = 0 at l ar g e e n o u g h t e m p er at ur e s. I n or d e r t o h a v e str o n g s u p er c o oli n g, w e r e q uir e t h e

a p pr o xi m at e ( e. g. c o nf or m al) s y m m etr y t o b e cl o s e t o u n br o k e n, t h u s j u stif yi n g t h e li g ht n e s s of
t h e a s s o ci at e d p s e u d o- N a m b u- G ol d st o n e b o s o n ( e. g. t h e dil at o n [ 2 5]). T h at s u p er c o oli n g o c c ur s
wit h a li g ht dil at o n i s k n o w n fr o m a n u m b er of pr e vi o u s st u di e s [ 1 6 – 1 8], s e e [ 2 6 – 3 3] f or st u di e s
i n a c o n fi ni n g s e ct or.

3. 2 T h e r m al hi s t o r y

T h e v a c u u m e n er g y b ef or e t h e p h a s e tr a n siti o n i s gi v e n b y

Λ 4
v a c ≡ c v a c f 4 , ( 6)

wit h s o m e m o d el d e p e n d e nt c v a c ∼ O ( 0.0 1) c o n st a nt. T h e r a di ati o n d e n sit y i s gi v e n b y

ρ r a d =
g R π 2

3 0
T 4 , ( 7)

w h er e g R c o u nt s t h e e ff e cti v e d e gr e e s of fr e e d o m of t h e r a di ati o n b at h. We d e fi n e g R ≡ g Ri (g R f )
i n t h e d e c o n fi n e d ( c o n fi n e d) p h a s e. N o w c o n si d er t h e c a s e of str o n g s u p er c o oli n g. T h e u ni v er s e
will e nt e r a v a c u u m- d o mi n at e d p h a s e at a t e m p er at ur e

T s t a r t =
3 0 c v a c

g Ri π 2

1 / 4

f, ( 8)

pr o vi d e d t h e p h a s e tr a n siti o n h a s n ot y et t a k e n pl a c e b ef or e h a n d. T h e v a c u u m d o mi n ati o n
si g n al s a p eri o d of l at e-ti m e i n fl ati o n. T h e p h a s e tr a n siti o n t a k e s pl a c e at t h e n u cl e ati o n t e m-
p er at ur e, T n u c , w h e n t h e b u b bl e n u cl e ati o n r at e b e c o m e s c o m p ar a bl e t o t h e H u b bl e f a ct or.
F oll o wi n g t h e p h a s e tr a n siti o n, t h e dil at o n u n d er g o e s o s cill ati o n s a n d d e c a y, r e h e ati n g t h e u ni-
v er s e t o a t e m p er at ur e

T R H =
g Ri

g R f

1 / 4

T s t a r t ( 9)

At t hi s p oi nt t h e u ni v er s e i s a g ai n r a di ati o n d o mi n at e d. We h a v e a s s u m e d t h e d e c a y t o o c c ur
m u c h f a st er t h a n t h e e x p a n si o n r at e of t h e u ni v er s e s u c h t h at w e c a n n e gl e ct a m att e r- d o mi n at e d
p h a s e [ 2 1].

3. 3 Dil u ti o n of t h e d e g r e e s of f r e e d o m

N o w c o n si d er s o m e f u n d a m e nt al t e c h ni q u a nt a of t h e str o n g s e ct or, e. g. t e c h ni q u ar k s or t e c h-
ni gl u o n s (f or si m pli cit y w e al w a y s r ef er t o t h e m a s q u ar k s a n d gl u o n s). Pri or t o t h e p h a s e
tr a n siti o n t h e n u m b er d e n sit y of t e c h ni q u a nt a f oll o w s a t h er m al di stri b uti o n f or m a s sl e s s p ar-
ti cl e s

n e q
T C = g T C

ζ ( 3)

π 2
T 3 , ( 1 0)

5



w h er e g T C d e n ot e s t h e d e gr e e s of fr e e d o m of t h e q u a nt a u n d er c o n si d er ati o n. T h e e ntr o p y
d e n sit y i s gi v e n b y

s =
2 π 2 g s

4 5
T 3 , ( 1 1)

w h er e g s ar e t h e t ot al e ntr o pi c d e gr e e s of fr e e d o m. 1 T h e n u m b er d e n sit y n or m ali z e d t o e ntr o p y
b ef or e t h e p h a s e tr a n siti o n,

Y e q
T C =

4 5 ζ ( 3) g T C

2 π 4 g s
, ( 1 2)

r e m ai n s c o n st a nt u p t o t h e p oi nt w h e n t h e p h a s e tr a n siti o n t a k e s pl a c e. T h e e ntr o p y d e n sit y
t h e n i n cr e a s e s d uri n g r e h e ati n g gi vi n g

Y S C
T C = D S C Y e q

T C ( 1 3)

w h e n w e fi n d o ur s el v e s b a c k i n t h e r a di ati o n- d o mi n at e d p h a s e. T h e dil uti o n f a ct or fr o m t h e
a d diti o n al e x p a n si o n d uri n g t h e v a c u u m- d o mi n at e d p h a s e c a n b e d eri v e d b y fi n di n g t h e i n cr e a s e
i n e ntr o p y b et w e e n T n u c a n d T R H . It r e a d s

D S C ≡
T n u c

T s t a r t

3 T R H

T s t a r t

g Ri

c
3 / 4
v a c g

1 / 4
R f

T n u c

f

3

. ( 1 4)

If t h e q u ar k s a n d gl u o n s w er e n o n-i nt er a cti n g f oll o wi n g t h e p h a s e tr a n siti o n, t h e yi el d t o d a y
w o ul d b e gi v e n b y t h e a b o v e f or m ul a. (I n t h e pr e s e n c e of i nt er a cti o n s t h e a b o v e w o ul d b e t a k e n
a s a n i niti al c o n diti o n at T R H f or t h e B olt z m a n n e q u ati o n s d e s cri bi n g t h e e ff e ct s of n u m b e r
c h a n gi n g i nt er a cti o n s b et w e e n r e h e ati n g a n d t o d a y.) T h e pi ct ur e w o ul d t h e n b e a n al o g o u s t o
t h at st u di e d, i n a t h e or y wit h o ut c o n fi n e m e nt, i n [ 2 1]. T h e pi ct ur e i s c o m pl et el y c h a n g e d,
h o w e v er, f or s u p er c o ol e d c o n fi ni n g p h a s e tr a n siti o n s, w hi c h w e el u ci d at e n e xt.

4 C o n fi n e m e n t a n d S t ri n g Fr a g m e n t a ti o n

4. 1 W h e r e d o e s c o n fi n e m e n t h a p p e n ?

B u b bl e w all p r o fil e. T h e e x p a n di n g b u b bl e i s a p pr o xi m at el y d e s cri b e d b y t h e Kl ei n- G or d o n
e q u ati o n [ 3 4]

d 2 χ

d s 2
+

3

s

d χ

d s
+

d V

d χ
= 0 , ( 1 5)

w h er e s 2 = t2 − r 2 i s t h e li g ht- c o n e c o or di n at e a n d V i s t h e s c al ar p ot e nti al. A s k et c h of a
t y pi c al b u b bl e pr o fil e f or cl o s e-t o- c o nf or m al p ot e nti al s i s s h o w n i n Fi g. 1. T h e k e y p oi nt h e r e
i s t h at t h e w all t hi c k n e s s i s

L w
1

T n u c
, ( 1 6)

a s s h o w n b y n u m eri c al c o m p ut ati o n s a n d a n al yti c al e sti m at e s, s e e A p p. A f or a c al c ul ati o n i n
a n e x pli cit e x a m pl e.

C o n fi n e m e n t ti m e s c al e. T h e t e c h ni q u a nt a ( q u ar k s a n d gl u o n s) c o n stit ut e a pl a s m a wit h
t e m p er at ur e of or d er T n u c b ef or e e nt eri n g t h e b u b bl e. O n c e t h e y e nt er t h e b u b bl e s, t h e y c o ul d
i n pri n ci pl e eit h er c o n fi n e i n a r e gi o n cl o s e t o t h e b u b bl e w all w h er e χ f , or a p pr o a c h a s
fr e e p arti cl e s t h e r e gi o n w h er e χ h a s r e a c h e d it s z er o-t e m p er at ur e e x p e ct ati o n v al u e χ = f .
T o d et er mi n e t hi s, l et u s d e fi n e a ‘ c o n fi n e m e nt r at e’ a n d a ‘ c o n fi n e m e nt l e n gt h’ a s

Γ c o nf = L − 1
c o nf = n T C v T C σ c o nf , ( 1 7)

1 I n a pi c t u r e wi t h N f fl a v o u r s of q u a r k s i n f u n d a m e nt al r e p r e s e nt a ti o n s of a n S U ( N ) c o n fi ni n g g a u g e g r o u p,
o n e h a s g q = 4 N f N , g g = 2 ( N 2 − 1 ), g T C = g g + 3 g q / 4, g s = g g + 7 g q / 8.
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χ

f

sχ ∗

∼ 1 / T n

Fi g ur e 1: A t y pi c al w all p r o fil e f o u n d i n cl o s e-t o- c o nf o r m al p ot e nti al s. Aft e r n u cl e ati n g b y t u n n eli n g t o
t h e e xit p oi nt, χ ∗ f , t h e fi el d r oll s d o w n a n d u n d e r g o e s d a m p e d o s cill ati o n s a r o u n d t h e mi ni m u m of
it s p ot e nti al. T h e t y pi c al w all t hi c k n e s s i s L w ∼ 1 / T n u c .

w h er e n T C a n d v T C ar e, r e s p e cti v el y, t h e n u m b er d e n sit y a n d t h e r el ati v e M øll er v el o cit y of t h e

t e c h ni q u a nt a v T C ≡ |v 1 − v 2 |2 − | v 1 × v 2 |2
1 / 2

[ 3 5], a n d σ c o nf i s a ‘ c o n fi ni n g cr o s s s e cti o n’. We
w a nt t o c o m p ar e L c o nf wit h t h e l e n gt h of t h e b u b bl e w all, d e fi n e d a s t h e di st a n c e o v er w hi c h
χ v ari e s fr o m it s v al u e at t h e e xit p oi nt, χ = χ ∗ f , t o χ = f . Of c o ur s e w e n e e d t o
p erf or m t hi s c o m p ari s o n i n t h e s a m e L or e nt z fr a m e, s o w e e m p h a si s e o ur d e fi niti o n of L w a s
t h e b u b bl e- w all l e n gt h i n t h e b u b bl e- w all fr a m e, a n d L p = L w / γ w p a s t h e b u b bl e- w all l e n gt h i n
t h e fr a m e of t h e c e nt er of t h e b u b bl e, w hi c h c oi n ci d e s wit h t h e pl a s m a fr a m e, a n d w h er e γ w p

i s t h e b o o st f a ct or b et w e e n t h e t w o fr a m e s. L et u s n o w m o v e t o t h e c o n fi n e m e nt ti m e s c al e of
E q. ( 1 7). Si n c e w e e x p e ct c o n fi n e m e nt t o h a p p e n ‘ a s s o o n a s p o s si bl e’, w e a s s u m e t h e r el at e d
cr o s s s e cti o n t o b e cl o s e t o t h e u nit arit y li mit [ 3 6],

σ c o nf ∼
4 π

T 2
n u c

. ( 1 8)

Si n c e n 2
T C v T C i s L or e nt z i n v ari a nt [ 3 5, 3 7], o n e t h e n h a s t h at n T C v T C tr a n sf or m s u n d er b o o st s

a s n − 1
T C . T h e b o o st t o a p pl y i n t hi s c a s e i s γ w p , b e c a u s e b y d e fi niti o n t h e stri n g f or m s aft er

c o n fi n e m e nt, s o w e c a n tr e at t h e pl a s m a fr a m e a s t h e c e nt er- of- m a s s fr a m e of t h e t e c h ni q u a nt a.
C o m bi ni n g t hi s wit h t h e L or e nt z i n v ari a n c e of t h e cr o s s s e cti o n, w e o bt ai n

Γ c o nf , w = n T C , w v T C , w σ c o nf =
n T C , p v T C , p

γ w p

σ c o nf ∼
4 π T n u c

γ w p

, ( 1 9)

w h er e i n t h e l a st e q u alit y w e h a v e u s e d t h at t h e a v er a g e r el ati v e s p e e d a n d d e n sit y of t h e
t e c h ni q u a nt a i n t h e pl a s m a fr a m e s ati sf y, r e s p e cti v el y, v T C , p 1 a n d n T C , p ∼ T 3

n u c , b e c a u s e
t h e y ar e r el ati vi sti c. T hi s i n t ur n i m pli e s

L c o nf, w ∼
γ w p

4 π
L w . ( 2 0)

C o n fi n e m e n t t a k e s pl a c e d e e p i n si d e t h e b u b bl e. F or t h e r e gi m e s of s u p er c o oli n g w e ar e
i nt er e st e d i n, t h e p h a s e tr a n siti o n i s of d et o n ati o n t y p e a n d t h e L or e nt z f a ct or γ w p i s or d er s of
m a g nit u d e l ar g er t h a n u nit y. T h er ef or e, L c o nf , w L w s u c h t h at c o n fi n e m e nt d o e s n ot h a p p e n
i n t h e o ut er m o st b u b bl e r e gi o n w h er e χ f . T hi s c o n cl u si o n i s s oli d i n t h e s e n s e t h at it w o ul d
b e str e n gt h e n e d b y u si n g a c o n fi n e m e nt cr o s s s e cti o n s m all er t h a n w h at a s s u m e d i n E q. ( 1 8),
w hi c h i s at t h e u p p er e n d of w h at i s all o w e d b y u nit arit y. T h e e n d e ff e ct of t h e a b o v e di s c u s si o n,
i s t h at f or pr a cti c al p ur p o s e s, w e c a n c o n si d er t h e w all pr o fil e t o b e a st e p-li k e f u n cti o n b et w e e n
t h e d e c o n fi n e d p h a s e, χ = 0, a n d c o n fi n e d p h a s e, χ = f . F urt h er m or e, a s w e s h all di s c u s s
b el o w, t h e q u ar k s will n ot c o n fi n e dir e ctl y i n p air s b ut r at h er f or m fl u xt u b e s p oi nti n g t o w ar d
t h e b u b bl e w all a s t h e y p e n etr at e t h e χ = f r e gi o n of t h e b u b bl e.
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Fi g ur e 2: Q u a r k s e nt e ri n g t h e b u b bl e a s s e e n i n t h e f r a m e
of t h e b u b bl e w all, t o g et h e r wit h t h e a s s o ci at e d fi el d li n e s a n d
q u a ntiti e s d e fi n e d i n t h e t e xt. T h e r e st e n e r g y of t h e st ri n g
i s mi ni mi z e d if t h e fl u xt u b e s i n t h e r e gi o n χ = f p oi nt t o t h e
b u b bl e w all, r at h e r t h a n if t h e y p oi nt t o t h e cl o s e st c ol o r c h a r g e.

Fi g ur e 3: T h e st ri n g i n si d e t h e w all
b r e a k s, p r o d u ci n g h a d r o n s ( S e c. 4. 4 ),
a n d a q u a r k i s ej e ct e d f r o m t h e w all
( S e c. 4. 6 ).

T h e b alli s ti c a p p r o xi m a ti o n i s v ali d. E q u ati o n ( 2 0), t o g et h er wit h t h e l ar g e w all- L or e nt z-
f a ct or s e n c o u nt e r e d i n t hi s st u d y, i m pli e s t h at w e c a n s af el y n e gl e ct t h e i nt er a cti o n s b et w e e n
n ei g h b o uri n g t e c h ni q u a nt a d uri n g t h e ti m e w h e n t h e y cr o s s t h e b u b bl e w all. T hi s i s t h e s o-
c all e d b alli sti c r e gi m e, s e e e. g. [ 3 8], w hi c h will b e u s ef ul f or d eri vi n g t h e fri cti o n pr e s s ur e i n
S e c. 5.

4. 2 Fl u x t u b e s a t t a c h t o t h e w all f oll o wi n g s u p e r c o oli n g

A hi e r a r c h y of s c al e. U p o n e nt eri n g t h e r e gi o n χ = f of e x p a n di n g b u b bl e s, t h e t e c h ni-
q u a nt a e x p eri e n c e a c o n fi n e m e nt p ot e nti al m u c h str o n g er t h a n i n t h e r e gi o n cl o s e t o t h e w all.
T hi s c a n b e e a sil y u n d er st o o d b y t a ki n g t h e l o n g- di st a n c e p ot e nti al of t h e C or n ell f or m [ 3 9 – 4 8]

E T C = c T C f 2 d c , ( 2 1)

w h er e d c i s t h e t e c h ni- q u a nt a s e p er ati o n i n t h eir ‘ c e nt er of i nt er a cti o n fr a m e’ ( or e q ui v al e ntl y
‘ stri n g c e nt er of m a s s fr a m e’)2 , a n d c T C i s a n a di m e n si o n al c o n st a nt3 , c q q̄ 1 0 i n Q C D [ 4 8]. A
cr u ci al p oi nt r e g ar di n g t h e stri n g e n er g y i n t hi s c o nt e xt, b e si d e s t h e f a ct it gr o w s pr o p orti o n all y
t o χ 2 , i s t h at t h e i nt er- q u a nt a di st a n c e i s l ar g e c o m p ar e d t o t h e n at ur al c o n fi n e m e nt s c al e, i. e.
d c f − 1 , d u e t o t h e s u p er c o oli n g. I n d e e d t h e di st a n c e b et w e e n q u a nt a o ut si d e t h e w all,
i n t h e pl a s m a a n d w all fr a m e s r e s p e cti v el y, s c al e s a s d p ∼ T − 1

n u c a n d d w ∼ γ − 1 / 3
w p T − 1

n u c . Si n c e
γ w p (f / T n u c ) 3 ( s e e S e c. 4. 3) a n d d c ≥ d w ( b e c a u s e d c = d p o ut si d e t h e w all, a n d b e c a u s e t h e
q u ar k s a n d gl u o n s c a n n ot b e a c c el er at e d u p o n e nt eri n g s o d w i s L or e nt z c o ntr a ct e d wit h r e s p e ct
t o d p ), o n e e n d s u p wit h d c f − 1 . W h at h a p p e n s t h e n t o t h e t e c h ni q u a nt a a n d t o t h e fi el d s
c o n n e cti n g t h e m ?

2 L a t ti c e si m ul a ti o n s fi n d t h a t t h e Q C D p o t e nti al a t d c f m s a t u r a t e s t o a c o n s t a nt, a b e h a vi o r w hi c h i s
i nt e r p r e t e d i n t e r m s of p ai r c r e a ti o n of q u a r k s f r o m t h e v a c u u m, s e e e. g. t h e r e c e nt [ 4 9]. T h e r ef o r e t hi s r e ali s e s
a n o u t c o m e t h a t, f o r o u r p u r p o s e s, c oi n ci d e s wi t h h a vi n g E T C ∝ d c t o l a r g e r di s t a n c e s. L a t ti c e si m ul a ti o n s wi t h
q u a r k s o nl y a s e x t e r n al s o u r c e s [ 5 0], s o wi t h o u t s e a q u a r k s (‘ q u e n c h e d’ ), fi n d t h a t t h e li n e a r r e gi m e of t h e Q C D
C o r n ell p o t e nti al e x t e n d s u p t o t h e m a xi m al di s t a n c e s p r o b e d, n a m el y d c 3 f m i n t h e r e s ul t s r e p o r t e d i n [ 5 0].

3 c T C d o e s n o t hi d e a n y ‘ c o u pli n g di m e n si o n’, i n d e e d i n u ni t s w h e r e = 1, [ f ] = ( e n e r g y/ di s t a n c e )
1
2 .
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Fl u x t u b e s mi ni mi z e t h ei r e n e r g y. I n a pi ct ur e wit h o ut hi er ar c h y of s c al e s, t h e fi el d s w o ul d
c o m pr e s s i n fl u xt u b e s c o n n e cti n g di ff er e nt c h ar g e s, ‘i s ol at e d’ i n p air s or gr o u p s t o f or m c ol or-
si n gl et s. H er e, w e ar g u e t h at t h e fl u xt u b e s h a v e a n ot h er o pti o n, w hi c h i s e n er g eti c all y pr ef er a bl e:
t h at of ori e nti n g t h e m s el v e s t o w ar d s t h e dir e cti o n of mi ni m al e n er g y, i. e. a s p er p e n di c ul ar a s
p o s si bl e t o t h e b u b bl e- w all 4 , a n d t o k e e p a ‘l o o s er’ c o n n e cti o n i n t h e o ut er r e gi o n w h er e χ f .
I n d e e d, a str ai g ht-li n e c o n n e cti o n b et w e e n t e c h ni q u a nt a w o ul d r e s ult i n a m u c h l o n g er p orti o n
of fl u xt u b e s i n t h e r e gi o n χ = f , wit h r e s p e ct t o o ur pi ct ur e of fl u xt u b e s p er p e n di c ul ar t o
t h e w all. Vi a E q. ( 2 1), t hi s w o ul d i n t ur n i m pl y a m u c h hi g h er c o st i n e n er g y, di sf a v ori n g t h at
o pti o n. We str e s s t h at, i n o ur pi ct ur e, t h e fl u xt u b e s ar e still c o n n e cti n g t e c h ni q u a nt a i n s u c h
a w a y t o f or m a n o v er all c ol or si n gl et, j u st t h e s e fl u xt u b e s mi ni mi s e t h eir l e n gt h i n t h e r e gi o n
χ = f , a n d p artl y li v e i n a r e gi o n χ χ ∗ f . T hi s pi ct ur e i s vi s u ali s e d i n Fi g. 2. N ot e t h e
n e ar e st n ei g h b o ur q u ar k fr o m t h e pl a s m a m a y al s o b e l o c at e d o ut si d e t h e b u b bl e.

C o n d e n s e d m a t t e r a n al o g y. A n i nt er e sti n g a n al o g u e t o t h e pi ct ur e a b o v e i s t h e v ort e x
stri n g of m a g n eti c fl u x i n t h e L a n d a u- Gi n z b ur g m o d el of s u p er c o n d u cti vit y. T o m at c h o nt o
c o n fi n e m e nt d y n a mi c s a d u al s u p er c o n d u ct or i s pi ct ur e d, i n w hi c h t h e e xt er n al c ol o ur- el e ctri c
fi el d — r at h er t h a n t h e m a g n eti c fi el d — i s e x p ell e d b y t h e M ei s s n er e ff e ct [ 5 1]. H er e t h e
b u b bl e of c o n fi ni n g p h a s e c orr e s p o n d s t o t h e s u p e r c o n d u ct or fr o m w hi c h t h e c ol o ur- el e ctri c
fi el d i s e x p ell e d. Q u ar k s e nt eri n g t h e b u b bl e t h e n m a p o nt o m a g n eti c m o n o p ol e s b ei n g fir e d
i nt o a r e g ul ar s u p er c o n d u ct or.

4. 3 S t ri n g e n e r g y a n d b o o s t f a c t o r s

T o p o s si bl y b e q u a ntit ati v e o n t h e i m pli c ati o n s of t h e pi ct ur e w e j u st o utli n e d, w e fir st n e e d t o
d et er mi n e t h e stri n g e n er g y a n d t h e L or e nt z b o o st s a m o n g t h e fr a m e s of t h e pl a s m a, w all a n d
c e nt er- of- m a s s of t h e stri n g.

S t ri n g e n d- p oi n t s. L et u s d e fi n e a s T C i t h e q u ar k or gl u o n t h at c o n stit ut e s a n e n d p oi nt,
i n si d e t h e b u b bl e, of a fl u xt u b e p oi nti n g t o w ar d s t h e w all, a n d t h e e n d- p oi nt of t h e fl u xt u b e
o n t h e w all. T h e e n er g y of t h e i n c o mi n g t e c h ni q u a nt u m i n t h e w all fr a m e i s E i,w = 3 γ w p T n u c ,
w h er e f or si m pli cit y w e h a v e a v er a g e d o v er t h eir a n gl e wit h r e s p e ct t o t h e w all. We a s s u m e
t o b e at r e st or al m o st, a n d t o c arr y s o m e O ( 1) fr a cti o n of t h e i n erti a of t h e stri n g. H e n c e t h e
r e s p e cti v e f o ur- m o m e nt a ar e

p i,w =
3 γ w p T n u c

9 γ 2
w p T 2

n u c − m 2
i

, p , w =
m f

f
, 1 m i m f = q f, q ≤

1

2
. ( 2 2)

S t ri n g c e n t e r- of- m a s s. T h e n w e d e fi n e t h e c e nt er- of- m a s s of t h e stri n g a s t h e o n e of T C i

a n d , a n d fi n d
E C M = 3 γ w p T n u c f , ( 2 3)

γ w c = 3 γ w p

T n u c

f
. ( 2 4)

O n t h e ri g ht- h a n d si d e of t h e e q u ati o n s a b o v e w e h a v e o mitt e d a f a ct or of 2( q − ), i n ( 2 3),
a n d of 1 / 2( q − ), i n ( 2 4), b e c a u s e f or si m pli cit y w e t a k e t h e s e t o b e ≈ 1 fr o m n o w o n ( a s
p er t h e b e n c h m ar k q = 1 / 2, = 0). Fi n all y w e d et er mi n e t h e b o o st b et w e e n t h e c e nt er- of- m a s s
fr a m e of t h e stri n g a n d t h e pl a s m a fr a m e a s

γ c p =
1

2

γ w p

3

f

T n u c
, ( 2 5)

4 We wi s h t o e x p r e s s o u r g r a ti t u d e t o B e n e di c t v o n H a rli n g, Ol e k sii M a t s e d o n s k yi, a n d P hili p S o e r e n s e n, f o r
di s c u s si o n s w hi c h l e a d u s t o d e v el o p t h e pi c t u r e w e e m pl o y i n t hi s p a p e r.
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Fi g ur e 4: L eft: a v e r a g e h a d r o n m ulti pli cit y p e r si n gl e Q C D s c att e ri n g e − e + → q q̄ . Ri g ht: R o ot s q u a r e
m e a n of t h e h a d r o n e n e r g y p e r si n gl e Q C D s c att e ri n g e − e + → q q̄ , w h e r e Ē h a d r = E C M / N h a d r i s t h e
a v e r a g e h a d r o n e n e r g y p e r s c att e ri n g. D ot s i n b ot h pl ot s a r e e xt r a ct e d vi a M a d A n al y si s v 1. 8. 3 4 [ 5 3]
b y si m ul ati o n s wit h M a d G r a p h v 2. 7. 0 [ 5 4] pl u s P yt hi a v 8. 2 [ 5 5], t h e li n e i n t h e l eft- h a n d pl ot di s pl a y s
E q. ( 2 8 ). R e s ult s a r e e x p r e s s e d a s a f u n cti o n of t h e c e nt e r- of- m a s s e n e r g y of t h e s c att e ri n g i n G e V,
t o e x p o rt t h e m t o o u r c o s m ol o gi c al pi ct u r e w e si m pl y s u b stit ut e G e V 4 π f π b y m ∗ = g ∗ f , a n d u s e
E C M = 3 γ w p T n u c f .

w hi c h i s v ali d u p t o a r el ati v e or d er ( γ w p f / T n u c ) − 1 1.

4. 4 H a d r o n s f r o m s t ri n g f r a g m e n t a ti o n: m ul ti pli ci t y a n d e n e r g y

T h e fl u xt u b e s c o n n e cti n g a q u ar k or gl u o n t o t h e w all will fr a g m e nt a n d f or m h a dr o n s, si n gl et
u n d er t h e n e w c o n fi ni n g g a u g e gr o u p. We w o ul d n o w li k e t o d et er mi n e:

• T h e n u m b e r of h a dr o n s f or m e d p er fl u xt u b e.

• T h e m o m e nt a of s ai d h a dr o n s.

C olli d e r a n al o g y. We st art b y n oti ci n g t h at t h e pr o c e s s of f or m ati o n of a fl u xt u b e, i n o ur
pi ct ur e, i s a n al o g o u s t o t w o c ol or c h ar g e s i n a n o v er all- si n gl et st at e, T C i a n d , m o vi n g a p art
wit h a c e rt ai n e n er g y E C M , w h er e E C M = 3 γ w p T n u c f i n t h e m o d elli n g of S e c. 4. 3. T hi s
p h y si c al pr o c e s s a p p e ar s e ntir el y a n al o g o u s t o w h at w o ul d h a p p e n i n a c olli d er t h at pr o d u c e s a
p air of t e c h ni q u a nt a of t h e n e w c o n fi ni n g f or c e, st arti n g fr o m a n i niti al si n gl et st at e. I n li g ht of
t hi s o b s er v ati o n, w e t h e n d e ci d e t o m o d el t h e pr o c e s s b y a n al o g y wit h a v er y w ell- st u di e d pr o c e s s
o b s er v e d i n N at ur e, t h at of Q C D- q u ar k p air pr o d u cti o n at el e ctr o n- p o sitr o n c olli d er s, w h er e
t h e a n al o g y li e s al s o i n t h e f a ct t h at t h e i niti al st at e el e ctr o n- p o sitr o n p air s i s i n a c ol or si n gl et
st at e. N e e dl e s s t o s a y, a B S M c o n fi ni n g s e ct or n e e d s n ot b e h a v e a s Q C D i n t er m s of n u m b er a n d
m o m e nt a of h a dr o n s pr o d u c e d p er s c att eri n g, s e e e. g. [ 5 2]. H o w e v e r, Q C D c o n stit ut e s a w ell
st u di e d a n d t e st e d t h e or y, s o t h at w e fi n d it r e a s o n a bl e t o u s e it a s o ur b e n c h m ar k. M or e o v er,
w e a nti ci p at e fr o m S e c. 8 t h at o ur fi n al r e s ult f or t h e c o s m ol o gi c al a b u n d a n c e of h a dr o n s, i n
t h e a s s u m pti o n of e ffi ci e nt- e n o u g h i nt er a cti o n s b et w e e n t h e m a n d t h e S M, will o nl y d e p e n d o n
t h e i niti al a v ail a bl e e n er g y E C M . T hi s s u g g e st s t h at, wit hi n t h at a s s u m pti o n, o ur fi n al fi n di n g s
h ol d f or c o n fi ni n g s e ct or s t h at di stri b ut e t hi s e n er g y o v er a n u m b er of h a dr o n s di ff e r e nt fr o m
Q C D.

N u m e ri c al si m ul a ti o n s. We u s e P yt hi a v 8. 2 [ 5 5] i nt erf a c e d t o M a d Gr a p h v 2. 7. 0 [ 5 4] t o si m-
ul at e t h e pr o c e s s e − e + → q q̄ f o r di ff e r e nt c e nt er- of- m a s s e n er gi e s, a n d M a d A n al y si s v 1. 8. 3 4 [ 5 3]
t o e xtr a ct fr o m t h e s e si m ul ati o n s b ot h t h e t ot al n u m b er of h a dr o n s pr o d u c e d p er s c att eri n g
a n d t h eir e n er g y di stri b uti o n. We t h u s r e c o v er k n o w n Q C D r e s ult s a n d di s pl a y t h e m i n Fi g. 4.
We tr a n sl at e t h e m t o o ur pi ct ur e b y r e pl a ci n g t h e u nit s of a G e V 4 π f π u s e d b y P yt hi a, wit h

1 0



t h e g e n eri c m a s s of a c o m p o sit e st at e m ∗ = g ∗ f , w h er e 1 ≤ g ∗ ≤ 4 π i s s o m e str o n g e ff e cti v e
c o u pli n g. T h e s e r e s ult s c a n b e s u m m ari s e d a s f oll o w s:

• T h e n u m b e r of h a dr o n s pr o d u c e d p er fl u xt u b e gr o w s l o g arit h mi c all y i n E C M .

• T h e di stri b uti o n of h a dr o n e n e r gi e s i s s u c h t h at it s r o ot s q u ar e m e a n c oi n ci d e s, t o a
p er c e nt l e v el a c c ur a c y, wit h t h e a v er a g e e n er g y p er h a dr o n

Ē h a d r =
E C M

N h a d r
. ( 2 6)

T hi s will s u p p ort, i n S e c. 8. 3, o ur si m plif yi n g a s s u m pti o n t h at all h a dr o n s pr o d u c e d b y
t h e stri n g fr a g m e nt ati o n c arr y a n e n er g y of or d er Ē h a d r .

R e s ul t s f r o m t h e li t e r a t u r e. T h e m ulti pli cit y of Q C D h a dr o n s fr o m v ari o u s s c att eri n g pr o-
c e s s e s h a s b e e n t h e o bj e ct of e x p eri m e nt al a n d t h e or eti c al i n v e sti g ati o n, si n c e t h e l at e 1 9 6 0 s [ 5 6].
We n o w l e v er a g e s u c h st u di e s b ot h t o c h e c k t h e r e s ult s of o ur si m ul ati o n a n d t o o bt ai n a n a-
l yti c al c o ntr ol o v er t h e m. C olli d er st u di e s h a v e t y pi c all y f o c u s e d o n t h e m ulti pli cit y of c h ar g e d
Q C D r e s o n a n c e s p er s c att e ri n g, n c h . I n p arti c ul ar, w or k s s u c h a s [ 5 7, 5 8] h a v e c arri e d o ut
t h e e x er ci s e of c oll e cti n g t h e m o st si g ni fi c a nt m e a s ur e m e nt s of n c h a n d ‘ filli n g’ t h e mi s si n g
p h a s e s p a c e — n ot c o v er e d b y d et e ct or s — wit h t h e o ut p ut of M C pr o gr a m s, t h u s o bt ai ni n g
a f ull- p h a s e- s p a c e q u a ntit y. We t a k e a s o ur st arti n g p oi nt t h e r e s ult pr o vi d e d i n [ 5 8] fr o m p p
c olli si o n s, w hi c h r e a d s

n c h (E C M ) = a + b l o g
E C M

m ∗
+ c l o g2

E C M

m ∗
+ d l o g3

E C M

m ∗
, ( 2 7)

wit h ( a, b, c, d ) = ( 0 .9 5 , 0 .3 7 , 0 .4 3 , 0 .0 4). H er e, a s alr e a d y e x pl ai n e d, w e s u b stit ut e d t h e n or m al-
i s ati o n of a G e V wit h m ∗ = g ∗ f .

O u r m o d elli n g. T o o bt ai n t h e t ot al n u m b er of h a dr o n s fr o m e + e − c olli si o n s w e pr o c e e d
a s f oll o w s. Fir st, m o st h a dr o n s c o mi n g o ut fr o m h ar d s c att eri n g s c o n si st i n t h e li g ht e st o n e s,
i. e. t h e pi o n s. S e c o n d, t h e t ot al n u m b er of pi o n s pr o d u c e d i s v er y w ell a p pr o xi m at e d b y
3 n c h / 2, b e c a u s e of i s o s pi n c o n s er v ati o n. B y t h e fir st ar g u m e nt, t hi s c oi n ci d e s wit h v er y g o o d
a p pr o xi m ati o n t o t h e t ot al n u m b er of h a dr o n s pr o d u c e d. T hir d, t h e m ulti pli cit y of c o m p o sit e
st at e s fr o m e + e − c olli si o n s h a s b e e n f o u n d t o r o u g hl y m at c h t h e o n e fr o m p p c olli si o n s, u p o n
i n cr e a si n g t h e e + e − e n er g y b y a f a ct or of 2, s e e e. g. S e c. 2. 2 i n [ 5 9] 5 . We t h e n m o d el t h e t ot al
n u m b er of c o m p o sit e st at e s pr o d u c e d, p er stri n g fr a g m e nt ati o n, a s

N s t ri n g
ψ (E C M )

3

2
n c h ( 2E C M ) e x p( − 3 m ∗ / E C M ) + 1 , ( 2 8)

w h er e w e h a v e m ulti pli e d b y a n e x p o n e nti al a n d a d d e d o n e t o s m o ot h e n N s t ri n g
ψ (E C M ) t o 1 a s

E C M → m ∗ , b e c a u s e t hi s p h y si c al r e gi m e w a s n ot t a k e n i nt o a c c o u nt i n[ 5 8]. I n t h e l eft- h a n d
p a n el of Fi g. 4 o n e s e e s t h at E q. ( 2 8) r e pr o d u c e s t h e r e s ult s of o ur P yt hi a si m ul ati o n f or E C M

s m all er t h a n a f e w Te V r at h er w ell. T hi s w a s t o b e e x p e ct e d si n c e E q. ( 2 7) w a s d et er mi n e d
i n [ 5 8] fr o m fit s t o d at a u p t o t h at e n er g y. It i s n ot t h e p ur p o s e of t hi s p a p er t o i m pr o v e o n
t hi s fit, a s st at e d a b o v e, w e si m pl y u s e t h e a b o v e r e s ult s a s a c h e c k of o ur P yt hi a si m ul ati o n.

5 T hi s i s q u ali t a ti v el y u n d e r s t o o d b y t h e f a c t t h a t, i n p u r el y l e p t o ni c i ni ti al s t a t e s, t h e r e i s m o r e e n e r g y
a v ail a bl e t o p r o d u c e d h a d r o n s, w hil e i n t h e c a s e wi t h p r o t o n s i n t h e i ni ti al s t a t e m u c h e n e r g y i s c a r ri e d o v e r b y
t h e i ni ti al h a d r o n r e m n a nt.
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4. 5 E n h a n c e m e n t of n u m b e r d e n si t y f r o m s t ri n g f r a g m e n t a ti o n

P r o d u c ti o n of c o m p o si t e s t a t e s. Pri or t o ( p)r e h e ati n g, w e t h e n h a v e a yi el d of c o m p o sit e
st at e s gi v e n b y t h e yi el d of stri n g s, w hi c h c a n b e e sti m at e d fr o m E q. ( 1 3), m ulti pli e d b y t h e
n u m b er of c o m p o sit e st at e s p er stri n g

K s t ri n g =
3
4 g q N

s t ri n g
ψ (E C M ) + g g (N s t ri n g

ψ (E C M ) − 1)

g T C

, ( 2 9)

w h er e N s t ri n g
ψ (E C M ) i s gi v e n b y E q. ( 2 8) a n d E C M = 3 γ w p T n u c f i n E q. ( 2 3). T h e − 1 w e a d d e d

t o t h e f a ct or m ulti pl yi n g g g a c c o u nt s f or t h e f a ct t h at, if t h e fi n al c o m p o sit e st at e s pr o d u c e d
b y stri n g fr a g m e nt ati o n d o n ot u n d er g o ot h er a d diti o n al i nt er a cti o n s, t h e n gl u e b all s d e c a y t o
t h e S M a n d d o n ot c o ntri b ut e t o t h e fi n al yi el d of a y c o m p o sit e st at e of q u ar k s. T h e yi el d of
c o m p o sit e st at e s ψ t h e n r e a d s

Y S C + s t ri n g
ψ = Y e q

T C D S C K s t ri n g ∝
T n u c

f

3

× l o g s
γ w p T n u c

f
. ( 3 0)

T h e a p p e ar a n c e of Y e q
T C i n E q. ( 3 0) a c c o u nt s f or stri n g f or m ati o n fr o m b ot h q u ar k s a n d gl u o n s.

H e n c e, n ot o nl y i s t h e n u m b er of ψ ’ s e n h a n c e d b y t h e stri n g fr a g m e nt ati o n, r el ati v e t o t h e c a s e
wit h n o c o n fi n e m e nt, b ut al s o b y t h e p o s si bilit y of gl u o n s t o f or m stri n g s. K s t ri n g a n d Y S C + s t ri n g

ψ

ar e pl ott e d i n Fi g. 8.

Hi g hl y b o o s t e d i n t h e pl a s m a f r a m e. T h e s e h a dr o n s s c h e m ati c all y c o n si st of t w o e q u all y
a b u n d a nt gr o u p s. H a dr o n s i n t h e fir st gr o u p, w hi c h f or l at er c o n v e ni e n c e w e c all ‘ P o p ul ati o n
A’, m o v e t o w ar d s t h e b u b bl e w all wit h a n a v er a g e e n er g y

E A, p 2 γ c p

E C M

N s t ri n g
ψ (E C M )

γ w p f

N s t ri n g
ψ (E C M )

, ( 3 1)

w h er e w e h a v e b o o st e d t h e e n er g y p er h a dr o n of E q. ( 2 6) t o t h e pl a s m a fr a m e wit h t h e γ c p of
E q. ( 2 5), a n d al s o u s e d E q s. ( 2 3) a n d ( 2 9). H a dr o n s i n t h e s e c o n d gr o u p m o v e, i n t h e w all fr a m e,
t o w ar d s t h e b u b bl e w all c e nt er, a n d t h eir e n er g y i n t h e pl a s m a fr a m e i s n e gli gi bl e c o m p ar e d
t o ( 3 1). N ot e t h at if o nl y o n e h a dr o n i s pr o d u c e d o n a v er a g e p er e v er y stri n g, t h e n it w o ul d
r o u g hl y b e at r e st i n t h e c e nt er- of- m a s s fr a m e of t h e stri n g, wit h a n e n er g y ( m a s s) of or d er
E C M . I n t h e pl a s m a fr a m e, it s e n er g y w o ul d t h e n r e a d E p γ c p E C M γ w p f / 2. A s w e will s e e
i n S e c. 8, t h e i m p a ct of t hi s h a dr o n o n t h e fi n al yi el d w o ul d t h e n b e c a pt ur e d b y o ur e x pr e s si o n s.

F oll o wi n g t hi s fir st st a g e of stri n g fr a g m e nt ati o n, t h e c o m p o sit e st at e s, a n d / or t h eir d e c a y
pr o d u ct s, c a n u n d er g o f urt h er i nt er a cti o n s wit h r e m n a nt p arti cl e s of t h e b at h, pr e h e at e d or
r e h e at e d pl a s m a, a n d a m o n g t h e m s el v e s. S u c h i nt er a cti o n s m a y c h a n g e t h e ulti m at e yi el d of
t h e r eli c c o m p o sit e st at e s. B ef or e t a ki n g t h e s e a d diti o n al e ff e ct s i nt o a c c o u nt i n S e c. 8, i n t h e
n e xt s e cti o n s w e c o m pl et e t h e m o d elli n g w e pr o p o s e d a b o v e, b y d e s cri bi n g t h e b e h a vi o ur of t h e
ej e ct e d q u ar k s a n d d eri vi n g t h e L or e nt z f a ct or of t h e w all, γ w p .

4. 6 Ej e c t e d q u a r k s a n d gl u o n s a n d t h ei r e n e r g y b u d g e t

S o f ar w e d e alt wit h w h at h a p p e n s i n si d e t h e b u b bl e w all. T h e pr o c e s s w e d e s c ri b e d a p p ar e ntl y
d o e s n ot c o n s er v e c ol or c h ar g e: w e st art e d wit h a p h y si c al q u ar k or gl u o n wit h a n et c ol or
c h ar g e e nt eri n g t h e b u b bl e, a n d w e e n d e d u p wit h a s y st e m of h a dr o n s w hi c h i s c ol or n e utr al.
W h er e h a s t h e c ol or c h ar g e g o n e ?

1 2



T h e n e c e s si t y t o ej e c t a q u a r k o r gl u o n. T o u n d er st a n d t hi s, it i s c o n v e ni e nt t o r e c all t h e
p h y si c al m o d elli n g b e hi n d t h e pr o c e s s of stri n g fr a g m e nt ati o n t h at c o n v ert s t h e i niti al fl u xt u b e
i nt o h a dr o n s, s e e e. g. t h e ori gi n al L u n d p a p er [ 6 0]. W h e n t h e fl u xt u b e l e n gt h, i n it s c e nt e r-
of- m a s s fr a m e, b e c o m e s of or d er f − 1 , t h e stri n g br e a k s at s e v er al p oi nt s vi a t h e n u cl e ati o n of
q u ar k- a nti q u ar k p air s fr o m t h e v a c u u m. N o w c o n si d er, i n o ur c o s m ol o gi c al pi ct ur e, t h e q u ar k-
a nti q u ar k p air n u cl e at e d cl o s e st t o t h e b u b bl e w all. O n e of t h e t w o — s a y t h e a nti q u ar k —
f or m s a h a dr o n i n si d e t h e w all. T h e o nl y t hi n g t h at c a n h a p p e n t o t h e q u ar k i s f or it t o b e
ej e ct e d fr o m t h e w all, b e c a u s e of t h e l a c k of c h ar g e p art n er s i n si d e t h e w all. T hi s pr o c e s s,
s o m e h o w r e mi ni s c e nt of bl a c k h ol e e v a p or ati o n, t h u s all o w s f or c h ar g e t o b e c o n s er v e d. T h e
m o m e nt u m of t h e ej e ct e d q u ar k, i n t h e w all fr a m e, h a s t o b e s o m e or d er- o n e fr a cti o n of t h e
c o n fi n e m e nt s c al e f , b e c a u s e t h at i s t h e o nl y e n er g y s c al e i n t h e pr o c e s s. F or d e fi nit e n e s s, i n
t h e f oll o wi n g w e will t a k e t hi s fr a cti o n t o b e a h alf. T hi s pi ct ur e i s vi s u ali z e d i n Fi g. 3, a n d it
i s i s a n al o g o u s if T C i i s a gl u o n i n st e a d of a q u ar k.

E n e r g y of t h e ej e c t e d q u a r k o r gl u o n. O n e t h e n h a s o n e ej e ct e d q u ar k ( at l e a st) or
gl u o n p er fl u xt u b e, t h u s p e r q u ar k or gl u o n t h at i niti all y e nt er e d. T h er ef or e, t h e n u m b er of
t e c h ni q u a nt a o ut si d e t h e b u b bl e w all d o e s n ot di mi ni s h u p o n e x p a n si o n of t h e b u b bl e. T hi s
p o p ul ati o n of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a i s e n er g eti c all y a s i m p ort a nt a s t h at of h a dr o n s i n si d e t h e
b u b bl e. I n d e e d t h e e n er g y of a n ej e ct e d q u ar k or gl u o n ( or q u ar k p air), i n t h e pl a s m a fr a m e,
r e a d s

E ej, p γ w p f. ( 3 2)

T hi s i s of t h e s a m e or d er a s t h e t ot al e n er g y i n t h e h a dr o n s fr o m t h e fr a g m e nt ati o n of a si n gl e
stri n g,

E t o t
A, p =

N s t ri n g
ψ (E C M )

2
E A, p γ w p

f

2
, ( 3 3)

o bt ai n e d b y m ulti pl yi n g E A, p of E q. ( 3 1) ti m e s h alf of t h e t ot al n u m b er of h a dr o n s pr o d u c e d
p er stri n g (i. e. w e i n cl u d e d o nl y t h e e n er g eti c o n e s). T h e p o p ul ati o n of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a
c a n n ot t h er ef or e b e n e gl e ct e d i n t h e d e s cri pti o n of t h e f oll o wi n g e v ol uti o n of t hi s c o s m ol o gi c al
s y st e m.

5 B u b bl e w all v el o ci ti e s

T h e w all b o o st i n t h e pl a s m a fr a m e, γ w p , a ff e ct s m a n y k e y pr o p erti e s of o ur s c e n ari o, fr o m
t h e ej e cti o n of t e c h ni q u a nt a t o t h e n u m b er a n d e n er g y of t h e h a dr o n s pr o d u c e d b y stri n g
fr a g m e nt ati o n. It i s t h e p ur p o s e of t hi s s e cti o n t o st u d y t h e p o s si bl e v al u e s it c a n t a k e o v er t h e
P T.

Fi n al r e s ul t s. A s b u b bl e s ar e n u cl e at e d a n d st art t o e nl ar g e, γ w p st art s gr o wi n g a s w ell.
If n ot hi n g sl o w s d o w n t h e b u b bl e- w all a c c el er ati o n, t h e n γ w p k e e p s gr o wi n g u ntil it s v al u e at
t h e ti m e of b u b bl e- w all c olli si o n, γ r u n a w a y

w p . S o ur c e s of fri cti o n t h at c o ul d pr e v e nt t hi s r u n a w a y
r e gi m e ar e gi v e n b y t h e e q ui v al e nt, i n t hi s s c e n ari o, of t h e s o- c all e d l e a di n g or d er ( L O) a n d
n e xt-t o-l e a di n g or d er ( N L O) c o ntri b uti o n s of [ 6 1] a n d [ 6 2] r e s p e cti v el y. We fi n d it c o n v e ni e nt
t o r e p ort ri g ht a w a y o ur fi n al r e s ult f or t h e m a xi m al p o s si bl e v al u e of γ w p ,

γ m a x
w p = Mi n[ γ r u n a w a y

w p , γL O
w p , γN L O

w p ]

Mi n 1 .7
0 .0 1

c v a c

1
2 T n u c

f

M Pl

f
, 1 .2 × 1 0 − 3 c v a c

0 .0 1

7 0

g g + 3
4 g q

f

T n u c

3
. ( 3 4)

I n t h e l a st e q u ati o n w e h a v e a nti ci p at e d t h e q u a ntit ati v e d e p e n d e n c e of γ m a x
w p o n t h e m o d el

p ar a m et er s, w h er e t h e fir st e ntr y i s a s s o ci at e d t o γ r u n a w a y
w p , a n d t h e s e c o n d t o γ L O

w p , w hi c h i s
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al w a y s s m all er t h a n γ N L O
w p i n t h e p ar a m et er s p a c e of o ur i nt er e st. We l e ar n t h at i n t h e r e gi m e

of v er y str o n g s u p er c o oli n g a n d / or of v er y l ar g e c o n fi n e m e nt s c al e f , w hi c h will b e t h e m o st
r el e v a nt o n e f or t h e D M a b u n d a n c e, b u b bl e w all s r u n a w a y. T h e b e h a vi o ur of γ w p i s ill u str at e d
i n Fi g. 5.

T h e i m p a c t o n G W. T h e b e h a vi o ur of γ w p al s o h a s i m p ort a nt c o n s e q u e n c e s f or t h e gr a vit a-
ti o n al w a v e si g n al fr o m t h e p h a s e tr a n siti o n [ 6 3, 6 4]. If γ m a x

w p = γ r u n a w a y
w p t h e n t h e v a c u u m e n er g y

i s c o n v ert e d i nt o ki n eti c e n er g y of t h e b u b bl e w all s [ 6 5]. T h e gr a vit ati o n al w a v e ( G W) s p e ctr u m
s o ur c e d b y s c al ar fi el d gr a di e nt i s tr a diti o n all y c o m p ut e d i n t h e e n v el o p e a p pr o xi m ati o n [ 6 6 – 6 8].
H o w e v er, t h e l at e st l atti c e r e s ult s [ 6 9, 7 0] s u g g e st a n e n h a n c e m e nt of t h e G W s p e ctr u m at l o w
fr e q u e n c y d u e t o t h e fr e e pr o p a g ati o n of r e m n a nt s of b u b bl e w all s aft er t h e c olli si o n, t h e I R
sl o p e ∝ k 3 b e c o mi n g cl o s e t o ∝ k 1 . T hi s c o n fir m s t h e pr e di cti o n s fr o m t h e a n al yti c al b ul k fl o w
m o d el [ 7 1, 7 2]. N ot e t h at t h e I R- e n h a n c e m e nt i s str o n g er f or t hi c k- w all e d b u b bl e s [ 6 9], w hi c h
i s t h e c a s e r el e v a nt f or n e arl y- c o nf or m al p ot e nti al l e a di n g t o str o n g s u p er c o oli n g, a n d t h u s f or
t h e P T c o n si d er e d h er e. (I n st e a d, f or t hi n- w all e d b u b bl e s, aft er c olli si o n t h e s c al ar fi el d c a n
b e tr a p p e d b a c k i n t h e f al s e v a c u u m [ 1 1, 3 4, 7 3]. I n st e a d of pr o p a g ati n g fr e el y, t h e s h ell s of
e n er g y- m o m e nt u m t e n s or r e m ai n cl o s e t o t h e c olli si o n p oi nt a n d di s si p at e vi a m ulti pl e b o u n c e s
of t h e w all s.) O s cill ati o n s of t h e c o n d e n s at e f oll o wi n g t h e P T c a n pr o vi d e a n a d diti o n al s o ur c e
of G W [ 7 4]. H o w e v er, i n st e a d of β − 1 t h e ti m e s c al e i s s et b y t h e i n v er s e s c al ar m a s s ∼ f − 1 a n d
t h e si g n al i s Pl a n c k- s u p pr e s s e d ∝ β / f [ 7 5].

If i n st e a d, γ m a x
w p = γ L O

w p , t h e v a c u u m e n er g y i s c o n v ert e d i nt o t h er m al a n d ki n eti c e n e r g y of t h e
p arti cl e s i n t h e pl a s m a alr e a d y pri or t o t h e b u b bl e w all c olli si o n. T h e c o ntri b uti o n fr o m s o u n d
w a v e s or t ur b ul e n c e [ 6 3, 6 4], h o w e v er, i n s u p er c o ol e d tr a n siti o n s i s n ot y et cl e arl y u n d er st o o d.
I n d e e d, c urr e nt h y dr o d y n a mi c al si m ul ati o n s, w hi c h ai m t o c a pt ur e t h e c o ntri b uti o n of t h e b ul k
m oti o n of t h e pl a s m a t o t h e gr a vit ati o n al w a v e si g n al, d o n ot y et e xt e n d i nt o t h e r e gi m e i n w hi c h
t h e e n er g y d e n sit y i n r a di ati o n i s s u b d o mi n a nt t o t h e v a c u u m [ 7 6]. A n d a n al yti c al st u di e s of
s h o c k- w a v e s i n t h e r el ati vi sti c li mit h a v e j u st st art e d [ 7 7]. I n a n y c a s e, w e e x p e ct s u p er c o ol e d
tr a n siti o n s t o pr o vi d e pr o mi si n g a v e n u e f or d et e cti o n i n f ut ur e G W o b s er v at ori e s.

We n o w pr o c e e d t o a d et ail e d d eri v ati o n of E q. ( 3 4).

Li n e a r g r o w t h. T h e e n er g y g ai n e d u p o n f or m ati o n of a b u b bl e of r a di u s R i s E b u b bl e =
4
3 π R 3 ∆ V v a c , w h er e ∆V v a c i s t h e di ff er e n c e b et w e e n t h e v a c u u m e n er g y d e n sit y o ut si d e a n d i n si d e
t h e b u b bl e. T h e e n er g y l o st u p o n f or m ati o n of a b u b bl e of r a di u s R i s E w all 4 π R 2 γ w p σ w ,
w h er e σ w i s t h e s urf a c e e n er g y d e n sit y of t h e w all ( s urf a c e t e n si o n) i n t h e w all fr a m e. If a
b u b bl e n u cl e at e s a n d e x p a n d s, it s e n er g y E b u b bl e i s tr a n sf err e d t o t h e w all e n er g y E w all . A s
s o o n a s a n u cl e at e d b u b bl e c o nt ai n s t h e r e gi o n χ f , n eit h er ∆V v a c n or σ w c h a n g e u p o n b u b bl e
e x p a n si o n. I n d e e d b ot h ar e a f u n cti o n of t h e b u b bl e w all pr o fil e, w hi c h d o e s n ot c h a n g e i n t h at
r e gi m e ( al s o s e e Fi g. 1). We t h u s r e c o v er t h e w ell- k n o w n pr o p ert y t h at γ w p gr o w s li n e arl y i n R ,

γ w p =
R

R 0
∼ T n u c R , ( 3 5)

w h er e R 0 i s a n or m ali s ati o n of t h e or d er of t h e mi ni m al r a di u s n e e d e d f or a b u b bl e t o n u cl e at e,
a n d w h er e i n t h e s e c o n d r el ati o n w e h a v e u s e d R 0 L w ∼ T − 1

n u c b e c a u s e w e a s s u m e d t h e
n u cl e at e d b u b bl e t o c o nt ai n t h e r e gi o n χ f . A m or e pr e ci s e tr e at m e nt c a n b e f o u n d, e. g. i n
t h e r e c e nt [ 6 5], w hi c h c o n fir m s t h e p ar a m etri c d e p e n d e n c e of E q. ( 3 5).

A t c olli si o n ti m e. I n a r u n a w a y r e gi m e, i. e. f or s m all e n o u g h r et ar di n g pr e s s ur e o n t h e
b u b bl e w all s, γ w p at c olli si o n s t h e n r e a d s

γ r u n a w a y
w p ∼ T n u c β − 1 1 .7

1 0

β / H

0 .0 1

c v a c

1
2 T n u c

f

M Pl

f
, ( 3 6)
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Fi g ur e 5: T h e L o r e nt z f a ct o r of t h e w all at b u b bl e p e r c ol ati o n f o r v a ri o u s v al u e s of f a n d a m o u nt s
of s u p e r c o oli n g, a s s u mi n g β / H = 1 0 . F o r e xt r e m e s u p e r c o oli n g ( o n t h e l eft si d e of t h e pl ot ) γ w p i s i n
t h e r u n a w a y r e gi m e. I n t hi s r e gi m e, l a r g e r f o r s m all e r T n u c l e a d s t o a s m all e r di st a n c e o v e r w hi c h t h e
b u b bl e c a n a c c el e r at e. T h e f o r m e r b e c a u s e of t h e s m all e r H u b bl e h o ri z o n a n d t h e l att e r d u e t o t h e l a r g e r
b u b bl e si z e at n u cl e ati o n. T h e r ef o r e γ w p d e c r e a s e s f o r m o r e s u p e r c o oli n g.

w h er e β − 1 i s t h e a v er a g e r a di u s of b u b bl e s at c olli si o n, H Λ 2
v a c / (

√
3 M Pl ), a n d t h e v al u e

β / H 1 0 i s a b e n c h m ar k t y pi c al of s u p er c o ol e d p h a s e tr a n siti o n s [ 1 7, 1 9, 2 4, 2 8, 7 8 – 8 0], w hi c h
w e e m pl o y fr o m n o w o n.

T h e b u b bl e s s w all o w m o st of t h e v ol u m e of t h e u ni v er s e, a n d t h u s m o st t e c h ni q u a nt a, w h e n
t h eir r a di u s i s of t h e or d er of t h eir a v er a g e r a di u s at c olli si o n β − 1 . T h er ef or e, i n t h e r e gi m e
of r u n a w a y b u b bl e w all s, t h e r el e v a nt γ w p f or all t h e p h y si c al pr o c e s s e s of o ur i nt er e st ( h a dr o n
f or m ati o n fr o m stri n g fr a g m e nt ati o n, q u ar k ej e cti o n, et c.) will b e s o m e or d er o n e fr a cti o n of
γ r u n a w a y

w p . F or si m pli cit y, i n t h e r u n a w a y r e gi m e w e will t h e n e m pl o y t h e si m plif yi n g r el ati o n
γ w p = γ r u n a w a y

w p . T hi s will n ot o nl y b e a g o o d- e n o u g h a p pr o xi m ati o n f or o ur p ur p o s e s, b ut it will
al s o all o w t o cl e arl y gr a s p t h e p ar a m etri c d e p e n d e n c e of o ur n o v el fi n di n g s. M or e o v er, a m or e
pr e ci s e tr e at m e nt, t o b e c o n si st e nt, w o ul d n e e d t o b e a c c o m p a ni e d b y a m or e pr e ci s e s ol uti o n
f or γ w p t h a n t h at of E q. ( 3 5), i. e. w e w o ul d n e e d t o s p e cif y t h e p ot e nti al dri vi n g t h e s u p er c o ol e d
P T a n d s ol v e f or γ w p . A s t h e p ur p o s e of t hi s p a p er i s t o p oi nt o ut e ff e ct s w hi c h ar e i n d e p e n d e nt
of d et ail s of t h e s p e ci fi c p ot e nti al, w e l e a v e a m or e pr e ci s e tr e at m e nt t o f ut ur e w or k.

5. 1 L O p r e s s u r e

O ri gi n. B y L O pr e s s ur e w e m e a n t h e pr e s s ur e fr o m t h e p arti al c o n v er si o n — of t h e q u ar k’ s
m o m e nt a b ef or e e nt eri n g t h e b u b bl e s — i nt o h a dr o n m a s s e s ( s e e [ 6 1]), pl u s t h at fr o m t h e
ej e cti o n of q u ar k s.

M o m e n t u m t r a n sf e r. T h e m o m e nt u m e x c h a n g e d wit h t h e w all, u p o n h a dr o ni z ati o n of a
si n gl e e nt eri n g q u ar k pl u s t h e a s s o ci at e d q u ar k ej e cti o n, r e a d s i n t h e w all fr a m e

∆ p L O = E i n − E 2
i n − ∆ m 2

i n + E ej f , ( 3 7)

w h er e E i n 3 γ w p T n u c i s t h e e n er g y of t h e i n c o mi n g q u ar k, ∆m 2
i n i s t h e fr a cti o n of t h at e n er g y

t h at i s c o n v ert e d i nt o ‘i n erti a’ of t h e stri n g, a n d E ej f / 2 i s t h e e n er g y of t h e ej e ct e d q u ar k
or gl u o n. I n t h e s e c o n d e q u alit y, w e h a v e u s e d ∆ m 2

i n E 2
C M 3 γ w p T n u c f fr o m E q. ( 2 3) a n d

γ w p f / T n u c . N ot e t h at ∆p L O i s i n d e p e n d e nt of p i n.
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P r e s s u r e. I n li g ht of S e c. 4. 1, w e c a n s af el y c o n si d er a c olli si o n-l e s s a p pr o a c h a n d n e gl e ct t h e
i nt er a cti o n s b et w e e n n ei g h b ori n g q u ar k s. T h e a s s o ci at e d pr e s s ur e i s gi v e n b y

P L O =
a

g a
d 3 p i n

( 2π ) 3

1

e |p i n |/ T n u c ± 1
∆ p L O

ζ ( 3)

π 2
g g +

3 g q

4
γ w p T 3

n u c f , ( 3 8)

w h er e g a i s t h e n u m b er of i nt er n al d e gr e e s of fr e e d o m of a gi v e n s p e ci e s a of t h e t e c h ni q u a nt a,
a n d i n t h e s e c o n d e q u ati o n w e h a v e u s e d E q. ( 3 7). N ot e t h at, i n t h e a b s e n c e of ej e ct e d p arti cl e s,
t h e pr e s s ur e w o ul d h a v e b e e n a h alf of o ur r e s ult i n E q. ( 3 8).

T e r mi n al v el o ci t y. T h e r e s ulti n g u p p er li mit o n γ w p i s o bt ai n e d b y i m p o si n g t h at t h e L O
pr e s s ur e e q u al s t h at of t h e i nt er n al pr e s s ur e fr o m t h e di ff er e n c e i n v a c u u m e n er gi e s,

P e x p a n d = c v a c f 4 , ( 3 9)

a n d r e a d s

γ L O
w p = c v a c

π 2

ζ ( 3)

1

g g + 3 g q / 4

f

T n u c

3
. ( 4 0)

We fi n all y r e m ar k t h at P L O gr o w s li n e arl y i n γ w p , u nli k e i n ‘ st a n d ar d’ P T s w h er e it i s i n d e-
p e n d e nt of t h e b o o st. T h e r e a s o n li e s i n t h e f a ct t h at t h e e ff e cti v e m a s s ∆ m 2

i n gr o w s wit h γ w p ,
w h er e a s i n ‘ st a n d ar d’ P T s it i s c o n st a nt i n γ w p . O ur r e s ult s t h e n i m pl y t h at, i n c o n fi ni n g p h a s e
tr a n siti o n s, t h e L O pr e s s ur e i s i n pri n ci pl e e n o u g h t o e n s ur e t h e b u b bl e w all s d o n ot r u n a w a y
a s y m pt oti c all y. T hi s i s t o b e c o ntr a st e d wit h n o n- c o n fi ni n g P T s, w h er e t h e a s y m pt oti c r u n a w a y
i s o nl y pr e v e nt e d b y t h e N L O pr e s s ur e.6

5. 2 N L O p r e s s u r e

O ri gi n. T h e N L O pr e s s ur e c o m e s fr o m t h e t e c h ni q u a nt a r a di ati n g a s oft gl u o n w hi c h g et s a n
‘i n erti a’ m g i n t h e br o k e n p h a s e [ 6 2].

R e s ul t. We d eri v e it i n d et ail i n A p p. B. We fi n d

P N L O g g C 2 [g ] +
3

4
g q C 2 [q ]

8 ζ ( 3)

π

g 2
c o nf

4 π
p s

l o g 1 +
m 2

g

k 2
∗

k ∗ / m g
γ w p T 3

n u c m g , ( 4 1)

w h er e C 2 [g, q ] ar e t h e s e c o n d C a si mir s of t h e r e pr e s e nt ati o n s of gl u o n s a n d q u ar k s u n d er t h e
c o n fi ni n g gr o u p (if S U (N ), C 2 [g ] = N , C 2 [q ] = (N 2 − 1) / 2 N ), g c o nf i s t h e g a u g e c o u pli n g of t h e
c o n fi ni n g gr o u p, p s ≤ 1 e n c o d e s t h e s u p pr e s si o n fr o m p h a s e- s p a c e s at ur ati o n of t h e e mitt e d
s oft q u a nt a g , i m p ort a nt f or l ar g e c o u pli n g g c o nf , m g i s a n e ff e cti v e m a s s of t h e s oft r a di at e d
gl u o n s r e s p o n si bl e f or t hi s pr e s s ur e, a n d k ∗ t h e I R c ut- o ff o n t h e m o m e nt u m r a di at e d i n t h e
dir e cti o n p ar all el t o t h e w all.

V e c t o r b o s o n m a s s. A s w e m o d el t h e m a s s e s of o ur t e c h ni q u a nt a a s t h e i n erti a t h at t h eir
fl u xt u b e w o ul d g ai n i n si d e t h e b u b bl e, t h e s e m a s s e s i n cr e a s e wit h i n cr e a si n g m o m e nt u m of
t h e t e c h ni q u a nt a, i n t h e w all fr a m e. T h e N L O pr e s s ur e i s c a u s e d b y e mi s si o n of gl u o n s ‘ s oft’
wit h r e s p e ct t o t h e i n c o mi n g q u a nt a. T h eir w o ul d- b e m a s s m g u p o n e nt eri n g t h e w all c a n n ot,
t h er ef or e, b e a s l ar g e a s t h at of t h e i n c o mi n g q u a nt a t h at e mit t h e m, ∆ m i n 3 γ w p T n u c f .
At t h e s a m e ti m e, t h e e ff e cti v e gl u o n m a s s s h o ul d at l e a st all o w f or t h e f or m ati o n of o n e h a dr o n
i n si d e t h e w all, t h er ef or e w e a s s u m e it t o b e of t h e or d e r of t h e c o n fi n e m e nt s c al e, m g ∼ f . T h e
f a ct t h at m g d o e s n ot gr o w wit h γ w p w hil e ∆ m i n d o e s, i s t h e r e a s o n w h y u nli k e i n n o n- c o n fi ni n g
p h a s e tr a n siti o n s, w e fi n d h er e t h at P N L O a n d P L O h a v e t h e s a m e s c ali n g i n γ w p a n d i n t h e
a m o u nt of s u p er c o oli n g.

6 I n o u r s c e n a ri o, b u b bl e w all s c a n s till r u n a w a y u ntil c olli si o n f o r s o m e v al u e s of t h e p a r a m e t e r s, a n d w e
a nti ci p a t e t h e y will. U nli k e i n n o n- c o n fi ni n g P T s, t h e s c ali n g of o u r L O p r e s s u r e wi t h γ w p i m pli e s t h e y c o ul d n o t
r u n a w a y i n d e fi ni t el y if t h e r e w e r e n o c olli si o n s.
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N L O p r e s s u r e i s s u b-l e a di n g. B y m a ki n g t h e st a n d ar d [ 6 2] c h oi c e k ∗ m g , a n d a s s u mi n g

p s g 2
c o nf < 1, w e t h e n fi n d t h at P N L O P L O i n t h e e ntir e p ar a m et er s p a c e of o ur i nt er e st. T h u s,

f or si m pli cit y, w e d o n ot r e p ort t h e N L O li mit o n γ m a x
w p i n E q. ( 3 4).

5. 3 Pi n g- p o n g r e gi m e

C o n di ti o n t o e n t e r. F or e v e n a si n gl e h a dr o n t o f or m i n si d e t h e b u b bl e, o n e n e e d s E C M ≥ m π ,
w h er e π i s t h e li g ht e st h a dr o n of t h e n e w c o n fi ni n g s e ct or ( e. g. a p s e u d o- g ol d st o n e b o s o n). Vi a
E q. ( 2 3), t hi s i m pli e s

γ w p γ e nt e r
w p =

m 2
π

3 T n u c f
. ( 4 2)

C o n t ri b u ti o n t o t h e p r e s s u r e. F or γ w p γ e nt e r
w p , w hi c h h ol d s at l e a st i n t h e i niti al st a g e s

of t h e b u b bl e e x p a n si o n, t h e q u ar k s a n d gl u o n s ar e r e fl e ct e d a n d i n d u c e a pr e s s ur e

P r e fl ∼ n T C , w × ∆ p T C , w ∼ T 3
n u c γ w p × γ w p T n u c ∼ γ 2

w p T 4
n u c . ( 4 3)

T hi s i s t o b e c o m p ar e d wit h E q. ( 3 9), P e x p a n d = c v a c f 4 , w hi c h i m pli e s t h e b u b bl e w all c o ul d i n
pri n ci pl e b e li mit e d b y t hi s pr e s s ur e t o γ w p ∼ (f / T n u c ) 2 . N e v ert h el e s s, a s (f / T n u c ) 2 γ e nt e r

w p ,
t hi s pr e s s ur e c e a s e s t o e xi st at a n e arli er st a g e of t h e e x p a n si o n, n a m el y o n c e γ w p = γ e nt e r

w p .
H e n c e t h e m a xi m u m L or e nt z f a ct or r e m ai n s e n c a p s ul at e d b y E q. ( 3 4).

Pi n g- p o n g r e gi m e. I n s o m e e xtr e m e r e gi o n s of p ar a m et er s p a c e, h o w e v er, o n e c o ul d h a v e
γ m a x

w p < γ e nt e r
w p , s o t h at all t e c h ni q u a nt a i n t h e pl a s m a ar e r e fl e ct e d at l e a st o n c e b ef or e e nt eri n g

a b u b bl e. We l e a v e a tr e at m e nt of t hi s ‘ pi n g- p o n g’ r e gi m e t o f ut ur e w or k.

6 A m o u n t of s u p e r c o oli n g n e e d e d f o r o u r pi c t u r e t o b e r el e v a n t

I n t ui ti o n a b o u t t h e li mi t of n o s u p e r c o oli n g. I n t h e li mit of n o s u p er c o oli n g, o n e d o e s n ot
e x p e ct t h e fl u xt u b e s t o att a c h t o t h e b u b bl e w all, b ut r at h er t o c o n n e ct t h e cl o s e st c h ar g e s t h at
f or m a si n gl et a n d i n d u c e t h eir c o n fi n e m e nt. I n ot h er w or d s, i n t h e li mit of n o s u p er c o oli n g o n e
e x p e ct s t h e pi ct ur e of c o n fi n e m e nt t o b e t h e o n e of ‘ st a n d ar d p h a s e tr a n siti o n s’. B y c o nti n uit y,
t h er e s h o ul d e xi st a v al u e of T n u c , s m all e r t h a n f , s u c h t h at t h e o ur pi ct ur e c e a s e s t o b e v ali d,
a n d o n e i n st e a d r e c o v er s t h e m or e f a mili ar c o n fi n e m e nt a m o n g cl o s e st c ol or c h ar g e s. We n o w
wi s h t o d et er mi n e it. I n or d er t o d o s o, w e n ot e t h at t h e a b s e n c e of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a i s
a n e c e s s ar y c o n diti o n f or t h e a b o v e t o h ol d, t h er ef or e w e n o w p hr a s e t h e pr o bl e m i n t er m s of
a b s e n c e of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a.

R a t e of d e t a c h m e n t of . We pr o p o s e a n d a n al y s e s o m e e ff e ct s t h at c o ul d l e a d t o fl u xt u b e s
d et a c hi n g fr o m t h e b u b bl e w all s wit h o ut ej e cti n g p arti cl e s. T o t a k e pl a c e, t h e s e e ff e ct s n e e d
t o h a p p e n b ef or e t h e e n d- p oi nt of t h e fl u xt u b e o n t h e w all, , c e a s e s t o e xi st, i. e. w h e n t h e
stri n g br e a ki n g i n si d e t h e b u b bl e h a s alr e a d y t a k e n pl a c e a n d a q u ar k i s ej e ct e d. S o w e st art b y
c o m p uti n g t h e r at e Γ d e t of d et a c h m e nt of , t h e p oi nt w h er e t h e fl u xt u b e s i s att a c h e d t o t h e
w all, fr o m t h e w all it s elf. T o e sti m at e it, w e a g ai n b orr o w t h e m o d elli n g of t h e cl a s si c p a p er o n
stri n g fr a g m e nt ati o n [ 6 0]. T h e di st a n c e s b et w e e n t h e s e v er al p oi nt s of br e a ki n g of a gi v e n stri n g
(t h at c o n n e ct s i n o ur c a s e T C i a n d ) ar e s p a c e-li k e. I n t h e fr a m e of e a c h p oi nt of br e a ki n g,
t h at br e a ki n g i s it s elf t h e fir st t o h a p p e n, a ti m e of or d er f − 1 aft er t h e stri n g f or m ati o n. T hi s
t h er ef or e al s o a p pli e s t o t h e o ut er m o st br e a ki n g p oi nt i n o ur pi ct ur e, i. e. t h at cl o s e st t o t h e
w all, w h o s e fr a m e a p pr o xi m at el y c oi n ci d e s wit h t h e w all fr a m e. We r e mi n d t h e r e a d er t h at t h e
o ut er m o st br e a ki n g i s t h e o n e t h at n u cl e at e s t h e q u ar k or gl u o n t h at i s e v e nt u all y ej e ct e d. T h e
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r at e w e n e e d c a n t h er ef or e b e e sti m at e d a s t h e i n v er s e of t h e n u cl e ati o n ti m e of t h e o ut er m o st
p air,

Γ d e t , w = τ − 1
d e t , w f . ( 4 4)

We n o w e n u m er at e a n d m o d el e ff e ct s t h at c o ul d l e a d t o fl u xt u b e s d et a c hi n g fr o m t h e b u b bl e
w all s wit h o ut ej e cti n g t e c h ni q u a nt a, a n d c o m p ar e t h eir ti m e s c al e s wit h E q. ( 4 4).

1. Fl u x li n e s o v e rl a p. T h e f a st er a b u b bl e- w all, t h e d e n s er a n d t h u s t h e cl o s er t o g et h er i n
t h e w all fr a m e ar e t h e q u ar k s a n d gl u o n s e nt eri n g it. E v e nt u all y, t h e y c o ul d g et cl o s er t h a n
t h e t y pi c al tr a n s v er s e si z e of a fl u xt u b e d t r f − 1 [ 8 1]. W h e n t h at h a p p e n s, t h e fl u xt u b e s
b et w e e n di ff er e nt c ol or c h ar g e s h a v e a n o n- n e gli gi bl e o v erl a p. We e x p e ct t h at i n t hi s
sit u ati o n it will n ot b e cl e arl y pr ef er a bl e e n er g eti c all y f or t h e s e stri n g s t o att a c h dir e ctl y
t o t h e w all. T h u s t h er e w o ul d b e n o ej e ct e d t e c h ni q u a nt a. T hi s sit u ati o n i s of c o ur s e
r e ali s e d al s o i n t h e c a s e of s m all s u p er c o oli n g f / T n u c , i n a d diti o n t o a n d i n d e p e n d e ntl y of
t h e c a s e of f a st b u b bl e- w all s.

We t h e n o bt ai n a r at e of ‘ stri n g br e a ki n g b y fl u xt u b e o v e rl a p’, Γ o v e rl a p , a s f oll o w s. We
d e fi n e a n e ff e cti v e a s s o ci at e d cr o s s s e cti o n a s t h e ar e a of a cir cl e o n t h e w all, c e nt er e d o n
a n y a n d wit h r a di u s d t r ,

A o v e rl a p = π d 2
t r π f − 2 . ( 4 5)

T h e a s s o ci at e d r at e t h e n r e a d s

Γ o v e rl a p = A o v e rl a p v n T C ,w
γ w p ζ ( 3)g T C

π

T 3
n u c

f 2
, ( 4 6)

w h er e n T C ,w = γ w p n T C ,p i s t h e d e n sit y of t e c h ni q u a nt a i n t h e w all fr a m e, g T C = g g + 3 g q / 4,
a n d w e h a v e u s e d t h at t h e y ar e r el ati vi sti c v = 1. T h e c o n diti o n of n o ej e ct e d t e c h ni q u a nt a
t h e n r e a d s

Γ o v e rl a p > Γ d e t , w ⇒ γ w p

2 .6

g T C

f

T n u c

3
. ( 4 7)

2. T h e e ntir e fl u xt u b e c o n n e cti n g r e al c ol or c h ar g e s, s o i n cl u di n g it s p orti o n i n t h e r e gi o n
χ χ ∗ f ( s e e Fi g. 2), c o ul d e nt er t h e r e gi o n χ = f b ef or e it s p orti o n s i n t h e r e gi o n
χ = f br e a k a n d f or m h a dr o n s, a n d ej e ct p arti cl e s. We s e e t w o w a y s t hi s c o ul d h a p p e n.

2. 1 A t t r a c ti v e i n t e r a c ti o n b e t w e e n n ei g h b o ri n g fl u x li n e s. T h e p oi nt s ar e n ot
st ati c, b e c a u s e t h e y m o v e b y t h e f or c e e x ert e d b y t h e p art of t h e stri n g w hi c h i s
o ut si d e t h e w all, i n t h e l a y er w h er e χ χ ∗ . D e fi ni n g y a s t h e tr a n s v er s e di st a n c e,
o n t h e w all, b et w e e n t w o p oi nt s c o n n e ct e d b y a fl u xt u b e, o n e h a s

d 2 y

dt 2
=

F

m
∼ −

d E q q̄ / d y

f
− c q q̄

χ ∗ 2

f
∼ − c q q̄

T 2
n u c

f
, ( 4 8)

w h er e, c o n si st e ntl y wit h o ur pr e vi o u s tr e at m e nt s, w e h a v e a s si g n e d t o a n i n erti a
m ∼ f . If y g o e s t o z er o i n a ti m e s h ort er t h a n t h e br e a ki n g ti m e τ d e t , w ∼ f − 1 ,
t h e n t h e t w o fl u xt u b e s c o n n e ct a n d b e c o m e f ull y c o nt ai n e d i n t h e r e gi o n χ = f
b ef or e t h e y br e a k a n d f or m h a dr o n s, a n d t h u s t h er e ar e n o ej e ct e d t e c h ni q u a nt a. T o
d et er mi n e t hi s c o n diti o n, w e a s s u m e i niti all y st ati c p oi nt s , a n d t h u s w e o nl y n e e d
t h e i niti al di st a n c e b et w e e n t h e m y (t = 0) (γ w p n T C ,p ) − 1 / 3 . We t h e n o bt ai n

y (t = τ d e t ,w ) (γ w p n T C ,p ) − 1 / 3 − c q q̄
T 2

n u c

f
τ 2
d e t , w . ( 4 9)

T h e r e s ulti n g c o n diti o n f or n o ej e ct e d q u ar k s r e a d s

y (t = τ d e t , w) < 0 ⇒ γ w p

1 .0 × 1 0 − 3

g T C

f

T n u c

9
. ( 5 0)
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2. 2 Li mi t of n o di s t o r ti o n of t h e fl u x li n e s. W h e n t h e stri n g p orti o n i n t h e r e gi o n
χ χ ∗ f h a s a s m all e n o u g h l e n gt h d , t h e p o s si bilit y t h at it i s p ull e d i n si d e
t h e r e gi o n χ = f c o ul d b e e n er g eti c all y m or e c o n v e ni e nt t h a n t h e o n e of o ur pi ct ur e,
w h er e it st a y s o ut si d e a n d i n st e a d e n e r g y g o e s i n i n cr e a si n g t h e l e n gt h of t h e stri n g s
t h at ar e p er p e n di c ul ar t o t h e w all. T h e e n er g y pri c e, f or t h e stri n g p orti o n i n t h e
r e gi o n χ χ ∗ f t o e nt er t h e r e gi o n χ = f , r e a d s i n t h e w all fr a m e

∆ E p ull-i n, w c q q̄ (f
2 − χ ∗ 2 )d c q q̄ f

2 d , ( 5 1)

w h er e w e str e s s t h at t h e l e n gt h of t h e stri n g p orti o n d i s tr a n s v er s e t o t h e b u b bl e-
w all v el o cit y a n d t h er ef or e i s n ot L or e nt z c o ntr a ct e d i n t h e pr o c e s s of b ei n g p ull e d
i nt o t h e b u b bl e. I n t h e w all fr a m e, it r e a d s d (γ w p n T C ,p ) − 1 / 3 T h e tr a n siti o n
b et w e e n χ χ ∗ f a n d χ = f i s e x p o n e nti all y f a st i n t h e pr o p er c o or di n at e s ( s e e
A p p. A), a n d h a p p e n s o v er a n i nt er v al ( a di st a n c e, i n t h e w all fr a m e) L f ∼ f − 1 . T h e
e n er g y pri c e of E q. ( 5 1) s h o ul d t h er ef or e b e c o m p ar e d wit h t h e o n e t o str et c h t w o
stri n g s, i n si d e t h e w all, b y a n a m o u nt L f:

∆ E s t r e t c h, w 2 c q q̄ f
2 L f/ γ w c ∼ 2 c q q̄ f

f

3 γ w p T n u c

1 / 2
, ( 5 2)

w h er e w e h a v e u s e d t h at t h e stri n g l e n gt h i n t h e e x pr e s si o n f or E q q̄ , E q. ( 2 1), h a s t o
b e e v al u at e d i n t h e stri n g c e nt er- of- m a s s fr a m e, a n d t h at γ w c 3 γ w p T n u c / f fr o m
E q. ( 2 4). T h er ef or e, it i s e n er g eti c all y m or e c o n v e ni e nt t o p ull t h e fl u xt u b e i n si d e
t h e r e gi o n χ f , a n d s o t o h a v e n o ej e ct e d q u ar k s, if

∆ E p ull-i n < ∆ E s t r e t c h ⇒ γ w p 8 .5 g 2
T C

T n u c

f

3
. ( 5 3)

C o ntr ar y t o t h e pr e vi o u s t w o p o s si biliti e s t o h a v e n o ej e ct e d q u ar k s, E q s. ( 4 7) a n d
( 5 0), t h e p o s si bilit y i n E q. ( 5 3) i m p o s e s a n u p p er li mit o n γ w p . We a nti ci p at e t h at,
i n t h e r e gi m e s of s u p er c o oli n g i nt er e sti n g f or o ur w or k T n u c / f 1, E q. ( 5 3) c a n n ot
b e s ati s fi e d c o n si st e ntl y wit h γ w p > 1, s o t h at it i s n ot r el e v a nt f or o ur w or k.

S t a n d a r d pi c t u r e r e c o v e r e d i n t h e li mi t of s m all s u p e r c o oli n g. A s e x p e ct e d, w e s e e
t h at all c o n diti o n s E q s. ( 4 7), ( 5 0) a n d ( 5 3) c a n b e s ati s fi e d f or T n u c sli g htl y s m all er t h a n f ,
r e c o v e ri n g o ur i niti al i nt uiti o n t h at t h er e s h o ul d b e n o ej e ct e d t e c h ni q u a nt a f or littl e s u p er c o ol-
i n g, b y c o nti n uit y. I n Fi g. 6, w e s h o w t h at E q. ( 5 3) i s t h e str o n g e st c o n diti o n, s o t h at w e d o
n ot e x p e ct fl u x li n e t o b e di st ort e d f or T n u c / f 0 .1. I n t h at r e gi m e, w e e x p e ct t h at n eit h er
ej e cti o n of t e c h ni q u a nt a n or stri n g fr a g m e nt ati o n s h o ul d t a k e pl a c e, a n d t h at t h e st a n d ar d pi c-
t ur e of q u ar k s a n d gl u o n s c o n fi ni n g wit h t h eir n ei g h b or s s h o ul d b e r e c o v er e d ( w hi c h w e d u b
a s ‘ st a n d ar d p h a s e tr a n siti o n’ i n Fi g. 6). B y r e v er si n g t h e l o gi c, w e e x p e ct t h e n e w e ff e ct s
of o ur st u d y, n a m el y fl u x li n e att a c h e d t o t h e w all, stri n g fr a g m e nt ati o n, q u ar k ej e cti o n a n d
d e e p-i n el a sti c- s c att eri n g, t o t a k e pl a c e a s s o o n a s

T n u c

f

0 .0 6

f L f

7 0

g T C

1
2 c v a c

0 .0 1

1
6

, ( 5 4)

w h er e L f i s t h e l e n gt h s c al e o v er w hi c h t h e s c al ar fi el d v ari e s dr a m ati c all y, i ntr o d u c e d al o n g
E q. ( 5 2).

T h e s e c o n d w a y t o s ati sf y t h e c o n diti o n s of E q s. ( 4 7) or ( 5 0), n a m el y t h at of v e r y l ar g e
γ w p , i s t h e o n e w e c ar e a b o ut i n t h e r e gi m e s of v er y l ar g e s u p er c o oli n g f / T n u c 1 r el e v a nt f or
o ur st u d y. H o w e v er, a s s h o w n i n S e c. 5, t h e b u b bl e w all s n e v er b e c o m e f a st e n o u g h t o s ati sf y
E q s. ( 4 7) or ( 5 0), s o t h at ej e ct e d q u ar k s a n d gl u o n s ar e al w a y s pr e s e nt i n o ur pi ct ur e.
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1 0 - 2 1 0 - 1 1
1 0

1 0 2

1 0 3

T n u c /f

g
T

C

St a n d ar d  pi ct ur e r e c o v er e d at s m all s u p er c o oli n g

↑
Δ
E

p ull - i n <
Δ

E
str et c h ↑

↑ Γ
o
v
erl

a
p

>
Γ

d
et

★
↑

st a n d ar d

p h a s e tr a n siti o n
stri n g fr a g m.

+

ej e ct e d  q u ar k s
+

DI S

c v a c = 0. 0 1

L f = f- 1

Fi g ur e 6: I n t h e bl u e r e gi o n l a b ell e d ‘ st a n d a r d p h a s e t r a n siti o n’, it i s n ot e n e r g eti c all y f a v o u r a bl e f o r t h e
fl u x li n e s t o b e di st o rt e d, cf. E q. ( 5 3) . M o r e o v e r, o n t h e ri g ht of t h e d a s h e d li n e o n e s h o ul d a c c o u nt f o r
t h e o v e rl a p of n ei g h b o u ri n g fl u x li n e s, cf. E q. ( 4 7) . I n t h e s e r e gi o n s w e e x p e ct t h e i n c o mi n g t e c h ni q u a nt a
t o c o n fi n e wit h t h ei r n ei g h b o u r s a s i n t h e st a n d a r d pi ct u r e of p h a s e t r a n siti o n s t h at a r e n ot s u p e r c o ol e d,
i. e. wit h o ut t h e n e w e ff e ct s p oi nt e d o ut b y t hi s st u d y. C o n v e r s el y, st ri n g f r a g m e nt ati o n, ej e cti o n of
t e c h ni q u a nt a a n d d e e p i n el a sti c s c att e ri n g s h o ul d b e t a k e n i nt o a c c o u nt i n t h e st u d y of a n y c o n fi ni n g
p h a s e t r a n siti o n w h e r e T n u c / f i s s m all e r t h a n a b o ut 0. 1.

A v e r a g e d q u a n ti ti e s o nl y. We c o n cl u d e t hi s s e cti o n b y str e s si n g t h at all t h e c o n diti o n s
a b o v e r ef er t o a v er a g e d q u a ntiti e s, a n d t h er ef or e d o n ot t a k e i nt o a c c o u nt t h e l e a k s fr o m t ail s of
di stri b uti o n s. T h e s e l e a k s c o ul d f or e x a m pl e i m pl y t h at t h er e ar e a f e w stri n g s t h at h a dr o ni s e
wit h o ut ej e cti n g p arti cl e s, e v e n if all c o n diti o n s E q s. ( 4 7), ( 5 0) a n d ( 5 3) ar e vi ol at e d. A s t h e s e
stri n g s c o n stit ut e a s m all mi n orit y of t h e t ot al o n e s, t h e s e e ff e ct s h a v e a n e gli gi bl e i m p a ct o n
t h e p h e n o m e n ol o g y w e di s c u s s. T h e y c o ul d h o w e v er b e i m p ort a nt i n st u d yi n g ot h er sit u ati o n s
of s u p er c o ol e d c o n fi n e m e nt. T h o u g h c ert ai nl y i nt er e sti n g, t h e e x pl or ati o n of t h e s e e ff e ct s g o e s
b e y o n d t h e s c o p e of t hi s p a p er.

7 Ej e c t e d q u a r k s a n d gl u o n s

7. 1 D e n si t y of ej e c t e d t e c h ni q u a n t a

I n t h e w all fr a m e, si n c e w e h a v e o n e ej e ct e d q u ar k or gl u o n p e r e a c h i n c o mi n g o n e, w e fi n d

n ej, w = n T C ,w (r ej ) = γ w p (r ej )n T C ,p , ( 5 5)

w h er e n T C ,p = g T C ζ ( 3)T 3
n u c / π 2 i s t h e d e n sit y of t h e dil ut e d b at h i n t h e pl a s m a fr a m e. T h e

d e n sit y of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a t h e n d e p e n d s o n t h e ti m e p a s s e d si n c e b u b bl e w all n u cl e ati o n,
or e q ui v al e ntl y o n t h e b u b bl e r a di u s at t h e ti m e of ej e cti o n r ej , vi a γ w p (r ) ( s e e S e c. 5). I n t h e
pl a s m a fr a m e, a n d at a gi v e n di st a n c e D fr o m t h e c e nt er of t h e b u b bl e, w e t h e n h a v e7

n ej, p (D ) = 2γ 2
w p (r ej )

r ej

D

2
n T C ,p , ( 5 6)

w h er e w e h a v e i n cl u d e d t h e s urf a c e dil uti o n fr o m t h e e x p a n si o n b et w e e n t h e r a di u s at w hi c h a
gi v e n q u ar k h a s b e e n ej e ct e d, r ej , a n d t h e r a di u s D w h er e w e ar e e v al u ati n g n ej, p .

7 T h e f a c t o r 2 a ri s e s w h e n w e b o o s t t h e q u a r k c u r r e nt ( γ w p n T C ,p , γw p β n T C ,p ), wi t h β = e r , f r o m t h e w all t o
t h e pl a s m a f r a m e.
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R a di al d e p e n d e n c e. It i s c o n v e ni e nt t o e x pr e s s n ej, p a s a f u n cti o n of t h e r a di al di st a n c e
x fr o m t h e b u b bl e w all i n t h e pl a s m a fr a m e, w h er e f or d e fi nit e n e s s x = 0 d e n ot e s t h e p o siti o n
of t h e w all a n d x = L ej, p t h e p o siti o n of t h e t e c h ni q u a nt a ej e ct e d fir st ( w hi c h c o n stit ut e t h e
o ut er m o st l a y er). I n or d er t o d o s o, w e d et er mi n e t h e r el ati o n b et w e e n t h e p o siti o n x of a q u ar k
a n d t h e r a di u s r ej (x ) w h e n it h a s b e e n ej e ct e d. We a s s u m e t h at t h e b ar e m a s s of t h e q u ar k s
i s s m all e n o u g h s u c h t h at t h e y m o v e at t h e s p e e d of li g ht, li k e t h e gl u o n s. T h e w all at x = 0,
i n st e a d, m o v e s at a s p e e d v w all 1 − 1 / ( 2γ 2

w p ) ( w e h a v e u s e d t h e r el ati vi sti c li mit γ w p 1),
d e p e n d e nt o n it s r a di u s. T h e c o or di n at e x of a gi v e n l a y er of ej e ct e d p arti cl e s c a n t h e n b e f o u n d
b y i nt e gr ati n g t h e di ff er e n c e b et w e e n t h e w orl d li n e of a n ej e ct e d p arti cl e a n d t h at of t h e w all,

x =
t D

t ej

dt ( 1 − v w all )
t D

t ej

1

2 γ 2
w p (t)

1

2 T 2
n u c

1

tej
−

1

t D

, ( 5 7)

w h er e w e d e fi n e d t D a n d tej a s t h e ti m e s w h e n t h e b u b bl e r a di u s i s r e s p e cti v el y D a n d r ej , a n d
w e u s e d γ w p (t) T n u c t, cf. E q ( 3 5), v ali d u p t o r el ati v e or d er s 1/ γ 2

w p 1. It i s c o n v e ni e nt t o
r e writ e E q. ( 5 7) a s

r ej (x )
D

1 + 2 T 2
n u c D x

. ( 5 8)

We fi n all y o bt ai n

n ej, p (x ) =
2 γ 2

w p (x )

1 + 2 T 2
n u c D x

2 n T C ,p
2 T 2

n u c D 2

1 + 2 T 2
n u c D x

4 n T C ,p , ( 5 9)

w h er e t h e l a st e q u alit y i s v ali d a s l o n g a s b u b bl e s r u n a w a y, i. e. a s l o n g a s E q. ( 3 5) γ w p T n u c r
h ol d s.

T hi c k n e s s of t h e l a y e r of ej e c t e d t e c h ni q u a n t a. O ur r e s ult E q. ( 5 9) i m pli e s t h at t h e
hi g h e st d e n sit y, of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, i s l o c at e d i n t h e s h ell wit hi n a di st a n c e of t h e b u b bl e
w all

L e ff
ej, p

1

2 T 2
n u c D

. ( 6 0)

T h e d e n sit y of ej e ct e d q u ar k s n ej, p (x ) e xt e n d s t o x = L ej, p , i. e. t o t h e o ut er m o st ej e ct e d l a y er,
t h at w e n o w s h o w t o b e m u c h l ar g er t h a n L e ff

ej, p . I n d e e d, L ej, p c a n b e r el at e d t o t h e ti m e tfi r s t of
ej e cti o n of t h e fir st t e c h ni q u a nt a ( c orr e s p o n di n g t o γ w p m π / T n u c , E q. ( 4 2)). U si n g ti tfi r s t

a n d tfi r s t ∼ m π / T 2
n u c , w e fi n d

L ej, p
1

tfi r s t 2 T 2
n u c

∼
1

f
, ( 6 1)

w h er e f or si m pli cit y w e h a v e a s s u m e d m π f a s i n Q C D. A s l o n g a s L ej, p L e ff
ej, p , a s it h ol d s

f or o ur e sti m at e E q. ( 6 1), t h e v al u e of L ej, p d o e s n ot a ff e ct a n y of t h e r e s ult s of t hi s p a p er. T h e
d e n sit y pr o fil e of E q. ( 5 9) i s s h o w n i n Fi g. 7.

S a ni t y c h e c k. A s a c h e c k of o ur r e s ult E q. ( 5 9), w e v erif y t h at o n e h a s o n e ej e ct e d q u ar k
or gl u o n p er e a c h o n e t h at e nt er e d t h e b u b bl e. I n d e e d, w e c o m p ut e

4 π D 2
L ej, p

0
d x n ej, p (x ) =

4

3
π D 3 n T C ,p , ( 6 2)

w h er e w e h a v e a s s u m e d D f / T 2
n u c , i. e. w e h a v e pl a c e d o ur s el v e s d e e p i n t h e r e gi m e w h er e

h a dr o n s c a n f or m i n si d e b u b bl e s ( s e e E q. ( 4 2)). E q u ati o n ( 6 2) g u ar a nt e e s t h at t h e n u m b er of
ej e ct e d t e c h ni q u a nt a i n t h e l a y e r of t hi c k n e s s L ej, p i s e q u al t o t h e t ot al n u m b er of t e c h ni q u a nt a
t h at e nt e r e d t h e b u b bl e u p t o r a di u s D .
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Fi g ur e 7: T h e d e n sit y of t h e ej e ct e d q u a r k s i n f r o nt of t h e b u b bl e w all a s a f u n cti o n of t h e di st a n c e
x i n f r o nt of t h e b u b bl e w all, E q. ( 5 9 ), f o r a n e x a m pl e p a r a m et e r p oi nt. H e r e w e h a v e u s e d t h e r el ati o n
γ w p D T n u c . T h e di st a n c e t o t h e o ut e r m o st t e c h ni q u a nt a L ej, p ≈ 1 / f i s al s o s h o w n.

I n t e r a c ti o n s b e t w e e n ej e c t e d q u a r k s. L et u s fi n all y c o m m e nt w h y, w e t hi n k, i nt er a cti o n s
a m o n g t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a c a n n ot m u c h alt er t h eir d e n sit y. T h e d e n sit y of t h e p arti cl e s
i n t h e i n c o mi n g b at h d o e s n ot c h a n g e o ut of t h eir o w n i nt er a cti o n s. I n t h e w all fr a m e, b ot h
t h e d e n sit y a n d t h e r el ati v e m o m e nt u m of t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a ar e of t h e s a m e or d er of
t h o s e of t h e p arti cl e s i n t h e i n c o mi n g b at h. T h er ef or e, w e a n al o g o u sl y e x p e ct t h at t h e d e n sit y
of t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a w o ul d al s o n ot c h a n g e aft er ej e cti o n. Si n c e w h at will m att er f or
t h e f oll o wi n g tr e at m e nt i s t h e e n er g y i n t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, r at h er t h a n h o w t hi s e n er g y
i s s pr e a d a m o n g t h e v ari o u s d e gr e e s of fr e e d o m, w e c o nt e nt o ur s el v e s wit h t hi s q u alit ati v e
u n d er st a n di n g a n d l e a v e a m or e pr e ci s e tr e at m e nt t o f ut ur e w or k.

7. 2 S c a t t e ri n g s of ej e c t e d q u a r k s a n d gl u o n s b ef o r e r e a c hi n g o t h e r b u b bl e s

B ef or e p o s si bl y r e a c hi n g ot h er e x p a n di n g b u b bl e- w all s a n d t h eir ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, ej e ct e d
q u ar k s a n d gl u o n s c o ul d u n d er g o s c att eri n g s wit h p arti cl e s fr o m t h e s u p er c o ol e d b at h at t e m-
p er at ur e T n u c , a n d wit h t e c h ni q u a nt a ej e ct e d fr o m ot h er b u b bl e s. I n t hi s s e cti o n w e st u d y t h e
e ff e ct s of t h e s e s c att eri n g s.

Ej e c t e d t e c h ni q u a n t a a r e e n e r g e ti c. A s s o o n a s a b u b bl e o c c u pi e s a n or d er o n e fr a cti o n
of it s v ol u m e at c olli si o n, t h e t ot al e n er g y i n ej e ct e d p arti cl e s i s m u c h l ar g er t h a n t h at i n t h e
s u p er c o ol e d b at h o ut si d e t h e b u b bl e. I n d e e d, w e h a v e s e e n t h at f or e a c h q u ar k or gl u o n i n t h e
s u p er c o ol e d b at h t h at e nt er s a b u b bl e, t h er e i s at l e a st a n ej e ct e d o n e, a n d t h at t h e e n er g y
ej e ct e d p er e a c h i n c o mi n g p arti cl e i s m u c h l ar g er t h a n t h e e n er g y p er e a c h p arti cl e i n t h e b at h,
E ej, p γ w p f T n u c , E q. ( 3 2). A s s u mi n g t h e d e gr e e s of fr e e d o m i n q u ar k s a n d gl u o n s ar e n ot
a n e xtr e m el y s m all fr a cti o n of t h o s e i n t h e dil ut e d m e di u m, t h e n t h e dil ut e d m e di u m o ut si d e
t h e b u b bl e s d o e s n ot h a v e e n o u g h e n er g y t o a ct a s a b at h f or t h e ej e ct e d p arti cl e s. T hi s i m pli e s
t h at m o st ej e ct e d p arti cl e s k e e p m o st of t h eir e n er g y u p o n p a s si n g t hr o u g h t h e s u p er c o ol e d
b at h.

E n e r g y t r a n sf e r b e t w e e n ej e c t e d t e c h ni q u a n t a a n d dil u t e d b a t h. B y r e v er si n g t h e
l o gi c a b o v e, t h e ej e ct e d p arti cl e s c a n d e p o sit i n t h e s u p er c o ol e d b at h a n e n er g y m u c h l ar g er
t h a n it s i niti al o n e. P u s hi n g t hi s t o t h e e xtr e m e, t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a c o ul d m a k e t h e b at h
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m o v e a w a y fr o m t h e b u b bl e w all, t h u s m a ki n g o ur tr e at m e nt s o f ar v ali d o nl y i n t h e fir st st a g e s
of b u b bl e e x p a n si o n. I n or d er t o a s s e s s t hi s, w e e sti m at e t h e r at e of tr a n sf err e d e n er g y b et w e e n
ej e ct e d t e c h ni q u a nt a a n d p arti cl e s fr o m t h e b at h o ut si d e t h e b u b bl e s,

Γ ej- b a t h = n ej

∆ E m a x

∆ E mi n

d ∆ E
d σ v

d ∆ E
∆ E n ej

t I R

− s
dt

d σ

dt

√
− t , ( 6 3)

w h er e n ej i s t h e d e n sit y of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, ∆E i s t h e e n er g y tr a n sf err e d p er si n gl e s c at-
t eri n g, a n d w h er e i n t h e s e c o n d e q u alit y w e h a v e t a k e n t h e li mit of r el ati vi sti c p arti cl e s v 1
a n d s m all e n er g y tr a n sf er p er si n gl e s c att eri n g ∆ E , s o t h at t h e M a n d a el st a m v ari a bl e t c a n b e
e x pr e s s e d a s t − ∆ E 2 . T h e q u a ntit y d σ / dt d e p e n d s o n t h e s p e ci fi c m o d el u n d er c o n si d er a-
ti o n, i n p arti c ul ar it d e p e n d s b ot h o n w h et h er t h e ej e ct e d p arti cl e i s a q u ar k or a gl u o n, a n d o n
t h e i d e ntit y of t h e s c att er er i n t h e b at h o ut si d e t h e b u b bl e s. F or d e fi nit e n e s s, w e m o d el it a s
t h e cr o s s s e cti o n f or f er mi o n-f er mi o n s c att eri n g m e di at e d b y a li g ht v e ct or wit h s o m e e ff e cti v e
c o u pli n g

√
4 π α e ff ,

d σ

dt
=

4 π α 2
e ff

t2
. ( 6 4)

We t h e n o bt ai n

Γ ej- b a t h = n ej
8 π α 2

e ff√
− t I R

. ( 6 5)

Γ ej- b a t h i s of c o ur s e n ot L or e nt z i n v ari a nt, it d e p e n d s o n t h e fr a m e vi a t h e d e n sit y of ej e ct e d
t e c h ni q u a nt a n ej d et er mi n e d i n S e c. 7. 1.

I m p a c t o n dil u t e d b a t h. T h e a v er a g e e n er g y tr a n sf err e d t o a p arti cl e i n t h e dil ut e d b at h
at p o siti o n D , w h e n t hi s p arti cl e g o e s a cr o s s t h e l a y er of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a ( s o b ef or e it
r e a c h e s t h e w all a n d i niti at e s t h e pr o c e s s e s d e s cri b e d i n S e c. 4), t h e n r e a d s

Q ej- b a t h ≡
L ej, p

0
d x Γ ej- b a t h, p (x ) , ( 6 6)

w h er e w e r e mi n d t h at t h e s p ati al c o or di n at e x i s t h e di st a n c e b et w e e n a gi v e n l a y er of ej e ct e d
t e c h ni q u a nt a a n d t h e w all at x = 0. U p o n u s e of E q s. ( 6 5) a n d ( 5 9), w e c a n t h e n e v al u at e t h e
a v er a g e e n er g y tr a n sf err e d t o a n i n c o mi n g p arti cl e fr o m t h e dil ut e d b at h, E q. ( 6 6), a s

Q ej- b a t h
8 π α 2

e ff

3

D n T C ,p
√

− t I R

. ( 6 7)

N ot e t h at t h e pr o d u ct D n T C ,p i s L or e nt z-i n v ari a nt, s o t h at Q ej- b a t h i s i n d e e d a L or e nt z-i n v ari a nt
q u a ntit y. T o l e ar n w h et h er p arti cl e s fr o m t h e dil ut e d b at h ar e pr e v e nt e d fr o m e nt eri n g t h e w all,
b e c a u s e of t h e i nt er a cti o n wit h t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, w e c o m p ar e t h e e n er g y t h e y e x c h a n g e
wit h t h e m u p o n p a s si n g t h eir l a y er wit h t h eir i niti al e n er g y i n t h e w all fr a m e 8 , E i, w 3 γ w p T n u c ,

Q ej- b a t h

E i, w

8 ζ ( 3)

9 π
α 2

e ff g T C

T n u c D

γ w p

T n u c√
− t I R

. ( 6 8)

T h e n o v el p h y si c al pi ct ur e w e d e s cri b e d i n S e c s. 4 a n d 7 i s v ali d a s l o n g a s Q ej- b a t h / E i, w 1.
A s s e e n i n S e c. 5, γ w p i niti all y gr o w s li n e arl y wit h t h e b u b bl e r a di u s, γ w p T n u c D , u ntil t h e
L O pr e s s ur e p o s si bl y b e c o m e s e ff e cti v e. It will t ur n o ut i n S e c. 9 t h at t h e r u n a w a y r e gi m e of
li n e ar gr o wt h i s t h e o n e r el e v a nt f or t h e p h e n o m e n ol o g y w e will di s c u s s. I n t h at r e gi m e, t h e
c o n diti o n Q ej- b a t h / E i, w 1 tr a n sl at e s i nt o T n u c /

√
− t I R 1.

8 H a d w e c h o s e n a n o t h e r f r a m e, w e w o ul d h a v e h a d t o i n cl u d e t h e w all v el o ci t y i n t h e c o n di ti o n.
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I R c u t- o ff. T h e q u a ntit y − t I R i s t h e I R c ut o ff of t h e s c att eri n g, − t I R ≡ m 2
V , wit h m V

s o m e e ff e cti v e m a s s of t h e m e di at or r e s p o n si bl e f or t h e i nt er a cti o n s t h at e x c h a n g e m o m e nt u m.
I n t h e a b s e n c e of m a s s s c al e s, w hi c h i s t h e c a s e f or e x a m pl e f or t h e S M p h ot o n a n d f or t h e
gl u o n s, t h e e ff e cti v e m a s s m V i s e q u al t o t h e pl a s m a m a s s of t h e s e p arti cl e s i n t h e t h er m al
b at h. If t h e o nl y b at h w a s t h e dil ut e d o n e, o n e w o ul d h a v e m 2

V, t h e r m ∼ α e ff n T C ,p / E T C ,p ∼ T 2
n u c

( s e e e. g. [ 8 2]). H o w e v er, t h e pr o c e s s of o ur i nt er e st h er e h a p p e n s i n t h e m u c h d e n s er b at h
of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a, n ej, p n T C ,p , s o t h at w e i n d e e d e x p e ct m 2

V, t h e r m T 2
n u c , s o t h at

Q ej- b a t h / E i, w 1 a n d o ur pi ct ur e s o f ar i s v ali d. M or e pr e ci s el y, t h e s cr e e ni n g m a s s f or n o n-
e q uili bri u m s y st e m s s c al e s a s [ 8 3] ( f (p ) i s t h e n o n- e q uili bri u m p h a s e s p a c e di stri b uti o n of t h e
p arti cl e s i n t h e s y st e m)

m 2
V, t h e r m g T C α e ff

f (p )

|p |
∼

n ej, p

E ej, p
∼

γ w p

f / T n u c
T 2

n u c T 2
n u c , ( 6 9)

w h er e w e h a v e u s e d E ej, p ∼ γ w p f a n d n ej, p ∼ (D / L ej, p )n T C ,p ∼ D 2 T 5
n u c ∼ γ w p (D ) 2 T 3

n u c .
E q u ati o n s ( 6 8) a n d ( 6 9) t e a c h u s t h at, i n t h e r e gi o n s of p ar a m et er s p a c e w h er e γ w p f / T n u c ,
t h e e n er g y r e c ei v e d b y e a c h p arti cl e i n t h e dil ut e d b at h, fr o m s c att eri n g s wit h t h e ej e ct e d
t e c h ni q u a nt a, i s m u c h s m all er t h a n t h eir e n er g y i n t h e w all fr a m e E i, w 3 γ w p T n u c . Si n c e E i, w

w a s t h e cr u ci al i n p ut q u a ntit y f or o ur tr e at m e nt i n S e c. 4, t h e pi ct ur e t h at e m er g e d t h er e i s n ot
a ff e ct e d b y t h e s e s c att eri n g s.

E n e r g y t r a n sf e r r e d t o t e c h ni q u a n t a ej e c t e d f r o m o t h e r b u b bl e s. Fi n all y, b ef or e
ej e ct e d t e c h ni q u a nt a c a n p o s si bl y e nt er a n ot h er e x p a n di n g b u b bl e, t h e y al s o h a v e t o p a s s
t hr o u g h t h e l a y er of t h e t e c h ni q u a nt a ej e ct e d fr o m t h at ot h er b u b bl e. T o i n v e sti g at e t hi s,
o n e c a n u s e t h e r e s ult d eri v e d a b o v e, E q. ( 6 7), wit h t h e s p e ci fi c ati o n t h at n o w D i s t h e m a xi-
m al r a di u s r e a c h e d o n a v er a g e b y e x p a n di n g b u b bl e s, b e c a u s e t h e s h ell s of ej e ct e d q u ar k s a n d
gl u o n s m e et j u st b ef or e t h e b u b bl e w all s d o. We t h e n fi n d t h at t h e a v er a g e e n er g y tr a n sf err e d
i s m u c h s m all er t h a n t h e e n er g y of a n ej e ct e d t e c h ni q u a nt a i n t h e pl a s m a fr a m e γ w p f ,

Q ej- ej

γ w p f

8 ζ ( 3)

3 π
α 2

e ff g T C

T n u c

f

T n u c D

γ w p

T n u c√
− t I R

1 . ( 7 0)

H e n c e, f or t h e p ur p o s e of d et er mi ni n g t h e a v er a g e e n er g y of ej e ct e d q u ar k s w h e n t h e y e nt er
a n ot h er b u b bl e, o n e c a n s af el y i g n or e t h e i nt er a cti o n s b et w e e n t h e t w o s h ell s.

7. 3 Ej e c t e d t e c h ni q u a n t a e n t e r o t h e r b u b bl e s ( a n d t h ei r p r e s s u r e o n t h e m )

Ej e c t e d t e c h ni q u a n t a a r e s q u e e z e d. I n t h e pl a s m a fr a m e, all ej e ct e d t e c h ni q u ar k s ar e
c o nt ai n e d wit hi n a s h ell of l e n gt h gi v e n b y E q. ( 6 1) L ej, p ∼ 1 / f , a n d m o st of t h e m li e wit hi n a
l e n gt h gi v e n b y E q. ( 6 0) L e ff

ej, p ∼ 1 / (T 2
n u c D ) 1 / f . I n t h e fr a m e of t h e w all of t h e b u b bl e t h e y

ar e a b o ut t o e nt er, t h e s e l e n gt h s ar e f urt h e r s hr u n k, s o t h at ej e ct e d t e c h ni q u ar k s ar e cl o s er t o
e a c h ot h er t h a n 1 / f b y s e v er al or d er s of m a g nit u d e. T h er ef or e w e e x p e ct n o p h e n o m e n o n of
stri n g fr a g m e nt ati o n w h e n t h e y e nt er ot h er b u b bl e s. S o e a c h ej e ct e d p arti cl e, u p o n e nt eri n g
a n ot h er b u b bl e, f or m s a h a dr o n wit h o n e or m or e of it s n ei g h b o ur s. T hi s al s o i m pli e s t h er e i s
n o f urt h er ej e cti o n of ot h er t e c h ni q u a nt a. E a c h of t h e s e h a dr o n s c arri e s a n e n er g y e q u al t o t h at
of t h e t e c h ni q u a nt a t h at f or m e d it, of or d er γ w p f i n t h e pl a s m a fr a m e.

C o n t ri b u ti o n t o t h e r e t a r di n g p r e s s u r e. T hi s c o n v er si o n of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a i nt o
h a dr o n s r e s ult s i n a n ot h er s o ur c e of pr e s s ur e o n t h e b u b bl e w all s, t h at a ct s f or t h e r el ati v el y
s h ort ti m e d uri n g w hi c h t h e b u b bl e w all s w all o w s t h e l a y er of ej e ct e d t e c h ni q u a nt a. I n t h e
fr a m e of t h e b u b bl e w all t h at t h e y ar e e nt eri n g, t h e e n er g y of e a c h ej e ct e d q u ar k or gl u o n r e a d s
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E ej, w 2 2 γ 2
w p f . We t h e n pr o c e e d a n al o g o u sl y t o w h at d o n e i n S e c. 5. 1, a n d c o m p ut e

∆ p ej
L O = E ej, w 2 − E 2

ej, w 2 − ∆ m 2
i n

f

4 γ 2
w p

, ( 7 1)

P ej
L O n ej, w 2 ∆ p ej

L O

ζ ( 3)

π 2
g g +

3 g q

4
γ w p T 3

n u c f , ( 7 2)

w h er e w e h a v e u s e d ∆ m 2
i n f 2 , n ej, w 2 2 γ w p n ej, p a n d, f or si m pli cit y, t h e p e a k v al u e n ej, p

2 γ 2
w p n T C ,p of E q. ( 5 9). T h e p o p ul ati o n of t e c h ni q u a nt a ej e ct e d fr o m ot h er b u b bl e s t h u s e x ert,

o n a gi v e n b u b bl e w all, a pr e s s ur e c o m p ar a bl e t o t h at e x ert e d b y t h e t e c h ni q u a nt a i n c o mi n g
fr o m t h e b at h E q. ( 3 8). T h e r ef or e, t h e pr e s s ur e fr o m ej e ct e d t e c h ni q u a nt a d o e s n ot alt er t h e
pi ct ur e d e s cri b e d s o f ar — a f orti ori — b e c a u s e it i s e x ert e d o nl y j u st b ef or e b u b bl e w all s c olli d e
a n d n ot t hr o u g h o ut t h eir e ntir e e x p a n si o n.

7. 4 Ej e c t e d t e c h ni q u a n t a h e a t t h e dil u t e d S M b a t h

I n S e c. 7. 2 w e f o u n d t h at t h e s c att eri n g s b et w e e n ej e ct e d t e c h ni q u a nt a a n d t h e dil ut e d b at h
d o n ot q u a ntit ati v el y c h a n g e t h e pi ct ur e of stri n g fr a g m e nt ati o n d e s cri b e d i n S e c. 4. T h e s e
s c att eri n g s m a y h o w e v er a ff e ct t h e pr o p erti e s of t h e p arti cl e s, i n t h e dil ut e d b at h, t h at d o n ot
c o n fi n e. T h e s e p arti cl e s i n cl u d e all t h e S M o n e s t h at ar e n ot c h ar g e d u n d er t h e n e w c o n fi ni n g
gr o u p, s o t h at f or si m pli cit y w e d e n ot e t h e m a s ‘ S M’. B y a d eri v ati o n a n al o g o u s t o t h e o n e t h at
l e a d u s t o E q. ( 6 7), w e fi n d t h at t h e a v er a g e e n er g y t h e y e x c h a n g e wit h t h e ej e ct e d q u ar k s r e a d s

Q ej- S M

8 π α 2
S M

3

D n T C ,p
√

− t I R

∼ α 2
S M g T C

γ w p

f / T n u c

1
2
f . ( 7 3)

w h er e w e h a v e u s e d T n u c D γ w p a n d − t I R ∼ T 3
n u c γ w p / f , cf. E q. ( 6 9). We h a v e d e n ot e d b y α S M

a n e ff e cti v e c o u pli n g b et w e e n S M p arti cl e s a n d t h e t e c h ni q u a nt a, w hi c h i s m o d el- d e p e n d e nt.
N o w a s s u m e t h e t e c h ni q u ar k s c arr y S M c h ar g e s, e. g. a s e x p e ct e d i n c o m p o sit e Hi g g s m o d el s.

T h e n, i n t h e w all fr a m e, t h e fr a cti o n al c h a n g e of e n er g y i s of c o ur s e si mil ar t o t h at d eri v e d i n
E q. ( 6 8) f or t h e i n c o mi n g t e c h ni q u a nt a. H o w e v er t h e i n c o mi n g t e c h ni q u a nt a n e xt u n d er g o stri n g
fr a g m e nt ati o n, a n d E q. ( 6 8) d o e s n ot a ff e ct t h at e n e r g y b al a n c e f or γ w p f / T n u c . I n ot h er
w or d s, stri n g fr a g m e nt ati o n r e n d er s t hi s e n er g y tr a n sf er irr el e v a nt f or t h e t e c h ni q u a nt a, w hil e
t h e S M p arti cl e s n e utr al u n d er t h e c o n fi ni n g gr o u p j u st pr o c e e d u n di st ur b e d s o t h e y k e e p tr a c k
of it. I n p arti c ul ar, Q ej- S M , i s m u c h l ar g er t h a n t h e l att er e n er g y i n t h e pl a s m a fr a m e ∼ T n u c ,
a n d m a y e v e n b e sli g htl y l ar g er t h a n t h e c o n fi n e m e nt s c al e f .9

T hi s n e e d n ot b e t h e c a s e, h o w e v er, a s t h e n e w t e c h ni q u a nt a m a y b e v er y w e a kl y i nt er a cti n g
wit h t h e S M. A s t h e y c a n n ot i nt er a ct t o o w e a kl y, ot h er wi s e o ur a s s u m pti o n of i n st a nt a n e o u s
r e h e ati n g w o ul d n ot h ol d, f or si m pli cit y w e i g n or e t hi s c a s e i n w h at f oll o w s a n d w e a s s u m e t h at
s o m e t e c h ni q u ar k s c arr y S M c h ar g e s.

8 D e e p I n el a s ti c S c a t t e ri n g i n t h e E a rl y U ni v e r s e

T h e p h y si c al pi ct ur e d e s c ri b e d s o f ar r e s ult s i n a u ni v er s e t h at, b ef or e ( p)r e h e ati n g fr o m b u b bl e
w all c olli si o n s, c o nt ai n s t hr e e p o p ul ati o n s of p arti cl e s.

• P o p ul a ti o n A. Ari s e s fr o m h a dr o ni s ati o n f oll o wi n g stri n g fr a g m e nt ati o n. It c o n si st s of
N s t ri n g

ψ / 2 h a dr o n s p er q u ar k or gl u o n i n t h e i niti al b at h, e a c h o n a v er a g e wit h e n er g y

E A
γ w p f

N s t ri n g
ψ (E C M )

( 7 4)

9 A s al r e a d y a nti ci p a t e d, i n t h e r e gi m e of i nt e r e s t f o r D M p h e n o m e n ol o g y w e will fi n d t h a t b u b bl e w all s r u n
a w a y, s o t h a t γ m a x

w p i s ( m u c h ) s m all e r t h a n ∼ 1 0 − 3 ( f / T n u c ) 3 , s e e E q. ( 3 4 ). N o t e al s o t h a t, f o r E q. ( 7 3 ) o nl y,
g T C = 3 g q / 4, i. e. t h e gl u o n c o nt ri b u ti o n t o h e a ti n g t h e S M i s n e gli gi bl e b e c a u s e t h e y c a n n o t c a r r y S M c h a r g e.
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i n t h e pl a s m a fr a m e, a n d of r o u g hl y t h e s a m e n u m b er of h a dr o n s wit h m u c h s m all er
e n er g y. ( T h e l att er c a n b e t h o u g ht a s c o mi n g fr o m t h e h alf of t h e stri n g cl o s er t o t h e
c e nt er of t h e b u b bl e w all.) T h e p h y si c s r e s ulti n g i n t hi s p o p ul ati o n i s d e s cri b e d i n S e c. 4,
s e e E q. ( 3 1) f or E A a n d E q. ( 2 8) f or N s t ri n g

ψ (E C M = 3 γ w p T n u c f ).

• P o p ul a ti o n B. C o m e s fr o m t h e h a dr o ni s ati o n of t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a. T hi s p o p ul a-
ti o n c o n si st s i n ∼ o n e h a dr o n p er q u ar k or gl u o n i n t h e i niti al b at h, e a c h wit h e n er g y

E B γ w p f . ( 7 5)

S o t hi s p o p ul ati o n c arri e s a n e n er g y of t h e s a m e or d er of t h at of p o p ul ati o n A. It s p h y si c s
i s d e s cri b e d i n S e c. 7, t h e e n er g y E B i s t h at of t h e i niti al q u ar k or gl u o n, E q. ( 3 2).

• P o p ul a ti o n C. C o n si st s of t h e p arti cl e s t h at d o n ot f e el t h e c o n fi n e m e nt f or c e, t h at w e
d e n ot e ‘ S M’ f or si m pli cit y, e a c h wit h a m o d el- d e p e n d e nt e n er g y gi v e n b y E q. ( 7 3), a n d
w h o s e t ot al e n er g y i s m u c h s m all er t h a n t h at i n p o p ul ati o n s A a n d B.

T h e dir e cti o n of m oti o n of all t h e s e p o p ul ati o n s p oi nt s, o n a v er a g e, o ut of t h e c e nt er s of b u b bl e
n u cl e ati o n.

H a dr o n s fr o m b ot h p o p ul ati o n s A a n d B h a v e l ar g e e n o u g h e n er gi e s, i n t h e pl a s m a fr a m e,
t h at s h o w er s of t h e n e w c o n fi ni n g s e ct or ar e i n d u c e d w h e n t h e y ( or t h eir d e c a y pr o d u ct s)
s c att er wit h t h e ot h er p arti cl e s i n t h e u ni v er s e a n d / or a m o n g t h e m s el v e s. T h e s e d e e p i n el a sti c
s c att eri n g s ( DI S):

• I n cr e a s e t h e n u m b er d e n sit y of c o m p o sit e st at e s.

• D e cr e a s e t h e m o m e nt u m of e a c h of t h e s e st at e s wit h r e s p e ct t o t h e i niti al o n e |p ψ |.

H e n c e, s u c h e ff e ct s n e e d t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt t o fi n d t h e yi el d of a n y l o n g-li v e d h a dr o n.
T h e e v ol uti o n of o ur p h y si c al s y st e m w o ul d r e q uir e s ol vi n g B olt z m a n n e q u ati o n s f or t h e

cr e ati o n a n d d y n a mi c s of p o p ul ati o n s A, B a n d C i n a u ni v er s e i n w hi c h pr e h e ati n g i s o c-
c urri n g, a n d of t h e i nt er a cti o n s of p o p ul ati o n s A, B a n d C a m o n g t h e m s el v e s a n d wit h t h e
pr e h e at e d p arti cl e s pr o d u c e d fr o m b u b bl e w all c olli si o n s. W hil e c ert ai nl y i nt er e sti n g, s u c h a
r e fi n e d tr e at m e nt g o e s b e y o n d t h e p ur p o s e of t hi s p a p er. I n t hi s S e cti o n, w e ai m r at h er at a
si m pli fi e d y et p h y si c al tr e at m e nt, i n or d er t o o bt ai n a n or d er- of- m a g nit u d e pr e di cti o n f or t h e
yi el d of l o n g-li v e d h a dr o n s.

8. 1 S c a t t e ri n g s b ef o r e ( p ) r e h e a ti n g

We b e gi n b y c o n si d eri n g t h e i nt er a cti o n s a m o n g p o p ul ati o n s A, B a n d C.

N u m b e r d e n si ti e s of s c a t t e r e r s. L et u s d e fi n e L X , wit h X = A, B, C , t h e e ff e cti v e
t hi c k n e s s of t h e s h ell s c o nt ai ni n g p o p ul ati o n s A, B, a n d C r e s p e cti v el y. F or e x a m pl e, L B, p =

L e ff
ej, p of E q. ( 6 0). We k n o w t h at p o p ul ati o n A( B) c o n si st s o n a v er a g e of N s t ri n g

ψ / 2 h a dr o n s ( o n e
h a dr o n) p er e a c h q u ar k or gl u o n i n t h e i niti al dil ut e d b at h, a n d t h at p o p ul ati o n C i s t h e i niti al
dil ut e d S M p o p ul ati o n. B y c o n s e r v ati o n of t h e n u m b e r of p arti cl e s, w e t h e n o bt ai n t h e n u m b er
d e n siti e s

n A
K s t ri n g

2
×

D

3 L A
n T C ,  nB

D

3 L B
n T C ,  nC

D

3 L C
n S M , ( 7 6)

w h er e D i s t h e a v er a g e r a di u s of a b u b bl e at c olli si o n a n d w e h a v e u s e d L X D .
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E n e r g y t r a n sf e r r e d b e t w e e n s c a t t e r e r s. We n o w d et er mi n e t h e a v er a g e m o m e nt u m,
tr a n sf err e d t o a p arti cl e fr o m p o p ul ati o n X , u p o n g oi n g a cr o s s a s h ell of p o p ul ati o n Y . I n or d er
t o d o s o, w e u s e o ur r e s ult E q. ( 6 5) f or t h e r at e of tr a n sf err e d e n er g y a n d c o m p ut e

Q Y → X Γ Y → X L Y n Y L Y
8 π α 2

X- Y√
− t I R

8 ζ ( 3)

3 π
α 2

X- Y g Y
T n u c√
− t I R

γ w p T n u c , ( 7 7)

w h er e α X- Y i s t h e e ff e cti v e i nt er a cti o n str e n gt h of t h e s c att eri n g s of i nt er e st, g Y t h e n u m b er of
d e gr e e s of fr e e d o m i n d e n sit y of p o p ul ati o n Y ( w h er e w e i n cl u d e a f a ct or of N s t ri n g

ψ / 2 f or Y =
A), a n d w e h a v e u s e d t h e r el ati o n T n u c D = γ w p v ali d i n t h e r u n a w a y r e gi m e. We c o n cl u d e t h at:

• P o p ul a ti o n s A a n d B. T h e e n er gi e s of t h e h a dr o n s of p o p ul ati o n A a n d B i n t h e pl a s m a
fr a m e, r e s p e cti v el y γ w p f / N s t ri n g

ψ a n d γ w p f , ar e b ot h m u c h l ar g er t h a n t h e e n er g y t h e y c a n
e x c h a n g e wit h a n y of t h e ot h er b at h s a m o n g A, B, C, b y a f a ct or t h at s c al e s p ar a m etri c all y
a s f / T n u c or l ar g er ( b e c a u s e f or all p o p ul ati o n s w e h a v e − t I R ∼ n / E > T 2

n u c , s e e t h e
di s c u s si o n i n S e c. 7. 2). T h er ef or e t h e s e el a sti c s c att eri n g s ar e n ot e ff e cti v e i n r e d u ci n g t h e
e n er g y of t h e h a dr o n s of eit h er p o p ul ati o n A or p o p ul ati o n B.

• P o p ul a ti o n C. O n t h e c o ntr ar y, Q A, B → C c a n b e of t h e s a m e or d er of t h e e n er g y of e a c h
p arti cl e i n p o p ul ati o n C, E q. ( 7 3), w hi c h t h er ef or e ar e si g ni fi c a ntl y sl o w e d d o w n b y t h e s e
i nt er a cti o n s. I m p ort a ntl y f or o ur tr e at m e nt, t hi s d o e s n ot alt e r t h e f a ct t h at p o p ul ati o n
C w a s e n er g eti c all y s u b d o mi n a nt wit h r e s p e ct t o p o p ul ati o n s A a n d B.

N o si g ni fi c a n t D I S b e t w e e n p o p ul a ti o n s A, B a n d C. Fi n all y, w e d et er mi n e w h et h er
a n y of t h e s c att eri n g s a m o n g p arti cl e s i n p o p ul ati o n s A, B, C c o ul d r e s ult i n si g ni fi c a nt h a dr o n
pr o d u cti o n, vi a d e e p i n el a sti c s c att eri n g. A si n gl e s c att eri n g e v e nt p ot e nti all y r e s ult s i n a s h o w er
of t h e n e w c o n fi ni n g s e ct or if t h e e x c h a n g e d m o m e nt u m i s l ar g er t h a n t h e c o n fi n e m e nt s c al e,
t2 > f 2 . T hi s c o n diti o n i s all o w e d b y ki n e m ati c s, b e c a u s e t h e c e nt er- of- m a s s e n er g y of t h e
s c att eri n g s b et w e e n a n y of t h e p o p ul ati o n s a b o v e i s m u c h l ar g er t h a n f . A si g ni fi c a nt a m o u nt
of DI S h a p p e n s if t h e DI S s c att eri n g r at e Γ DI S

Y → X of a p arti cl e fr o m p o p ul ati o n X , u p o n g oi n g
a cr o s s a s h ell of p o p ul ati o n Y , i s m u c h l ar g er t h a n t h e i n v e r s e of t h e l e n gt h of t h e s h ell Y . We
t h e n c o m p ut e

Γ DI S
Y → X L Y n Y σ X- Y v L Y

4 ζ ( 3)

3 π
α 2

X- Y g Y
γ w p

(f / T n u c ) 2
. ( 7 8)

w h er e a g ai n w e h a v e u s e d t h e r u n a w a y r el ati o n T n u c D = γ w p a n d, f or d e fi nit e n e s s, w e h a v e
a s s u m e d t h e s c att eri n g cr o s s s e cti o n h a s t h e f or m of E q. ( 6 4). T h er ef or e, n o si g ni fi c a nt DI S
h a p p e n s i n t h e r e gi o n s w h er e γ w p (f / T n u c ) 2 . We a s s u m e t hi s t o b e t h e c a s e, a n d w e v erif y a
p o st eri ori t h e c o n si st e n c y of o ur a s s u m pti o n i n S e c. 9.

8. 2 S c a t t e ri n g s wi t h t h e ( p ) r e h e a t e d b a t h

B y p r e h e ati n g , w e i nt e n d t h e st a g e b et w e e n t h e ti m e w h e n b u b bl e w all s c olli d e a n d st art t o
pr o d u c e p arti cl e s ( e. g. fr o m t h e r e s ulti n g pr o fil e of t h e c o n d e n s at e), a n d t h e r e h e ati n g ti m e
w h e n t h e s e p arti cl e s h a v e t h er m ali s e d i nt o a b at h. We n o w di s c u s s t h e s c att eri n g s of p o p ul ati o n s
A a n d B wit h t h e p arti cl e s pr o d u c e d at pr e h e ati n g, t h at w e h a v e a s s u m e d t o b e e ffi ci e nt. T h e
c o ntri b uti o n of p o p ul ati o n C t o t h e fi n al yi el d of h a dr o n s i s s u b d o mi n a nt wit h r e s p e ct t o t h e
o n e of p o p ul ati o n s A a n d B b e c a u s e, a s s e e n i n S e c s. 7. 4 a n d 8. 1, t h e t ot al e n er g y i n p o p ul ati o n
C i s m u c h s m all er t h a n t h at i n p o p ul ati o n s A a n d B.

E n e r g y of t h e ( p ) r e h e a t e d b a t h. T h e pr e h e at e d p arti cl e s ar e pr o d u c e d wit h e n er gi e s, i n
t h e pl a s m a fr a m e, of t h e or d er of t h e m a s s of t h e s c al ar c o n d e n s at e, 1 0

E p r h m χ < f . ( 7 9)

1 0 I n t h e pi c t u r e w e h a v e i n mi n d, n o n- p e r t u r b a ti v e e ff e c t s s u c h a s B o s e e n h a n c e m e nt o r p a r a m e t ri c r e s o n a n c e
( s e e e. g. [ 8 4] ) a r e n o t r el e v a nt: t h e fi r s t b e c a u s e t h e S M p a r ti cl e s a r e i nt e r a c ti n g, t h u s t h e y e x c h a n g e m o m e nt u m
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T h eir t ot al e n er g y s c al e s a s
E t o t

p r h ∼ f 4 V , ( 8 0)

wit h V t h e v ol u m e of a l ar g e e n o u g h r e gi o n of t h e u ni v er s e. F or c o m p ari s o n, t h e t ot al e n er g y
i n p o p ul ati o n s A a n d B s c al e s a s

E t o t
A, B ∼ γ w p f T 3

n u c V , ( 8 1)

w hi c h i s m u c h s m all er t h a n f 4 V b e c a u s e γ w p (f / T n u c ) 3 , E q. ( 3 4). S o t h e pr e h e at e d p arti cl e s
c a n a ct a s a t h er m al b at h f or all t h e ot h er p o p ul ati o n s A, B a n d C, b e c a u s e t h e e n er g y of A,
B, a n d C i s s u b d o mi n a nt i n t h e e n er g y b u d g et of t h e u ni v er s e.

I n el a s ti c v e r s u s el a s ti c s c a t t e ri n g. S c att eri n g s of h a dr o n s ( or t h eir d e c a y pr o d u ct s) wit h
t h e pr e h e at e d b at h will, t h e r ef or e, e v e nt u all y sl o w d o w n a n d t h er m ali s e p o p ul ati o n s A a n d B.
H o w e v er, t h e s e s c att eri n g s c a n al s o e x c h a n g e e n er gi e s m u c h l ar g er t h a n f , t h u s i n d u ci n g d e e p
i n el a sti c s c att eri n g s. I n d e e d t h eir c e nt er- of- m a s s e n er g y s q u ar e d r e a d s

s A, B 2 m χ E A, B , ( 8 2)

w h er e E A γ w p f / N s t ri n g
ψ (E C M ) a n d E B γ w p f . E q. ( 8 2) i s t h e r e s ult of o ur si m plif yi n g

a s s u m pti o n t o n e gl e ct m a s s e s a n d t o a v er a g e t o z er o s c att eri n g a n gl e s wit h p arti cl e s i n a b at h:
d e fi n e p E = E ( 1, Ê ), p p r h = m χ ( 1, m̂ ), t h e n s = ( p E + p p r h ) 2 2 E m χ ( 1 − Ê · m̂ ) 2 E m χ . We
n o w d et er mi n e if t h o s e c e nt er of m a s s e n er gi e s ar e e ntir el y a v ail a bl e f or p arti cl e pr o d u cti o n vi a
DI S, or if i n st e a d t h e y ar e r e d u c e d b y s e v er al l o w- m o m e nt u m- e x c h a n g e i nt er a cti o n s. I n or d er
t o d o s o, w e e v al u at e t h e r at e of e n e r g y l o s s of a p arti cl e fr o m p o p ul ati o n A or B, Γ l o s s

A, B , a s
t h e r ati o b et w e e n t h e r at e of e n er g y it e x c h a n g e s wit h t h e pr e h e at e d b at h, t h at w e e v al u at e
a n al o g o u sl y t o E q. ( 6 5), a n d it s i niti al e n er g y E A, B . We t h e n c o m p ar e t hi s q u a ntit y wit h t h e

r at e f or a d e e p i n el a sti c s c att eri n g t o h a p p e n wit h t h e f ull e n er g y a v ail a bl e s
1 / 2
A, B ,

Γ l o s s
A, B

Γ DI S
A, B

n p r h 8 π α 2
e ff / (E A, B

√
− t I R )

n p r h 4 π α 2
e ff / s A, B

m χ
√

− t I R

∼
1

√
c v a c

m 2
χ

f 2
. ( 8 3)

I n t h e l a st e q u alit y, w e h a v e a g ai n u s e d t h e s cr e e ni n g m a s s f or n o n- e q uili bri u m s y st e m s [ 8 3]

− t I R ∼
n p r h

E p r h
∼ c v a c

f 4

m 2
χ

, ( 8 4)

w h er e w e h a v e u s e d t h at b y c o n s er v ati o n of e n er g y n p r h ∼ ρ R H / E p r h , a n d w h er e w e h a v e
e x pr e s s e d t h e e n er g y d e n sit y of t h e r e h e at e d b at h ρ R H u si n g t h e r e s ult s of S e c. 3. 2.

We c o n cl u d e t h at, if
m χ

f

2
c 1 / 2
v a c , ( 8 5)

t h e f ull c e nt e r- of- m a s s e n er gi e s s A, B ar e a v ail a bl e f or d e e p i n el a sti c s c att eri n g, i. e. p o p ul ati o n s
A a n d B d o n ot l o s e a si g ni fi c a nt a m o u nt of t h eir e n er g y vi a i nt er a cti o n s wit h t h e pr e h e at e d
b at h. F or si m pli cit y, i n w h at f oll o w s w e a s s u m e t hi s m o d el- d e p e n d e nt pr o p ert y t o h ol d.

8. 3 E n h a n c e m e n t of h a d r o n a b u n d a n c e vi a D I S

T h e pi c t u r e: a c a s c a d e of D I S. T h e n u m b er of c o m p o sit e st at e s ari si n g fr o m a h ar d
s c att eri n g d e p e n d s o n h o w t h e stri n g s fr a g m e nt, s o o n t h e s a m e p h y si c s t h at s et t h e a b u n d a n c e
of t h e c o m p o sit e st at e s w h e n t h e t e c h ni q u a nt a cr o s s t h e b u b bl e w all s, di s c u s s e d i n S e c. 4. 4.

a n d d o n o t o c c u p y t h e s a m e p h a s e s p a c e c ell s; t h e s e c o n d b e c a u s e t h e v a ri a ti o n of t h ei r m a s s e s f r o m t h e dil a t o n’ s
o s cill a ti o n s i s s m all e r t h a n t h ei r m a s s a t t h e mi ni m u m. N o t e t h a t, u nli k e w h a t o c c u r s i n m a n y i n fl a ti o n a r y
s c e n a ri o s, w e e x p e c t o nl y a s m all hi e r a r c h y T R H E p r h .
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E a c h s c att eri n g, d e p e n di n g o n it s c e nt e r- of- m a s s e n er g y, pr o d u c e s a n u m b er N s t ri n g
ψ of h a dr o n s

ψ , t h at w e m o d el i n t h e s a m e w a s a s i n E q. ( 2 8). Gi v e n t h e l ar g e i niti al e n er gi e s s A, B , t h e
d a u g ht er h a dr o n s t y pi c all y still h a v e e n o u g h e n er g y t o t h e m s el v e s i n d u c e f urt h er d e e p i n el a sti c
s c att eri n g s wit h t h e p arti cl e s i n t h e pr e h e at e d b at h, a n d h e n c e a d diti o n al h a dr o n pr o d u cti o n.
A n al o g o u sl y, S M p arti cl e s pr o d u c e d i n s u c h DI S t y pi c all y h a v e l ar g e e n o u g h e n er gi e s t o al s o
i niti at e s h o w er s of t h e n e w c o n fi ni n g f or c e wit h t h eir s u b s e q u e nt s c att eri n g s. T hi s pr o c e s s
it er at e s u ntil t h e a v er a g e e n er g y of s c att eri n g s dr o p s b el o w t h e c o n fi n e m e nt s c al e.

N u m b e r of h a d r o n s p r o d u c e d p e r s c a t t e ri n g. F or r e a s o n s gi v e n i n S e c. 4. 4, t o g et h er
wit h si m pli cit y, w e a s s u m e t h at t h e a v ail a bl e e n er g y

√
s at e a c h s c att eri n g s plit s e q u all y a m o n g

all t h e o ut c o mi n g p arti cl e s. We t h e n writ e t h e a v er a g e of t hi s n u m b er a s

N D I S (s ) = N s t ri n g
ψ (

√
s / 2) , ( 8 6)

w h er e t h e f a ct or of 2 i n t h e ar g u m e nt of N s t ri n g
ψ ari s e s b e c a u s e E q. ( 2 8), w hi c h d e fi n e s N s t ri n g

ψ ,

a s s u m e s t h at
√

s i s t h e c e nt er of m a s s e n er g y of t h e s c att eri n g of t w o p arti cl e s n e utr al u n d er
t h e n e w c o n fi ni n g f or c e. If a h a dr o n i s i n cl u d e d a m o n g t h e t w o s c att er er s, t h e n Q C D st u di e s
fi n d t h at t h e fi n al n u m b er of h a dr o n s c a n b e o bt ai n e d b y j u st h al vi n g t h e e n er g y i n t h e c e nt er
of m a s s fr a m e [ 5 9], al s o s e e f o ot n ot e 5. 1 1

E n e r gi e s of p r o d u c e d h a d r o n s. E x pli citl y, w e a s s u m e E c o m =
√

s / N D I S , w h er e E c o m

i s t h e e n er g y of a n y o ut g oi n g p arti cl e ( S M a n d / or c o m p o sit e) i n t h e c e nt er- of- m a s s fr a m e of
t h e s c att eri n g. T o it er at e t o m a n y s c att eri n g s, w e writ e E c o m i n t h e pl a s m a fr a m e a s E =
γ E c o m ( 1 − v̂ · v̂ ), w h e r e γ a n d v̂ a r e t h e a s s o ci at e d L or e nt z b o o st a n d it s dir e cti o n, a n d v̂ i s
t h e di r e cti o n of m oti o n of t h e o ut g oi n g p arti cl e i n t h e c e nt e r- of- m a s s fr a m e of t h e s c att eri n g.
B y a v er a gi n g v̂ · v̂ t o z e r o f o r si m pli cit y, w e o bt ai n

E = γ E c o m . ( 8 7)

We t h e n d et er mi n e γ b y o b s er vi n g t h at t h e e n er g y of e a c h p arti cl e, i n t h e c e nt er- of- m a s s fr a m e
of t h e s c att eri n g, i s b ot h E c o m =

√
s / 2 a n d E c o m = γ E p r h ( 1 + v̂ · Ê c o m ), w h er e E p r h i s t h e

e n er g y i n t h e pl a s m a fr a m e of t h e p arti cl e s i n t h e pr e h e at e d b at h. B y a v er a gi n g v̂ · Ê c o m t o
z er o f or si m pli cit y, w e o bt ai n t h e L or e nt z b o o st

γ

√
s

2 E p r h
. ( 8 8)

U si n g E q. ( 8 2) f or s w e fi n all y o bt ai n

E A, B

1

N D I S
E A, B . ( 8 9)

(If w e di d n ot a v er a g e o v er a n gl e s, w e w o ul d h a v e o bt ai n e d E A, B = ( E A, B / N D I S )( 1 − v̂ · v̂ ) ( 1 −

Ê · m̂ ) / ( 1 + v̂ · Ê c o m )). S o, aft er a h ar d s c att eri n g t h e e n er g y of e a c h o ut g oi n g p arti cl e i n t h e
pl a s m a fr a m e i s r o u g hl y t h e i niti al e n er g y di vi d e d b y a f a ct or N D I S . T h e s u b s e q u e nt s i s t h e n
r e d u c e d b y t h e s a m e f a ct or, e n s uri n g a c o n v er g e n c e of N D I S (s ) t o u nit y, vi a E q. ( 2 8), aft er o nl y
a f e w it er ati o n s. T hi s al s o t e a c h e s u s t h at t h e a v er a g e e n er g y of t h e p arti cl e s, pr o d u c e d t hi s
w a y, q ui c kl y d e cr e a s e s t o v al u e s l o w er t h a n a b o ut m ∗ .

1 1 N o t e t h a t if a h a d r o n i n s t e a d d e c a y s t o t w o S M p a r ti cl e s b ef o r e i t s c a t t e r s, w hi c h i s m o d el- d e p e n d e nt,
t h e n

√
s / 2 i s a g ai n t h e g o o d a r g u m e nt f o r t h e f u n c ti o n N s t ri n g

ψ , b e c a u s e t h e n o n e h a s t w o p a r ti cl e s e a c h wi t h
h alf t h e i ni ti al e n e r g y, b u t b o t h n e u t r al u n d e r t h e n e w c o n fi ni n g f o r c e. I n t hi s c a s e, h o w e v e r, E q. ( 8 6 ) b e c o m e s
N D I S ( s ) = 2 N s t ri n g

ψ (
√

s / 2 ). W h e n i t e r a ti n g t h e t r e a t m e nt t o m a n y s c a t t e ri n g s, w e fi n d t h a t t hi s e x t r a f a c t o r
of 2 d o e s n o t i m p a c t t h e fi n al a b u n d a n c e of h a d r o n s, w hi c h c a n b e u n d e r s t o o d b y t hi n ki n g t h a t t h e s a m e i ni ti al
e n e r g y i s s p r e a d f a s t e r t o z e r o.
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N u m b e r of h a d r o n s p r o d u c e d b y a c h ai n of D I S. L et u s n o w e sti m at e t h e yi el d of fi n al
h a dr o n s b y f oll o wi n g t h e a b o v e ar g u m e nt s. A s s u mi n g i nt er a cti o n s ar e f a st e n o u g h, al s o t h o s e
f oll o wi n g t h e fir st o n e h a p p e n wit h pr e h e at e d p arti cl e s of t h e s a m e a v er a g e e n er g y E p r h . N o w
d e fi n e t h e n u m b er of st at e s ( b ot h c o m p o sit e a n d n ot) N k pr o d u c e d at t h e k t h i nt er a cti o n. T hi s
c a n b e e x pr e s s e d a s

N k (s ) N D I S s

N k − 1 × N k − 2 × · · · × N 1
, ( 9 0)

w h er e w e r e mi n d t h e r e a d er t h at t h e f u n cti o n N D I S i s o bt ai n e d fr o m E q s. ( 2 7) a n d ( 8 6). St arti n g
fr o m a si n gl e r e s o n a n c e pr o d u c e d fr o m t h e fr a g m e nt ati o n of stri n g s b et w e e n q u a nt a i n si d e t h e
b u b bl e, aft er t hi s c h ai n of s c att eri n g pr o c e s s e s o n e o bt ai n s a t ot al n u m b er of r e s o n a n c e s gi v e n
b y t h e pr o d u ct k N k (s ). We fi n d n u m eri c all y t h at t hi s pr o d u ct c a n b e e x pr e s s e d a s

K D I S
A, B

s A, B

m 2
∗

. ( 9 1)

I n ot h er w or d s, t h e it er ati v e pr o c e s s w e d e s cri b e d c o n v ert s t h e i niti al a v ail a bl e e n er g y i nt o
t h e r e st m a s s of h a dr o n s m ∗ . Si n c e o ur ai m h er e i s n ot t o a c hi e v e a m or e pr e ci s e tr e at m e nt,
w e r efr ai n fr o m r e fi ni n g t h e a s s u m pti o n t h at t h e m o m e nt a ar e di stri b ut e d e v e nl y a m o n g t h e
p arti cl e s c o mi n g o ut of a s c att eri n g pr o c e s s. I n t h e s a m e s pirit of b uil di n g a p h y si c all y- cl e ar
pi ct ur e wit h o ut dr o w ni n g i n m o d el- d e p e n d e nt d et ail s, w e d o n ot c o v er h er e t h e p o s si bilit y t h at
e v er y s c att eri n g pr o d u c e s, i n a d diti o n t o t h e c o m p o sit e st at e s, a c o m p ar a bl e or l ar g er a m o u nt
of S M p arti cl e s. ( T h at w o ul d r e s ult i n N D I S > N s t ri n g

ψ a n d i n a f a st er d e gr o wt h of t h e a v ail a bl e
s c att eri n g e n er g y t o m ∗ at e a c h st e p.) I n a d diti o n t o si m pli cit y, t hi s c a n b e j u sti fi e d b y o b s er vi n g
t h at, i n t h e li mit of l ar g e n u m b er of d e gr e e s of fr e e d o m i n t h e d ar k s e ct or, o ur a s s u m pti o n t h at
t h e y c arr y S M c h ar g e s will m a k e t h eir pr o d u cti o n d o mi n a nt wit h r e s p e ct t o t h e o n e of S M
p arti cl e s.

A d di ti o n al c o m m e n t s. We c o n cl u d e o ur d eri v ati o n s wit h t w o c o m m e nt s c o n c er ni n g it s v a-
li dit y.

• If t h e f ull c e nt er- of- m a s s e n er gi e s ar e n ot a v ail a bl e f or DI S, i. e. if E q. ( 8 5) d o e s n ot h ol d,
t h e n o n e c o ul d u s e t h e s a m e r e s ult K D I S

A, B of E q. ( 9 1), u p o n s u b stit uti n g s A, B = 2 E A, B m χ

wit h t h e l ar g e st e n er g y f or w hi c h Γ l o s s
A, B Γ DI S

A, B , t h at c a n b e d eri v e d vi a E q. ( 8 3).

• We h a v e i g n or e d t h e pr o d u cti o n of h e a v y p arti cl e s fr o m t h e c olli si o n s of b u b bl e w all s [ 7 8,
8 5 – 8 7]. T hi s i s j u sti fi e d a s it h a s b e e n s h o w n t h at it o nl y o c c ur s w h e n t h e mi ni m a of
t h e p ot e nti al ar e n e arl y d e g e n er at e a n d s e p er at e d b y a si z a bl e b arri er [ 8 8, 8 9], w hi c h i s
n ot t h e c a s e f or t h e cl o s e-t o- c o nf or m al p ot e nti al s w e h a v e i n mi n d. H e n c e w e e x p e ct o nl y
p arti cl e s li g ht er t h a n t h e s c al ar c o n d e n s at e t o b e pr o d u c e d d uri n g r e h e ati n g f oll o wi n g t h e
w all c olli si o n.

8. 4 D I S s u m m a r y

T h e yi el d of h a dr o n s, r e s ulti n g fr o m t h e pr o c e s s e s of d e e p i n el a sti c s c att eri n g d e s cri b e d a b o v e,
r e c ei v e s c o ntri b uti o n s fr o m:

• P o p ul a ti o n A. T h at i s, t h e h a dr o n s pr o d u c e d fr o m stri n g fr a g m e nt ati o n a s d e s cri b e d i n
S e c. 4. T h eir c o ntri b uti o n r e a d s

Y S C + s t ri n g + D I S

A

1

2
K D I S

A N s t ri n g
ψ (E C M )D S C Y e q

T C

γ w p f m χ

m 2
∗

D S C Y e q
T C , ( 9 2)

w h er e w e h a v e u s e d K D I S
A = s A / m 2

∗ , cf. E q. ( 9 1), wit h s A 2 m χ E A 2 m χ γ w p f / N s t ri n g
ψ (E C M ),

cf. E q s. ( 8 2) a n d ( 7 4). N ot e t h at t h e a b o v e e x pr e s si o n c a pt ur e s al s o t h e r e gi m e w h er e
e a c h stri n g fr a g m e nt ati o n pr o d u c e s o n a v er a g e o n e h a dr o n, b e c a u s e t h e e n er g y of t h at
si n gl e h a dr o n i s r o u g hl y γ w p f / 2, s e e t h e r el at e d di s c u s si o n i n S e c. 4. 5.
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Y D M (m D M = 4 π f)
Y i

S
C
+ s

tri
n g

+ D
I S

Y i
S
C
+ s

tri
n g

Y i
S C

f = 1 0 0 0  T e V

B R i = 1 0 - 6

c v a c = 0. 0 1

β /H = 1 0

1 0 - 7 1 0 - 6 1 0 - 5 1 0 - 4 1 0 - 3
1 0 - 2 2

1 0 - 2 0

1 0 - 1 8

1 0 - 1 6

1 0 - 1 4

1 0 - 1 2

1 0 - 1 0

1 0 - 8

T n u c / f

Y
g g = 4 8, g q = 4 0, m * = 4 π f, m χ = 0. 2 f

K DI S

K stri n g

1 0 - 7 1 0 - 6 1 0 - 5 1 0 - 4 1 0 - 3

1 0

1 0 3

1 0 5

1 0 7

T n u c / f

K

g g = 4 8, g q = 4 0, m * = 4 π f, m χ = 0. 2 f

f = 1 0 0 0  T e V

B R i = 1 0 - 6

c v a c = 0. 0 1

β /H = 1 0

Fi g ur e 8: L eft: t h e yi el d f oll o wi n g s u p e r c o oli n g, st ri n g f r a g m e nt ati o n a n d d e e p i n el a sti c s c att e ri n g. T h e
yi el d m at c hi n g t h e o b s e r v e d r eli c a b u n d a n c e of D M f o r m D M = 4 π f i s al s o s h o w n. T h e d a s h e d li n e s s h o w
t h e e ff e ct of v a r yi n g γ w p b y a n o r d e r of m a g nit u d e i n eit h e r di r e cti o n a r o u n d E q. ( 3 4 ). T hi s ill u st r at e s
t h e s e n siti vit y of t h e yi el d t o o u r d et e r mi n ati o n of γ w p . Ri g ht: T h e a s s o ci at e d e n h a n c e m e nt f a ct o r s K ,
d e fi n e d i n E q. ( 2 9) a n d E q. ( 9 5) .

• P o p ul a ti o n B. T h at i s, t h e h a dr o n s pr o d u c e d o ut of t h e t e c h ni q u a nt a ej e ct e d fr o m t h e
b u b bl e s, d e s cri b e d i n S e c. 7. T h eir c o ntri b uti o n r e a d s

Y S C + s t ri n g + D I S

B K D I S
B D S C Y e q

T C 2
γ w p f m χ

m 2
∗

D S C Y e q
T C , ( 9 3)

w h er e w e h a v e u s e d K D I S
B = s B / m 2

∗ , cf. E q. ( 9 1), wit h s B 2 m χ E B 2 m χ γ w p f , cf.
E q s. ( 8 2) a n d ( 7 5).

T h u s, t h e c o m bi n e d c o ntri b uti o n t o t h e t ot al h a dr o n yi el d i s gi v e n b y

Y S C + s t ri n g + D I S K D I S D S C Y e q
T C 3

γ w p f m χ

m 2
∗

D S C Y e q
T C , ( 9 4)

w h er e w e h a v e d e fi n e d

K D I S =
1

2
K D I S

A N s t ri n g
ψ (E C M ) + K D I S

B . ( 9 5)

N ot e fi n all y t h at, i n t h e r e gi m e of r u n a w a y b u b bl e- w all s, o n e o bt ai n s t h e p ar a m etri c s c ali n g
Y S C + s t ri n g + D I S ∝ (T n u c / f ) 3 γ w p . W hi c h i s m u c h l ar g er t h a n t h e si m pl e s u p er c o oli n g dil uti o n, ∼
(T n u c / f ) 3 , i n t h e r e gi o n s of p ar a m et er s p a c e w h er e o ur a n al y si s h ol d s, n a m el y f or γ w p > f / T n u c .
T h e yi el d of t h e v ari o u s c o ntri b uti o n s i s s h o w n i n Fi g. 8.

9 S u p e r c o ol e d C o m p o si t e D a r k M a t t e r

9. 1 I ni ti al c o n di ti o n f o r t h e r m al e v ol u ti o n

Fi n all y, all u n st a bl e r e s o n a n c e s d e c a y eit h er t o S M or t o t h e l o n g-li v e d or st a bl e h a dr o n s, w hi c h
w e t a k e t o f or m D M. T o o bt ai n t h e yi el d of a n y s u c h h a dr o n i at t h e o n s et of r e h e ati n g, o n e
s h o ul d u s e t h e e x pr e s si o n

Y S C + s t ri n g + D I S

i = B R i K D I S D S C Y e q
T C ( 9 6)
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w h er e B R i i s a p s e u d o- br a n c hi n g r ati o, of t h e e n er g y a v ail a bl e t o t h e c o n fi ni n g t e c h ni q u a nt a,
i nt o ψ i p arti cl e s. E sti m at e s of B R i f or t h e c a s e s w h er e ψ i i s a m e s o n a n d a b ar y o n ar e gi v e n
i n A p p. C, w hi c h s h o w a br o a d r a n g e of u n d erl yi n g- m o d el d e p e n d e nt v al u e s ar e p o s si bl e, al b eit
wit h a l ar g e u n c ert ai nt y. F or e x a m pl e, i n a Q C D-li k e t h e or y w h er e ψ i i s a b ar y o n wit h m a s s
∼ 4 π f a n d t h e pi o n s h a v e m a s s ∼ f , o n e o bt ai n s v al u e s B Ri ∼ 1 0 − 6 , w hil e l ar g er v al u e s B Ri
ar e o bt ai n e d f or b ar y o n- pi o n m a s s r ati o n s cl o s er t o o n e, or if ψ i i s a m e s o n. H e n c e, w e will t a k e
B R i t o b e a fr e e p ar a m et er.

It will t ur n o ut t h at t h e m e a s ur e d D M a b u n d a n c e i s a c hi e v e d i n t h e r e gi m e of r u n a w a y
b u b bl e w all s. I n t h at r e gi m e, t h e r e s ulti n g e x pr e s si o n f or t h e D M yi el d h a s a si m pl e p ar a m etri c
f or m t h at e v e nt u all y r e s ult s i n t h e D M a b u n d a n c e b ei n g i n d e p e n d e nt of t h e D M m a s s, if it i s
t o m at c h o nt o o b s er v ati o n Y D M 0 .4 3 e V / m D M [ 9 0], w hi c h w e fi n d c o n v e ni e nt t o r e p ort h er e.
B y u si n g E q s. ( 1 2), ( 1 4), ( 3 6), a n d ( 9 4), wit h g R f = g S M = 1 0 6 .7 5, w e fi n d

Y S C + s t ri n g + D I S

i,r u n a w a y 0 .4 3
e V

m ∗
×

B R i

1 0 − 6

g T C

1 2 0

0 .0 1

c v a c

5
4 m χ / f

0 .2

4 π

g ∗

T n u c / f

1 0 − 5 .7

4

. ( 9 7)

9. 2 T h e r m al c o n t ri b u ti o n

T o c o m pl et e o ur di s c u s si o n, w e m u st still d et e r mi n e t h e e ff e ct s o n t h e yi el d of a n y D M i nt er a c-
ti o n s wit h t h e t h er m al b at h aft er s u p er c o oli n g, DI S, a n d r e h e ati n g. T h e i m p ort a n c e of t h er m al
e ff e ct s f oll o wi n g r e h e ati n g w a s alr e a d y p oi nt e d o ut i n [ 2 1] (t h er ei n d u b b e d t h e s u bt h er m al c o n-
tri b uti o n). F oll o wi n g t h e p h a s e tr a n siti o n a n d p arti cl e pr o d u cti o n t hr o u g h DI S, t h e S M b at h
a n d t h e D M h a v e r et ur n e d t o ki n eti c e q uili bri u m. T h e s c att eri n g e n er g y i s n o w i n s u ffi ci e nt t o
br e a k t h e r e s o n a n c e s, b ut t h e s e m a y still a n ni hil at e i nt o S M p arti cl e s or b e pr o d u c e d i n t h e
i n v er s e pr o c e s s. T h u s, j u st aft er t h e r e h e ati n g, t h e D M a b u n d a n c e e v ol v e s a c c or di n g t o t h e w ell
k n o w n B olt z m a n n e q u ati o n [ 9 1]

d Y D M

d x
= −

8 π 2 g S M

4 5

M pl m D M σ v r el

x 2
Y 2

D M − Y e q 2
D M , ( 9 8)

w h er e w e u s e x ≡ m D M / T a s t h e ti m e v ari a bl e, a n d M pl i s t h e r e d u c e d Pl a n c k m a s s. F or
si m pli cit y w e o nl y c o n si d er v el o cit y i n d e p e n d e nt cr o s s s e cti o n s h er e. A s a n i ntiti al c o n diti o n
w e t a k e t h e r eli c a b u n d a n c e at t h e r e h e at t e m p er at ur e, Y D M (T R H ) = Y S C + s t ri n g + D I S

D M , e sti m at e d
f oll o wi n g stri n g fr a g m e nt ati o n a n d DI S e n h a n c e m e nt i n E q. ( 9 4). F or o ur pl ot s w e s ol v e t h e
B olt z m a n n e q u ati o n n u m eri c all y. If t h e cr o s s s e cti o n a n d r e h e ati n g t e m p er at ur e s ar e s u ffi ci e ntl y
l ar g e t h e s y st e m will b e dri v e n b a c k i nt o e q uili bri u m. T h e r eli c d e n sit y i s t h e n l ar g el y s et b y
fr e e z e o ut d y m a ni c s, al b eit wit h s o m e w h at di ff er e nt i niti al c o n diti o n s. O n t h e ot h er h a n d, if t h e
cr o s s s e cti o n a n d r e h e at t e m p er at ur e s ar e s m all e n o u g h, t h e r eli c d e n sit y i s s et b y dil uti o n, stri n g
fr a g m e nt ati o n a n d DI S, wit h o nl y n e gli gi bl e t h er m al c orr e cti o n s f oll o wi n g r e h e ati n g. U si n g t h e
dil uti o n m e c h a ni s m of t h e P T, of c o ur s e, w e c a n a v oi d t h e u s u al u nit arit y c o n str ai nt o n t h e
m a xi m u m t h er m al r eli c D M m a s s [ 3 6] ( s e e e. g. [ 9 2, 9 3] f or r e c e nt a p pr ai s al s).

9. 3 D a r k m a t t e r r eli c a b u n d a n c e

We n o w c o m bi n e all o ur r e s ult s t o g et h er a n d d et er mi n e t h e a m o u nt of s u p er c o oli n g r e q uir e d
t o m at c h t h e o b s e r v e d r eli c a b u n d a n c e Y D M 0 .4 3 e V / m D M . E x a m pl e s ar e s h o w n i n Fi g. 9 f or
s o m e r e pr e s e nt ati v e c h oi c e s of t h e p ar a m et er s. Fr o m t h e s e fi g ur e s w e c a n dr a w a n u m b er of
c o n cl u si o n s.

i) If w e a s s u m e σ v r el ∝ 1 / m 2
D M , t h er m al e ff e ct s will n e c e s s aril y d o mi n at e if t h e D M i s li g ht

e n o u g h. T hi s o c c ur s b e c a u s e T R H c a n n ot r e ali sti c all y b e ar bitr aril y s u p pr e s s e d b el o w f ,
f or s e n si bl e c h oi c e s of g Ri a n d g R f . T hi s r e gi m e c orr e s p o n d s t o t h e p oi nt i n w hi c h t h e
c o nt o ur s t ur n v erti c al i n Fi g. 9. At w hi c h v al u e of m D M t hi s o c c ur s d e p e n d s o n t h e pr e ci s e
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↓ 3 γ w p
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≲
f↓
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Fi g ur e 9: S oli d li n e s: s u p e r c o oli n g T n u c / f a n d D M m a s s m D M r e q ui r e d t o o bt ai n t h e o b s e r v e d D M
a b u n d a n c e. T h e p a r a m et e r s c h o s e n i m pl y a r e h e ati n g t e m p e r at u r e T R H 0 .1 3 f , s e e S e c. 3. 2. All li n e s
i n cl u d e t h e t h e r m al c o nt ri b uti o n di s c u s s e d i n S e cti o n 9. 2. T h e li n e wit h i niti al c o n diti o n Y S C + s t ri n g + D I S

i

of E q. ( 9 6 ) c o r r e s p o n d s t o t h e y ell o w c o nt o u r. F o r c o m p a ri s o n, w e s h o w i n g r e e n ( bl u e ) t h e c o nt o u r t h at
o n e w o ul d o bt ai n b y s ki p pi n g di r e ctl y f r o m t h e s u p e r c o oli n g ( s u p e r c o oli n g pl u s st ri n g f r a g m e nt ati o n ) st e p
t o t h e t h e r m al c o r r e cti o n s. T h e s e c o nt o u r s a r e o bt ai n e d b y u si n g t h e i niti al c o n diti o n s Y S C of E q. ( 1 3 ),
o r Y S C + s t ri n g of E q. ( 3 0 ), m ulti pli e d f o r c o n si st e n c y b y a f a ct o r B R i . T h e Y S C i s f u rt h e r r e d u c e d b y a
f a ct o r g q / g T C , b e c a u s e i n n o n- c o n fi ni n g s u p e r c o oli n g t h e gl u o n s w o ul d n ot c o nt ri b ut e t o t h e a b u n d a n c e
of D M. All c o nt o u r s c o n v e r g e at s o m e m D M w h e r e t h e r m al e ff e ct s f oll o wi n g r e h e ati n g b e c o m e d o mi n a nt,
of t h e o r d e r of m D M ≈ 1 0 0 Te V b e c a u s e w e fi x e d σ v r e l = 4 π / m 2

D M . B el o w t hi s m a s s, t h e r eli c d e n sit y
i s n e c e s s a ril y s u p p r e s s e d c o m p a r e d t o t h e o b s e r v e d D M d e n sit y, d u e t o e ffi ci e nt D M a n ni hil ati o n aft e r
r e h e ati n g. I n t h e p u r pl e r e gi o n 3 γ w p T n u c f t h e q u a r k s a r e r e fl e ct e d b y t h e fi r st w all t h e y e n c o u nt e r,
b ut m a y e nt e r t h e b u b bl e s i n f oll o wi n g st a g e s of t h ei r e v ol uti o n, a n d t h e D M a b u n d a n c e li n e s i g n o r e
p o s si bl e m o di fi c ati o n s a ri si n g f r o m t hi s ‘ pi n g- p o n g’ e ff e ct. T h e y al s o i g n o r e t h at, f o r v al u e s of γ w p o nl y
sli g htl y l a r g e r t h a n f / T n u c a n d d e p e n di n g o n ot h e r m o d el- d e p e n d e nt p a r a m et e r s, t h e e n e r g eti c s of o u r
t r e at m e nt m a y b e m o r e c o m pli c at e d, s e e E q s. ( 6 8 ) a n d ( 6 9 ). T h e d a s h e d g r a y li n e d eli mit s t h e a r e a
T n u c < O ( 1 0 0) M e V w h e r e t h e s u p e r c o ol e d p h a s e t r a n siti o n c o ul d h a p p e n b e c a u s e of Q C D d y n a mi c s. T h e
d a s h e d c y a n a n d p u r pl e li n e s i n di c at e, f r o m t o p t o b ott o m, t h e r e gi m e s w h e r e b u b bl e w all s r u n a w a y a n d
t h e o n e w h e r e γ w p < (f / T n u c ) 2 . T h e f a ct t h e h o ri z o nt al p a rt of t h e DI S li n e li e s b el o w t h e l att e r c o n fi r m s
o u r t r e at m e nt h a s b e e n c o n si st e nt w h e n i g n o ri n g t h e DI S of E q. ( 7 8 ).

c h oi c e f or σ v r el . F or d e fi nit e n e s s, i n Fi g. 9 w e c h o o s e σ v r el = 4 π / m 2
D M a s t y pi c al of

b ar y o n s c att eri n g s i n a str o n gl y c o u pl e d s e ct or. T h er m al e ff e ct s c a n of c o ur s e b e f urt h er
s u p pr e s s e d if w e d e p art fr o m t h e e ffi ci e nt r e h e ati n g a s s u m pti o n m a d e h er e [ 2 1].

ii) Stri n g fr a g m e nt ati o n a n d DI S l e a d t o l ar g e c orr e cti o n s t o t h e c o m p o sit e D M r eli c d e n sit y,
c o m p ar e d t o t h e n ai v e s u p er c o oli n g dil uti o n. T hi s i m pli e s a mi s m at c h b et w e e n t h e r eli c
a b u n d a n c e s of pri m or di al el e m e nt ar y a n d c o m p o sit e r eli c s all u d e d t o b ef or e. W h et h er t h e
c o m p o sit e or el e m e nt ar y r eli c w o ul d h a v e t h e gr e at er a b u n d a n c e d e p e n d s o n t h e d et ail s
of c o n fi n e m e nt. If t h e c o m p o sit e r eli c i s s a y, a li g ht m e s o n w hi c h i s pr o d u c e d a b u n d a ntl y,
t h e m ulti pli c ati v e DI S pr o c e s s c a n b e hi g hl y e ffi ci e nt i n p o p ul ati n g t h e s e st at e s f oll o wi n g
t h e P T. T hi s i m pli e s w e r e q uir e m u c h m or e s u p er c o oli n g t o m at c h o nt o t h e o b s er v e d D M
r eli c a b u n d a n c e. O n t h e ot h er h a n d, if t h e c o m p o sit e r eli c i s s o m e h e a v y st at e, p er h a p s
a b ar y o n, it c o ul d b e pr o d u c e d i n a hi g hl y s u p pr e s s e d r at e b ot h i n stri n g fr a g m e nt ati o n
a n d DI S. I n t hi s l att er c a s e, t h e r e q uir e d a m o u nt of s u p e r c o oli n g t o m at c h o nt o t h e D M
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r eli c d e n sit y i s al s o r e d u c e d. T h e t w o c a s e s ar e ill u str at e d wit h t w o di ff er e nt a s s u m pti o n s
f or t h e br a n c hi n g r ati o s i n Fi g. 9.

iii) I n s o m e c a s e s, w e fi n d T n u c 1 0 0 M e V, a s d eli n e at e d i n Fi g. 9. T h u s Q C D e ff e ct s c o ul d
a s si st i n c o m pl eti n g t h e P T [ 2 1, 2 6, 9 4, 9 5]. O n t h e ot h er h a n d, if Q C D e ff e ct s h el p t h e
tr a n siti o n t o o c c ur, t h e y c a n al s o s u p pr e s s t h e e v e nt u al gr a vit ati o n al w a v e si g n at ur e [ 7 9]
( si m pl y b e c a u s e t h e Q C D e ff e ct s i n cr e a s e t h e t u n n eli n g pr o b a bilit y a n d t h u s will a ct t o
s h ort e n t h e ti m e s c al e of t h e P T). T h e d et ail s will d e p e n d o n t h e p h y si c s e nt eri n g t h e
e ff e cti v e p ot e nti al of t h e s c al ar χ a n d n e e d t o b e st u di e d i n a m o d el d e p e n d e nt w a y.

T o g et h er wit h t h e gr a vit ati o n al w a v e si g n al fr o m t h e P T, t h er e m a y al s o b e m o d el d e p e n d e nt
c olli d er, dir e ct, a n d i n dir e ct d et e cti o n si g n at ur e s a s s o ci at e d wit h t h e D M fr o m t h e str o n gl y
c o u pl e d s e ct or. We will i n v e sti g at e t h e s e f urt h er, t o g et h er wit h t h eir i nt er pl a y wit h t h e n o v el
stri n g fr a g m e nt ati o n a n d DI S e ff e ct, i n a c o n cr et e r e ali s ati o n of s u c h a c o n fi ni n g s e ct or i n a
c o m p a ni o n p a p er [ 2 4].

1 0 Di s c u s si o n a n d O u tl o o k

T h e p o s si bl e e xi st e n c e of a n e w c o n fi ni n g s e ct or of N at ur e i s m oti v at e d b y s e v er al i n d e p e n d e nt
pr o bl e m s of t h e St a n d ar d M o d el of p arti cl e p h y si c s a n d b y c o s m ol o g y. T hi s e n c o ur a g e s t h e
i d e nti fi c ati o n of pr e di cti o n s of c o n fi ni n g s e ct or s, t h at ar e i n d e p e n d e nt of t h e s p e ci fi c pr o bl e m
t h e y s ol v e. O n e s u c h pr e di cti o n i s t h e p o s si bilit y t h at t h e fi nit e t e m p er at ur e p h a s e tr a n siti o n i n
t h e e arl y u ni v er s e, b et w e e n t h e d e c o n fi n e d a n d c o n fi n e d p h a s e, i s s u p er c o ol e d. T hi s p o s si bilit y
h a s r e c ei v e d a l ot of att e nti o n i n r e c e nt y e ar s, s e e e. g. [ 2 1, 2 6, 2 8 – 3 2, 6 5, 7 9, 9 5].

I n t hi s p a p er, w e h a v e p oi nt e d o ut a n d m o d ell e d a n o v el d y n a mi c al pi ct ur e t a ki n g pl a c e i n
e v er y s u p er c o ol e d c o n fi ni n g p h a s e tr a n siti o n, t h at (t o o ur k n o wl e d g e) h a d b e e n mi s s e d i n t h e
lit er at ur e. T hi s n o v el pi ct ur e st e m s fr o m t h e o b s er v ati o n t h at, w h e n f u n d a m e nt al t e c h ni q u a nt a
of t h e c o n fi ni n g s e ct or ar e s w e pt i nt o e x p a n di n g b u b bl e s of t h e n e w c o n fi ni n g p h a s e, t h e di st a n c e
b et w e e n t h e m i s l ar g e wit h r e s p e ct t o t h e c o n fi n e m e nt s c al e. T h er ef or e t h e e n er g y of t h e
fl u xt u b e s c o n n e cti n g t e c h ni q u a nt a i s s o l ar g e t h at stri n g br e a ki n g pr o d u c e s m a n y h a dr o n s p er
fl u xt u b e, wit h l ar g e m o m e nt a i n t h e pl a s m a ( C M B) fr a m e, i n a s e n s e a n al o g o u sl y t o Q C D
h a dr o n s pr o d u c e d i n el e ctr o n- p o sitr o n c olli si o n s at c olli d er s. T h e s e h a dr o n s a n d t h eir d e c a y
pr o d u ct s s u b s e q u e ntl y u n d er g o s c att eri n g s wit h ot h er p arti cl e s i n t h e u ni v er s e, wit h c e nt er-
of- m a s s e n er gi e s m u c h l ar g er t h a n b ot h t h e c o n fi n e m e nt s c al e a n d t h e t e m p er at ur e t h at t h e
u ni v er s e r e a c h e s aft er r e h e ati n g. T h e d y n a mi c s j u st d e s cri b e d i s p artl y pi ct ur e d i n Fi g s. 2 a n d 3.

T h e pr o c e s s e s of stri n g fr a g m e nt ati o n a n d ‘ d e e p i n el a sti c s c att eri n g s i n t h e s k y’, s y nt h eti s e d
a b o v e, h a v e a pl et h or a of i m pli c ati o n s. A k e y q u a ntit y t o st u d y t h e m i s t h e pr e s s ur e o n t h e
b u b bl e w all s i n d u c e d b y t hi s n o v el d y n a mi c s, w hi c h w e h a v e d et er mi n e d i n S e c. 5, s e e E q. ( 3 4)
a n d Fi g. 5 f or t h e r e s ulti n g b u b bl e- w all v el o citi e s. A n i nt er e sti n g a s p e ct of o ur fi n di n g s i s t h at
t h e s o- c all e d ‘l e a di n g- or d er’ pr e s s ur e i s pr o p orti o n al t o t h e b o o st f a ct or of t h e b u b bl e w all,
u nli k e i n t h e c a s e of n o n- c o n fi ni n g s u p er c o ol e d P T s [ 6 1, 6 2].

We t h e n q u a nti fi e d t h e v al u e s of s u p er c o oli n g b el o w w hi c h o n e r e c o v er s t h e ‘ st a n d ar d p h a s e
tr a n siti o n’, w h er e c o n fi n e m e nt h a p p e n s b et w e e n n e ar e st c h ar g e s. B y r el yi n g o n t h e m o d elli n g
w e pr o p o s e d i n S e c. 6 w e f o u n d, i nt er e sti n gl y, t h at o ur pi ct ur e s h o ul d b e e m pl o y e d alr e a d y f or
m o d er at e s u p er c o oli n g T n u c / f 0 .1, s e e E q. ( 5 4) a n d Fi g. 6.

N e xt, w e h a v e f o c u s s e d o n t h e i m pli c ati o n s of o ur d y n a mi c al pi ct ur e f or t h e a b u n d a n c e of
l o n g-li v e d or st a bl e p arti cl e s t h at ar e c o m p o sit e st at e s of t h e n e w c o n fi ni n g s e ct or. T h e y ar e
s u m m ari s e d i n t h e S y n o p si s, S e c. 2, a n d a q u a ntit ati v el y a c c ur at e e x pr e s si o n of t h e fi n al yi el d of
a gi v e n c o m p o sit e p arti cl e i s gi v e n i n E q. ( 9 7), f or c o n cr et e n e s s i n t h e r e gi m e w h er e b u b bl e w all s
r u n a w a y. C o m p ar e d t o t h e si m pl e dil uti o n of r eli c s i n d u c e d b y s u p er c o oli n g of n o n- c o n fi n e m e nt
tr a n siti o n s, t h e s e pr o c e s s e s e n h a n c e t h eir a b u n d a n c e b y p ar a m etri c all y l ar g e f a ct or s. T h er ef or e
t h e y h a v e t o b e t a k e n i nt o a c c o u nt w h e n e v er a pr o p ert y of t h e u ni v er s e, e. g. t h e D M a n d / or
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t h e b ar y o n a b u n d a n c e, d e p e n d s o n t h e fi n al yi el d of h a dr o n s. A s a n e x a m pl e, t h eir dr a m ati c
i m p a ct o n t h e a b u n d a n c e of s u p er c o ol e d c o m p o sit e D M c a n b e s e e n i n Fi g. 9.

C o n c er ni n g D M i n p arti c ul ar, t hi s st u d y c o n stit ut e s a n o v el pr o d u cti o n m e c h a ni s m of D M
wit h m a s s b e y o n d t h e u nit arit y b o u n d [ 3 6]. It w o ul d b e i nt er e sti n g a n d ti m el y t o st u d y it s
e x p eri m e nt al si g n al s, gi v e n t h e n e w w a v e of t el e s c o p e s t h at i s st arti n g t o t a k e d at a of hi g h-
e n er g y n e utri n o s a n d g a m m a r a y s ( e. g. K M 3 N e T, L H A A S O, C T A) a n d gi v e n t h eir p ot e nti al i n
t e sti n g h e a v y D M, e. g. s e e [ 9 6]. O n e s u c h st u d y will a p p e ar i n a f ort h c o mi n g p u bli c ati o n [ 2 4].

D uri n g t h e c o ur s e of c arr yi n g o ut t hi s st u d y w e h a v e m a d e a n u m b er of si m pli fi c ati o n s, f or t h e
p ur p o s e of o bt ai ni n g a g e n er al a n d cl e ar e n o u g h pi ct ur e of t h e p h y si c s i n v ol v e d. F or e x a m pl e, t h e
v ari o u s p o p ul ati o n s of p arti cl e s cr e at e d b y t hi s n o v el d y n a mi c s, s u c h a s t h e ej e ct e d t e c h ni q u a nt a
a n d t h e h a dr o n s t h at f oll o w t h e b u b bl e w all s, c o ul d b e b ett er d e s cri b e d b y B olt z m a n n e q u ati o n s,
b y t h e u s e of si m ul ati o n s et c., r at h er t h a n wit h o ur si m pl e tr e at m e nt t h at f o c u s e d o n t h eir
a v er a g e pr o p erti e s. Al s o, t o n ot c h ar g e t hi s p a p er wit h t o o m u c h c o nt e nt, w e h a v e l eft t h e
st u d y of w h at w e c all e d t h e ‘ pi n g- p o n g’ r e gi m e, s e e S e c. 5. 3, t o a f ut ur e p u bli c ati o n.

Fi n all y, t hi s d y n a mi c s o p e n s br o a d er a n d e x citi n g a v e n u e s of i n v e sti g ati o n, t h at w e t hi n k
d e s er v e e x pl or ati o n. F or e x a m pl e, it w o ul d b e i nt er e sti n g t o st u d y it s i nt er pl a y wit h r e c e nt
i nt er e sti n g i d e a s r e g ar di n g p h a s e tr a n siti o n s [ 1 1, 1 6, 1 7, 3 1, 3 3, 7 8, 8 8, 9 7 – 1 0 1], or it s i m p a ct o n
t h e pr o d u cti o n of gr a vit ati o n al w a v e s i n s u p er c o ol e d c o n fi n e m e nt p h a s e tr a n siti o n s. A s f or t h e
l att er, o ur st u d y of t h e b u b bl e w all L or e nt z f a ct or i n S e c. 5 c o n stit ut e s a n e c e s s ar y fir st st e p.

A c k n o wl e d g e m e n t s

We t h a n k G é r al di n e S e r v a nt f or s e v er al pr e ci o u s di s c u s si o n s at m a n y st a g e s of t hi s w or k, a n d
f or a c ar ef ul r e a di n g of t h e m a n u s cri pt. We t h a n k B e n e di ct v o n H arli n g, Ol e k sii M at s e d o n s k yi,
P hili p S o er e n s e n, R y u s u k e Ji n n o, T h o m a s K o n st a n di n a n d Gil a d P er e z f or u s ef ul di s c u s si o n.
F S t h a n k s Ol af B e h n k e, Cl a u di o B o n ati, R o b ert o C o nti n o, Y o h ei E m a, Mi c h a el G ell er, K y o h ei
M u k ai d a, D a vi d e P a g a ni, Fr a n k T a c k m a n n a n d D a ni el e Ter e si f or a d diti o n al u s ef ul di s c u s si o n.

F u n di n g i nf o r m a ti o n T h e w or k of Y. G. a n d F. S. i s p artl y s u p p ort e d b y t h e D e ut s c h e
F or s c h u n g s g e m ei n s c h aft u n d er G er m a n y s E x c ell e n c e Str at e g y - E X C 2 1 2 1 Q u a nt u m U ni v er s e
- 3 9 0 8 3 3 3 0 6 a n d b y a PI E R S e e d Pr oj e ct f u n di n g ( Pr oj e ct I D PI F- 2 0 1 7- 7 2). F. S. i s al s o s u p-
p ort e d i n p art b y a gr a nt “ Tr e m pli n n o u v e a u x e ntr a nt s et n o u v ell e s e ntr a nt e s d e l a F SI ”. I. B.
i s p o st d o ct or al r e s e ar c h er of t h e F. R. S.- F N R S wit h t h e pr oj e ct pr oj e ct “E x pl o ri n g n e w f a c et s
of D M . ”

A W all p r o fil e of t h e e x p a n di n g b u b bl e s

T h e li g h t- dil a t o n p o t e n ti al. I n t hi s s e cti o n w e s u p p o s e t h at c o n fi n e m e nt o c c ur s fr o m t h e
c o n d e n s ati o n of a n e arl y- c o nf or m al str o n gl y-i nt er a cti n g s e ct or, w h e n a n a p pr o xi m at e s c al e-
i n v ari a n c e g et s s p o nt a n e o u sl y br o k e n. If t h e s o ur c e of e x pli cit br e a ki n g i s s m all, t h e s p o nt a n e o u s
br e a ki n g of s c al e i n v ari a n c e g e n er at e s a p s e u d o N a m b u- G ol d st o n e b o s o n, t h e dil at o n w hi c h w e
p ar a m et eri z e a s [ 1 0 2]

χ (x ) = f e
σ ( x )

f , ( 9 9)

w h er e f i s t h e c o n fi ni n g s c al e a n d w h er e σ (x ) tr a n sf or m s n o n-li n e arl y σ (x ) → σ (λ x ) + l o g λ
u n d er t h e s c al e tr a n sf or m ati o n x → λ x . It s p ot e nti al i s gi v e n b y [ 2 8]

V T = 0
χ (χ ) = c χ g 2

χ χ 4 1 −
1

1 + γ / 4

χ

f

γ

, ( 1 0 0)
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li g ht- dil at o n  p ot e nti al

f = 1  P e V

m χ = 0. 1 9 f
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N = 5

c χ = 1
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3

li g ht- dil at o n  p ot e nti al (Z O O M )

f = 1  P e V

m χ = 0. 1 9 f

T n u c = 1. 4 7 x 1 0 - 6 f

N = 5

c χ = 1

χ
=

χ
*

(w
/o
 f

ri
ct

i
o

n
)

Fi g ur e 1 0: L e ft: li g ht- dil at o n p ot e nti al wit h t e m p e r at u r e c o r r e cti o n s i n E q. ( 1 0 7) . Ri g ht: Z o o m o n t h e
t h e r m al b a r ri e r. T h e t u n n eli n g p oi nt χ ∗ , i n t h e c a s e w h e r e t h e f ri cti o n t e r m i n t h e E u cli d e a n e q u ati o n
of m oti o n i s n e gl e ct e d, i s al s o s h o w n.

wit h

γ −
1

4

m 2
χ

c χ g 2
χ f 2

< 1 , ( 1 0 1)

w h er e m χ i s t h e dil at o n m a s s. c χ i s a c o n st a nt of or d er 1, w hi c h w e fi x t o c χ = 1. T h e dil at o n
c o u pli n g c o n st a nt g χ i s c h o s e n t o r e pr o d u c e t h e gl u e b all n or m ali z ati o n

g χ
4 π

N
, ( 1 0 2)

wit h N b ei n g t h e r a n k of t h e c o n fi ni n g g a u g e gr o u p. T h e v ali dit y of t h e E F T r eli e s o n t h e
s m all n e s s of t h e p ar a m et er |γ | 1 ( h er e t a k e n n e g ati v e) w hi c h c o ntr ol s t h e si z e of t h e e x pli cit
br e a ki n g of s c al e i n v ari a n c e.

N ot e t h at i n t h e li mit w h er e |γ | 1, t h e dil at o n p ot e nti al at z er o-t e m p er at ur e r e d u c e s t o
t h e C ol e m a n- Wei n b er g p ot e nti al [ 1 0 3], e. g.

V T = 0
χ (χ )

|γ | 1
= − γ c χ g 2

χ χ 4 l o g
χ

f
. ( 1 0 3)

T h e r m al c o r r e c ti o n s. T o m o d el t h er m al e ff e ct s, w e f oll o w [ 1 7, 2 8], a n d c o n si d er t h e fi nit e-
t e m p er at ur e c orr e cti o n s g e n er at e d b y t h e p arti cl e s c h ar g e d u n d er t h e c o n fi ni n g f or c e (t h e C F T
b o s o n s)

∆ V 1 − l o o p
T (χ ) =

C F T b o s o n s

n T 4

2 π 2
J B

m 2
C F T

T 2
, wit h m C F T g χ f. ( 1 0 4)

T h e t ot al n u m b er of C F T b o s o n s n i s fi x e d t o1 2

C F T b o s o n s

n =
4 5 N 2

4
, ( 1 0 5)

1 2 T h e e ff e c ti v e n u m b e r of t e c h ni- gl u o n s i n t h e d e c o n fi n e d p h a s e 4 5 N 2 / 4 b ei n g di ff e r e nt f r o m 2 ( N 2 − 1 ) i s
a p r o p e r t y v ali d a t t h e r m al e q uili b ri u m. I t r e s ul t s f r o m t h e p e c uli a r s t r o n gl y- c o u pl e d d y n a mi c s of t h e C F T.
H o w e v e r, d u e t o t h e l a r g e w all L o r e nt z f a c t o r, t h e C F T g a s e nt e ri n g t h e w all c a n b e c o n si d e r e d a s c olli si o nl e s s, cf.
S e c. 4. 1. T hi s i s w h y i n t h e m ai n t e x t w e c o n si d e r t h e n u m b e r of t e c h ni- gl u o n s e nt e ri n g t h e w all a s g g = 2 ( N 2 − 1 ).
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i n or d er t o r e c o v er t h e fr e e e n er g y of N = 4 S U (N ) l ar g e N s u p er- Y M d u al t o a n A d S-
S c h w ar z s c hil d s p a c e-ti m e [ 1 6]

F C F T (χ = 0) − b N 2 T 4 , wit h b =
π 2

8
. ( 1 0 6)

F or si m pli cit y, w e s u p p o s e t h at t h e dil at o n d e gr e e of fr e e d o m χ still e xi st s i n t h e d e c o n fi n e d
p h a s e, s u c h t h at t h e t ot al p ot e nti al f or t h e dil at o n i s

V t o t (χ, T ) = V χ (χ ) + ∆V 1 − l o o p
T (χ ), ( 1 0 7)

w h er e V χ (χ ) a n d ∆ V 1 − l o o p
T (χ ) ar e gi v e n b y E q. ( 1 0 0) a n d E q. ( 1 0 4). We pl ot t h e p ot e nti al i n

Fi g. 1 0.

S p a c e-li k e r e gi o n: t h e b o u n c e p r o fil e. We s ol v e t h e t u n n eli n g t e m p er at ur e b y s ol vi n g t h e
e q u ati o n

Γ( T n u c ) H (T n u c ) 4 . ( 1 0 8)

wit h [ 1 0 4, 1 0 5]

Γ( T n u c ) = R − 4
0

S 4

2 π

2

e x p ( − S 4 ) , ( 1 0 9)

w h er e R 0 ∼ 1 / T n u c i s t h e b u b bl e r a di u s at n u cl e ati o n a n d S 4 i s t h e O 4 - b o u n c e a cti o n

S 4 = 2 π 2 d r r 3 1

2
φ (r ) 2 + V (φ (r )) , ( 1 1 0)

w hi c h w e c o m p ut e fr o m s ol vi n g t h e E u cli d e a n e q u ati o n of m oti o n ( d = 4)

φ (s ) +
d − 1

s
φ (s ) =

d V

d φ
, ( 1 1 1)

wit h b o u n d ar y c o n diti o n s

φ ( 0) = 0 , a n d li m
r → ∞

φ (r ) = 0 . ( 1 1 2)

s = r 2 + t2
E = r 2 − t2 i s t h e s p a c e-li k e li g ht- c o n e c o or di n at e a n d tE = i t i s t h e E u cli d e a n

ti m e.
We pl ot t h e b o u n c e pr o fil e i n l eft p a n el of Fi g. 1 1 f or gi v e n p ar a m et er s r el e v a nt f or t h e

st u d y. T h e v al u e at t h e c e nt er of t h e b u b bl e — t h e t u n n eli n g p oi nt χ ∗ — c a n b e e sti m at e d
a n al yti c all y b y e n er g y c o n s er v ati o n b et w e e n χ = χ ∗ a n d t h e f al s e v a c u u m i n χ = 0 if w e n e gl e ct
t h e fri cti o n t er m i n t h e e q u ati o n of m oti o n i n E q. ( 1 1 1),

V t o t (χ ∗ ) V t o t ( 0) →
χ ∗

f

1
√

2 l o g 1 / 4 (f / χ ∗ )

T

T c
. ( 1 1 3)

H er e ( c oi n ci d e n c e n u m eri c) T c i s t h e criti c al t e m p er at ur e, d e fi n e d w h e n t h e t w o mi ni m a of t h e
fr e e e n er g y ar e e q u al

b N 2 T 4
c =

m 2
χ f 2

1 6
, → T c =

m 2
χ f 2

1 6 b N 2

1 / 4

=
|γ | c χ g 2

χ

4 b N 2

1 / 4

f. ( 1 1 4)

T h e t u n n eli n g p oi nt χ ∗ i n a b s e n c e of fri cti o n i s s h o w n i n Fi g. 1 0, w hil e t h e t u n n eli n g p oi nt fr o m
n u m eri c all y s ol vi n g t h e b o u n c e e q u ati o n i s vi si bl e i n Fi g. 1 1. Pl u g gi n g t h e n u m b er s c h o s e n f or
m a ki n g t h e pl ot s, w e fi n d χ ∗ / f 6 .0 × 1 0 − 6 f or t h e a n al yti c al v al u e a n d χ ∗ / f 1 .6 × 1 0 − 4

f or t h e n u m eri c al v al u e. T hi s di ff er e n c e w a s e x p e ct e d si n c e t h e a n al yti c al e sti m at e n e gl e ct s t h e
fri cti o n t er m i n E q. ( 1 1 1).
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00. 10. 20. 30. 40. 5

0. 0 0 0 0 0

0. 0 0 0 0 5

0. 0 0 0 1 0

0. 0 0 0 1 5

T n u c r 2 - t2 (s p a c e - li k e)

<
χ

> 
/

f
T u n n eli n g

f = 1  P e V

m χ = 0. 1 9 f

T n u c = 1. 4 7 x 1 0 - 6 f

N = 5

c χ = 1

χ = χ *
○

li g ht- dil at o n  p ot e nti al

0. 0 0 0. 0 5 0. 1 0 0. 1 5 0. 2 0

1 0 - 4

1 0 - 3

1 0 - 2

1 0 - 1

1

T n u c t2 - r 2 (ti m e- li k e)

<
χ

> 
/

f

R olli n g a n d  d a m p e d  o s cill ati o n s

f = 1  P e V

m χ = 0. 1 9 f

T n u c = 1. 4 7 x 1 0 - 6 f

N = 5

c χ = 1χ = χ *

○
li g ht- dil at o n  p ot e nti al

Fi g ur e 1 1: L e ft: B o u n c e p r o fil e at n u cl e ati o n. It i nt e r p ol at e s b et w e e n t h e f al s e v a c u u m χ = 0 o ut si d e
t h e b u b bl e a n d t h e r el e a s e p oi nt χ ∗ at t h e c e nt e r of t h e b u b bl e. Ri g ht: E v ol uti o n of t h e s c al a r fi el d
aft e r t u n n eli n g. Fi r st, t h e s c al a r fi el d r oll s al o n g t h e s h all o w p a rt of t h e n e a rl y- c o nf o r m al p ot e nti al a n d
t h e n r e ali z e d o s cill ati o n s wit h p e ri o d ∼ f − 1 wit h a d a m pi n g ti m e T − 1

n u c f − 1 . T a ki n g i nt o a c c o u nt t h e
d e c a y of t h e s c al a r fi el d w o ul d r e d u c e t h e d a m pi n g ti m e aft e r t h e fi r st o s cill ati o n. T h e f ull b u b bl e w all
p r o fil e c a n b e o bt ai n e d aft e r c o n n e cti n g t h e t w o fi g u r e s t h r o u g h t h e t w o bl a c k ci r cl e s.

Ti m e-li k e r e gi o n: r olli n g a n d d a m p e d o s cill a ti o n s. A s s o o n a s t h e b u b bl e e x p a n d s,
t h e s c al ar fi el d st art s t o r oll t o w ar d t h e tr u e v a c u u m χ = f a n d r e ali z e d a m p e d o s cill ati o n s.
T h e fi el d d y n a mi c i s c a pt ur e d b y t h e Kl ei n- G or d o n e q u ati o n f or a n i n h o m o g e n e o u s fi el d

φ −
∂ V

∂ φ
= 0 . ( 1 1 5)

We fir st u s e t h e S O ( 3) s y m m etr y t o r e d u c e t h e 3 C art e si a n c o or di n at e s t o t h e r a di al r c o or di n at e

∂ 2 φ

∂ r 2
+

2

r

∂ φ

∂ r
−

∂ 2 φ

∂ t 2
−

∂ V

∂ φ
= 0 . ( 1 1 6)

We u s e d t h e Mi n k o w s ki m etri c si n c e w e c a n n e gl e ct t h e u ni v er s e e x p a n si o n d uri n g t h e ti m e of
b u b bl e pr o p a g ati o n. We t h e n u s e t h e S O ( 3, 1) s y m m etr y w hi c h r e d u c e s r a n d t t o t h e ti m e-li k e
li g ht- c o n e c o or di n at e s =

√
t2 − r 2 o nl y [ 3 4]

∂ 2 φ

∂ s 2
+

3

s

∂ φ

∂ s
+

∂ V

∂ φ
= 0 . ( 1 1 7)

N ot e t h e o p p o sit e si g n i n fr o nt of t h e p ot e nti al V b et w e e n t h e s p a c e-li k e ( or E u cli d e a n) e q u ati o n
of m oti o n i n E q. ( 1 1 1) a n d t h e ti m e-li k e ( or Mi n k o w s ki a n) e q u ati o n of m oti o n i n E q. ( 1 1 7). H e r e
t h e d a m pi n g i s p ur el y g e o m etri c al, r e mi ni s c e nt of t h e S O ( 3, 1) s y m m etr y a n d w e d o n ot c o n si d er
t h e d a m pi n g d u e t o t h e dil at o n d e c a y or d u e t o t h e i nt er a cti o n wit h t h e pl a s m a ( s e e e. g. [ 1 0 6]).
I n ri g ht p a n el of Fi g. 1 1, w e di s pl a y t h e s c al ar fi el d pr o fil e o bt ai n e d aft er i nt e gr ati o n of t h e
ti m e-li k e e q u ati o n i n E q. ( 1 1 7), u si n g t h e i niti al c o n diti o n χ (s = 0) = χ ∗ gi v e n b y t h e b o u n c e
s ol uti o n i n E q. ( 1 1 1).

T h e f ull b u b bl e w all p r o fil e. T h e f ull b u b bl e w all pr o fil e i s o bt ai n e d aft er m at c hi n g t h e
pr o fil e i n t h e s p a c e-li k e r e gi o n, l eft p a n el of Fi g. 1 1, wit h t h e pr o fil e i n t h e ti m e-li k e r e gi o n, ri g ht
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p a n el of Fi g. 1 1. O n e c a n s e e t h at t h e fir st c o n fi ni n g s c al e, t h at t h e i n c o mi n g t e c h ni q u a nt a ar e
s u bj e ct t o u p o n e nt eri n g t h e w all, i s t h e e xit s c al e

χ ∗ T n u c . ( 1 1 8)

O ur e x pli cit c o m p ut ati o n al s o s h o w s t h at t h e l e n gt h of t h e s e cti o n of t h e b u b bl e w all w h er e
χ = χ ∗ , i n t h e w all fr a m e, s ati s fi e s

L w T − 1
n u c , ( 1 1 9)

a s w e a s s u m e d i n E q. ( 1 6) i n t h e m ai n t e xt. T h e n, χ tr a n sit s t o it s z er o-t e m p er at ur e v al u e f
o v er a l e n gt h, i n t h e w all fr a m e, of or d er f − 1 .

B N L O p r e s s u r e o n t h e b u b bl e w all s

Tr a n si ti o n s pli t ti n g. I n S e c. 5. 1, w e h a v e pr e s e nt e d t h e r et ar di n g pr e s s ur e d u e t o t h e c h a n g e
i n i n erti a of t h e s y st e m i n c o mi n g- q u ar k + gl u o n- fl u x- att a c h e d-t o-t h e- w all w h e n e nt eri n g i n si d e
t h e c o n fi n e d p h a s e, a s w ell a s t h e r et ar di n g pr e s s ur e d u e t o t h e ej e ct e d q u ar k. I n t hi s s e cti o n
w e i ntr o d u c e a p o s si bl e c orr e cti o n w hi c h ari s e s i n pr e s e n c e of a fi nit e g a u g e c o u pli n g c o n st a nt.
T h e c orr e cti o n t er m, w hi c h i s c all e d N L O pr e s s ur e, ari s e s fr o m t h e p o s si bilit y f or t h e i n c o mi n g
p arti cl e t o r a di at e a s oft b o s o n w hi c h g et s a m a s s i n t h e br o k e n p h a s e [ 6 2]

P N L O =
a

ν a
d 3 p

( 2π ) 3
f a (p )

p z

p 0
×

b c

d P a → b c × (p z, s − k z, h − q z, h ), ( 1 2 0)

w h er e h, s st a n d s f or t h e ‘ Hi g g s’ a n d t h e s y m m etri c p h a s e s. p a n d q ar e t h e m o m e nt a of t h e
i n c o mi n g p arti cl e b ef or e a n d aft er t h e s plitti n g w hil e k i s t h e m o m e nt u m of t h e r a di at e d b o s o n.
We s u m m e d o v er all t h e s p e ci e s a li k el y t o p arti ci p at e i n t h e pr o c e s s, ν a b ei n g t h eir n u m b er of
d e gr e e s of fr e e d o m. T h e di ff e r e nti al s plitti n g pr o b a bilit y i s gi v e n b y

d P a → b c ≡
d 3 k

( 2π ) 3 2 k 0

d 3 q

( 2π ) 3 2 q 0
φ | T |k, q k, q | T |φ , ( 1 2 1)

wit h t h e tr a n siti o n el e m e nt

k, q | T |p = d 4 x k, q | Hi nt|p , ( 1 2 2)

= ( 2 π ) 3 δ (p ⊥ − k ⊥ − q ⊥ ) δ (p 0 − k 0 − q 0 ) M , ( 1 2 3)

w h er e

M ≡ d z χ ∗
k (z )χ ∗

q (z )χ k (z )V (z )χ p (z ). ( 1 2 4)

We o bt ai n [ 6 2]

P N L O =
a, b c

ν a
d 3 p

( 2π ) 3 2 p 0
f a (p )

d 3 k

( 2π ) 3 2 k 0

d 3 q

( 2π ) 3 2 q 0
[ 1 ± f k ][ 1 ± f q ] (p z, s − k z, h − q z, h )

× ( 2π ) 3 δ (p ⊥ − k ⊥ − q ⊥ ) δ (p 0 − k 0 − q 0 ) | M|2 . ( 1 2 5)

N o w w e a s s u m e p z p 0 , q z q 0 p 0 a n d k z k 0 −
m 2

V (z ) + k 2
⊥

2 k 0
, fr o m w hi c h w e g et

p z, s − k z, h − q z, h
m 2

V (z ) + k 2
⊥

2 k 0
, ( 1 2 6)

a n d

P N L O =
a, b c

ν a
d 3 p

( 2π ) 3 ( 2p 0 ) 2
f a (p )

d 2 k ⊥

( 2π ) 2

d k 0

( 2π ) 2k 0
[ 1 ± f k ][ 1 ± f p − k ]

m 2
V (z ) + k 2

⊥

2 k 0
| M|2 . ( 1 2 7)
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W K B a p p r o xi m a ti o n. N e xt, w e m a k e u s e of t h e W K B a p pr o xi m ati o n,

χ k (z ) e x p i
z

0
k z (z )d z e i k0 z e x p −

i

2 k 0

z

0
(m 2 (z ) + k 2

⊥ ) d z , ( 1 2 8)

w hi c h all o w s t o writ e t h e pr o d u ct of w a v e f u n cti o n s i n t er m s of a p h a s e- d e p e n d e nt q u a ntit y A ,

χ a (z )χ ∗
b (z )χ ∗

c (z ) = e x p
i

2 p 0

z

0
A (z ) d z , ( 1 2 9)

wit h

− A = m 2
a −

m 2
b + k 2

⊥

x
−

m 2
c + k 2

⊥

1 − x

k 2
⊥ + m 2

b

x
. ( 1 3 0)

We h a v e i ntr o d u c e d t h e v ari a bl e x ≡ k 0 / p 0 a n d a s s u m e d x 1 i n t h e l a st e q u alit y. We c a n
n o w s plit t h e i nt e gr al o v er z a cr o s s t h e w all i n E q. ( 1 2 4) i nt o a c o ntri b uti o n fr o m t h e br o k e n
p h a s e a n d a c o ntri b uti o n fr o m t h e s y m m etri c p h a s e. We a s s u m e t h at t h e v erti c e s V a n d W K B
p h a s e s A o n e a c h si d e of t h e w all ar e z -i n d e p e n d e nt a n d w e d e n ot e t h e m b y (V h , A h ) a n d ( V s ,
A s ), s u c h t h at w e o bt ai n

M V s

0

− ∞
d z e x p i z

A s

2 p 0
+ V h

∞

0
d z e x p i z

A h

2 p 0
= 2 i p0

V h

A h
−

V s

A s
. ( 1 3 1)

R a di a ti o n of a s of t t r a n s v e r s e b o s o n. It c a n b e s h o w n [ 6 2] t h at t h e m o st i m p ort a nt
pr o c e s s c o ntri b uti n g t o t h e pr e s s ur e at l ar g e p 0 i s li k el y t o b e X (p ) → V T (k ) X (q ) w h er e V T i s
a tr a n s v er s e v e ct or b o s o n. T h e c orr e s p o n di n g v ert e x f u n cti o n i s p h a s e-i n d e p e n d e nt, V h = V s ,
a n d e q u al t o

|V 2 | = 4 g 2 C 2 [R ]
1

x 2
k 2

⊥ , ( 1 3 2)

w h er e g i s t h e g a u g e c o u pli n g c o n st a nt a n d C 2 [R ] i s t h e s e c o n d c a si mir of t h e r e pr e s e nt ati o n R
of S U (N )

C 2 [R ] =
N 2 − 1

2 N if R = f u n d a m e nt al,
N if R = a dj oi nt.

( 1 3 3)

T h er ef or e, E q.( 1 3 1) b e c o m e s

| M|2 1 6 g 2 C 2 [R ] p 2
0

m 4
V

k 2
⊥ (k 2

⊥ + m 2
V ) 2

. ( 1 3 4)

w h er e w e h a v e r e pl a c e d m V ≡ m b . T h e k ⊥ i nt e gr al b e c o m e s

d 2 k ⊥

( 2π ) 2

1

k 2
⊥ (k 2

⊥ + m 2
V )

=
l o g 1 +

m 2
V

k 2
∗

4 π m 2
V

, ( 1 3 5)

w h er e k ∗ i s t h e I R c ut- o ff o n k ⊥ . It i s e x p e ct e d t o b e of or d er of t h e v e ct or m a s s k ∗ ∼ m V .

Fi n al N L O p r e s s u r e. Fi n all y, i nj e cti n g t h e l a st t w o e q u ati o n s i nt o E q. ( 1 2 7) yi el d s

P N L O =
a, b c

ν a
d 3 p

( 2π ) 3
f a (p )

d k 0

( 2π )k 2
0

[ 1 ± f k ][ 1 ± f p − k ] g 2 C 2 [R ] m 2
g

l o g 1 +
m 2

V
k 2

∗

4 π
. ( 1 3 6)

I n or d er t o m at c h t h e n ot ati o n i n t h e m ai n t e xt, w e wr ot e m V ≡ m g w h er e m g i s t h e w o ul d- b e
t e c h ni- gl u o n m a s s i n t h e c o n fi n e d p h a s e. T h e P a uli bl o c ki n g or B o s e e n h a n ci n g f a ct or 1 ± f p − k
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i s of or d er 1, w hil e 1 ± f k s u m s t o 1 w h e n c o n si d eri n g b ot h a b s or pti o n a n d e mi s si o n pr o c e s s e s.
H e n c e, t h e r e s ult si m pli fi e s t o

P N L O =
a

ν a b a C 2 [R ]
8 ζ ( 3)

π

g 2

4 π
p s m V

l o g 1 +
m 2

V
k 2

∗

k ∗ / m V
γ w p T 3

n u c m V , ( 1 3 7)

w h er e b a = 1 ( 3 / 4) f or b o s o n s (f e r mi o n s) a n d α ≡ g 2 / 4 π . T h e L or e nt z f a ct or γ w p b et w e e n
t h e t h e w all a n d t h e pl a s m a c o m e s fr o m d 3 p . We h a v e i ntr o d u c e d p s ≤ 1 t o e n c o d e t h e
s u p pr e s si o n fr o m p h a s e- s p a c e s at ur ati o n of t h e e mitt e d s oft t e c h ni- gl u o n, w hi c h i s i m p ort a nt f or
l ar g e c o u pli n g g c o nf , a n d w hi c h w e j u stif y i n t h e n e xt p ar a gr a p h.

P h a s e- s p a c e s a t u r a ti o n. At or d er g 4 , t h e e mitt e d g a u g e b o s o n c a n i nt er a ct a m o n g e a c h
ot h er. T h e s e pr o c e s s e s ar e w ei g ht e d b y g 2 f (k ) wit h r e s p e ct t o N L O c a s e st u di e d i n t h e l a st
s e cti o n. T h e o c c u p a n c y f u n cti o n f (k ) c a n b e e sti m at e d t o b e of or d er

f (k ) ∼
n

∆ k
∼

g 2 γ w p T 3
n u c

m 3
V

, ( 1 3 8)

w h er e ∆ k ∼ m 3
V i s t h e a v ail a bl e p h a s e s p a c e a n d n ∼ P 1 → 2 / (p z − k z − q z ) wit h ( p z − k z − q z ) ∼ m V .

H e n c e, w e c a n n ot c o n si d er t h e i n di vi d u al tr a n siti o n s plitti n g pr o c e s s e s a s i n d e p e n d e nt fr o m
e a c h ot h er a s s o o n a s

γ w p

m 3
V

g 4 T 3
n u c

. ( 1 3 9)

At s u c h l ar g e γ w p , w e e x p e ct t h e N L O pr e s s ur e t o c h a n g e b e h a vi or. S e e [ 6 2] f or m or e d et ail s
a n d p arti c ul arl y a b o ut s o m e hi nt s of P N L O g oi n g fr o m ∝ γ w p t o γ 4 / 7

w p . F or si m pli cit y, w e j u st
e n c o d e t hi s e ff e ct i nt o t h e c o e ffi ci e nt p s ≤ 1 i n E q. ( 1 3 7).

C a s e of a S U (N ) c o n fi ni n g s e c t o r. I n t h e s c e n ari o w e ar e i nt er e st e d, t h e d e c o n fi n e d p h a s e
c o nt ai n s g q t e c h ni- q u ar k a n d g g t e c h ni- gl u o n s, a n d t h e N L O pr e s s ur e w o ul d b e i n d u c e d b y t h e
p o s si bilit y f or t h e s e t e c h ni- q u a nt a, t o r a di at e a s oft t e c h ni- gl u o n a c q uiri n g a m a s s m V = m g i n
t h e c o n fi n e d p h a s e. H e n c e, E q. ( 1 3 7) b e c o m e s

P N L O g g C 2 [g ] +
3

4
g q C 2 [q ]

8 ζ ( 3)

π

g 2
c o nf

4 π
p s

l o g 1 +
m 2

g

k 2
∗

k ∗ / m g
γ w p T 3

n u c m g . ( 1 4 0)

w h er e g c o nf i s t h e g a u g e c o u pli n g of t h e c o n fi ni n g gr o u p, a n d w h er e C 2 [g ] = N , C 2 [q ] = (N 2 −
1) / 2 N if t h e c o n fi ni n g g a u g e gr o u p i s S U (N ). N ot e t h at i n t h e p ar a m et er s p a c e w hi c h w e
c o n si d er ( c v a c = 0 .0 1, g T C = 7 8) t h e L O pr e s s ur e i n E q. ( 4 0) pr e v e nt s t h e c o n diti o n i n E q. ( 1 3 9)
t o b e s ati s fi e d s u c h t h at w e e x p e ct p s t o b e cl o s e t o u nit y.

C E x a m pl e e s ti m a t e s of t h e s t ri n g t o D M b r a n c hi n g r a ti o

I n S e c. 4. 2, w e h a v e di s c u s s e d t h at, aft er s u p er c o oli n g, t h e q u ar k s e nt er i n si d e t h e c o n fi n e d p h a s e,
wit h a t y pi c al s e p er ati o n ∼ T − 1

n u c , m u c h l ar g er t h a n t h e c o n fi ni n g s c al e f , s u c h t h at a hi g hl y
e n er g eti c fl u xt u b e f or m s. We h a v e s h o w n t h at t hi s stri n g, w hi c h i s u n st a bl e u n d er q u ar k- a nti-
q u ar k p air n u cl e ati o n, br e a k s i nt o K s t ri n g pi e c e s. T h e d y n a mi c s of stri n g s i s t h e n al s o r el e v a nt i n
t h e pr o c e s s e s of d e e p i n el a sti c s c att eri n g s of s e cti o n 8. I n t hi s s e cti o n, w e e sti m at e t h e br a n c hi n g
r ati o of a stri n g t o a gi v e n h a dr o n i, i ntr o d u c e d i n E q. ( 9 6), i n t w o di ff er e nt c a s e s. Fir st, w h e n i
i s a li g ht m e s o n, i n w hi c h c a s e w e e x p e ct t h e yi el d of i t o b e i n d e p e n d e nt of it s m a s s a n d gi v e n
b y a c o m bi n at ori c f a ct or i m pl yi n g t h e n u m b er of fl a v or s. S e c o n d, w h e n i i s a h e a v y b ar y o n i n
w hi c h c a s e o n e e x p e ct s t h e yi el d t o b e B olt z m a n n s u p pr e s s e d.
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Li g h t m e s o n – C o m bi n a t o ri c s

I n t h e li mit of l ar g e stri n g e n er g y, E C M f , o n e e x p e ct s t h e fr a g m e nt ati o n of t h e stri n g t o
b e d e m o cr ati c wit h r e s p e ct t o t h e di ff er e nt b o u n d- st at e s if t h e y ar e li g ht e n o u g h. I n t h at c a s e,
t h e stri n g-t o-i br a n c hi n g r ati o i s gi v e n b y a c o m bi n at ori c f a ct or d e p e n di n g o n t h e n u m b er of
fl a v or s N f a n d t h e n u m b er of q u ar k c o n stit u e nt s ( eit h er 2 f or m e s o n a n d N T C f or b ar y o n s). I n
t h e p arti c ul ar c a s e of a li g ht m e s o n q 1 q̄ 2 , o n e o bt ai n s

Br( stri n g → i) =
1 / N 2

f , if q 1 = q 2 ,

2 / N 2
f , if q 1 = q 2 .

( 1 4 1)

H e a v y b a r y o n – B ol t z m a n n s u p p r e s si o n

F or t hi s e x a m pl e a u s ef ul m o d el f or u s will b e t h e t h er m al o n e [ 1 0 7 – 1 1 0], w hi c h w a s a bl e t o fit
L E P d at a of p arti cl e yi el d s u p t o a 1 0 % err or [ 1 1 1], e v e n wit h a n i niti al st at e f ar fr o m t h er m al
e q uili bri u m. I n t hi s m o d el, t h e yi el d of h e a v y m e s o ni c or b ar y o ni c r e s o n a n c e s i s s u p pr e s s e d b y
a B olt z m a n n f a ct or [ 1 0 7 – 1 1 0], i n w hi c h t h e str o n g s c al e pl a y s t h e u s u al r ol e of t e m p e r at ur e.
T h e yi el d of h e a v y r e s o n a n c e s c a n b e m o d ell e d b y

N i ∼ A i
( 2J i + 1)

E x p [ M i / B i ]
, ( 1 4 2)

w h er e M i a n d J i ar e t h e m a s s a n d s pi n of t h e st at e i r e s p e cti v el y. H er e A i i s a n o v er all
n or m ali s ati o n, w hi c h will d e p e n d o n w h et h er t h e p arti cl e i s a p s e u d o s c al ar m e s o n, v e ct or m e s o n,
or b ar y o n et c. I n Q C D it w a s f o u n d t o di ff er b y 1 0 b et w e e n v e ct or m e s o n s, t e n s or m e s o n s,
a n d b ar y o n s [ 1 1 0]. F or t h e s e p arti cl e s B i w a s f o u n d t o b e a c o m m o n f a ct or b et w e e n t h e gr o u p s,
B i ≡ B ∼ 1 5 0 M e V [ 1 1 0]. N ot e t h e p s e u d o s c al ar m e s o n s i n Q C D, h o w e v er, w hi c h ar e li g ht er,
f oll o w a s oft er s p e ctr u m.

F oll o wi n g t h e a b o v e di s c u s si o n, w e s h all c o n str u ct a t o y m o d el f or t h e b ar y o ni c p arti cl e yi el d
fr o m o ur stri n g fr a g m e nt ati o n. I n or d er t o r et ai n s o m e si m pli cit y i n o ur m o d el w e will c o n si d er
all p arti cl e s t o s h ar e a c o m m o n B i = m ∗ = g ∗ f . I n o ur t o y m o d el w e c o n si d er S U (N c ) t h e ori e s,
wit h t e c h ni q u ar k s i n t h e f u n d a m e nt al r e pr e s e nt ati o n, i n w hi c h b ar y o n s will c o nt ai n N c q u ar k s.
M e s o n s o n t h e ot h e r h a n d will c o nt ai n a t e c h ni- q u ar k- a nti- q u ar k p air i n d e p e n d e nt of N c . I n
or d er t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e r e d u c e d pr o b a bilit y of cr e ati n g a b ar y o n a s o p p o s e d t o a m e s o n
it i s t h er ef or e s uit a bl e t o i n cl u d e a n a d diti o n al s u p pr e s si o n i n t h e pr ef a ct or A i f or b ar y o n s [ 1 1 2]

p B i =






1

1 + 2 N c − 1 / N c
, if i i s a b ar y o n,

1 , if i i s a m e s o n.

( 1 4 3)

Ot h er t h a n t hi s w e t a k e a c o m m o n A i = p B i A . A p pl yi n g e n er g y c o n s er v ati o n, w e t h u s fi n d t h e
a v er a g e n u m b er of t h e c o m p o sit e st at e i pr o d u c e d p er stri n g br e a ki n g t o b e

N i
p B i ( 2J i + 1)

E x p [ M i / m π ]
k

p B j ( 2J k + 1)

E x p [ M k / m π ]

M k

m π

− 1

N ψ ≡ B R i N ψ , ( 1 4 4)

w h er e t h e s u m r u n s o v er all t h e st at e s i n t h e s p e ctr u m, a n d w e r e mi n d t h at π d e n ot e s t h e
li g ht e st c o m p o sit e st at e( s). I n t hi s c a s e it i s cl e arl y p o s si bl e t o h a v e a hi g hl y s u p pr e s s e d B R i ,
e. g. B R i 1 0 − 6 f or m i = m ∗ 4 π f , m π f , N c = 1 0, N π = 3.

R ef e r e n c e s

[ 1] O. A nti pi n, M. R e di, A. Str u mi a a n d E. Vi gi a ni, A c ci d e nt al C o m p o sit e D a r k M att e r , J H E P 0 7
( 2 0 1 5) 0 3 9, [ 1 5 0 3 . 0 8 7 4 9 ].

4 2

http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2015)039
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2015)039
http://arxiv.org/abs/1503.08749


[ 2] R. C o nti n o, T h e Hi g g s a s a C o m p o sit e N a m b u- G ol d st o n e B o s o n , i n P h y si c s of t h e l a r g e a n d t h e
s m all, T A SI 0 9, p r o c e e di n g s of t h e T h e o r eti c al A d v a n c e d St u d y I n stit ut e i n El e m e nt a r y P a rti cl e
P h y si c s, B o ul d e r, C ol o r a d o, U S A, 1- 2 6 J u n e 2 0 0 9 , p p. 2 3 5 – 3 0 6, 2 0 1 1. 1 0 0 5 . 4 2 6 9 . D OI.

[ 3] G. P a ni c o a n d A. W ul z e r, T h e C o m p o sit e N a m b u- G ol d st o n e Hi g g s , L e ct. N ot e s P h y s. 9 1 3 ( 2 0 1 6)
p p. 1 – 3 1 6, [ 1 5 0 6 . 0 1 9 6 1 ].

[ 4] M. G ell er a n d O. Tel e m, H ol o g r a p hi c T wi n Hi g g s M o d el , P h y s. R e v. L ett. 1 1 4 ( 2 0 1 5) 1 9 1 8 0 1,
[1 4 1 1 . 2 9 7 4 ].

[ 5] R. B ar bi eri, D. Gr e c o, R. R att a z zi a n d A. W ul z er, T h e C o m p o sit e T wi n Hi g g s s c e n a ri o , J H E P
0 8 ( 2 0 1 5) 1 6 1, [ 1 5 0 1 . 0 7 8 0 3 ].

[ 6] M. L o w, A. Te si a n d L.- T. W a n g, T wi n Hi g g s m e c h a ni s m a n d a c o m p o sit e Hi g g s b o s o n , P h y s.
R e v. D 9 1 ( 2 0 1 5) 0 9 5 0 1 2, [ 1 5 0 1 . 0 7 8 9 0 ].

[ 7] Z. C h a c k o, H.- S. G o h a n d R. H ar ni k, T h e T wi n Hi g g s: N at u r al el e ct r o w e a k b r e a ki n g f r o m mi r r o r
s y m m et r y , P h y s. R e v. L ett. 9 6 ( 2 0 0 6) 2 3 1 8 0 2, [ h e p - p h / 0 5 0 6 2 5 6 ].

[ 8] D. B. K a pl a n, Fl a v o r at S S C e n e r gi e s: A N e w m e c h a ni s m f o r d y n a mi c all y g e n e r at e d f e r mi o n
m a s s e s , N u cl. P h y s. B 3 6 5 ( 1 9 9 1) 2 5 9 – 2 7 8.

[ 9] V. A. R u b a k o v, G r a n d u ni fi c ati o n a n d h e a v y a xi o n , J E T P L ett. 6 5 ( 1 9 9 7) 6 2 1 – 6 2 4,
[h e p - p h / 9 7 0 3 4 0 9 ].

[ 1 0] M. R e di a n d R. S at o, C o m p o sit e A c ci d e nt al A xi o n s , J H E P 0 5 ( 2 0 1 6) 1 0 4, [ 1 6 0 2 . 0 5 4 2 7 ].

[ 1 1] T. K o n st a n di n a n d G. S er v a nt, N at u r al C ol d B a r y o g e n e si s f r o m St r o n gl y I nt e r a cti n g El e ct r o w e a k
S y m m et r y B r e a ki n g , J C A P 1 1 0 7 ( 2 0 1 1) 0 2 4, [ 1 1 0 4 . 4 7 9 3 ].

[ 1 2] G. S er v a nt, B a r y o g e n e si s f r o m St r o n g C P Vi ol ati o n a n d t h e Q C D A xi o n , P h y s. R e v. L ett. 1 1 3
( 2 0 1 4) 1 7 1 8 0 3, [ 1 4 0 7 . 0 0 3 0 ].

[ 1 3] R. D. Pi s ar s ki a n d F. Wil c z e k, R e m a r k s o n t h e C hi r al P h a s e Tr a n siti o n i n C h r o m o d y n a mi c s ,
P h y s. R e v. D 2 9 ( 1 9 8 4) 3 3 8 – 3 4 1.

[ 1 4] E. Witt e n, C o s mi c S e p a r ati o n of P h a s e s , P h y s. R e v. D 3 0 ( 1 9 8 4) 2 7 2 – 2 8 5.

[ 1 5] A. J. H el m b ol dt, J. K u b o a n d S. v a n d er W o u d e, O b s e r v ati o n al p r o s p e ct s f o r g r a vit ati o n al w a v e s
f r o m hi d d e n o r d a r k c hi r al p h a s e t r a n siti o n s, P h y s. R e v. D 1 0 0 ( 2 0 1 9) 0 5 5 0 2 5, [ 1 9 0 4 . 0 7 8 9 1 ].

[ 1 6] P. Cr e mi n elli, A. Ni c oli s a n d R. R att a z zi, H ol o g r a p h y a n d t h e el e ct r o w e a k p h a s e t r a n siti o n , J H E P
0 3 ( 2 0 0 2) 0 5 1, [ h e p - t h / 0 1 0 7 1 4 1 ].

[ 1 7] L. R a n d all a n d G. S er v a nt, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m w a r p e d s p a c eti m e , J H E P 0 5 ( 2 0 0 7) 0 5 4,
[h e p - p h / 0 6 0 7 1 5 8 ].

[ 1 8] G. N ar di ni, M. Q uir o s a n d A. W ul z er, A C o n fi ni n g St r o n g Fi r st- O r d e r El e ct r o w e a k P h a s e
Tr a n siti o n , J H E P 0 9 ( 2 0 0 7) 0 7 7, [ 0 7 0 6 . 3 3 8 8 ].

[ 1 9] T. K o n st a n di n, G. N ar di ni a n d M. Q uir o s, G r a vit ati o n al B a c k r e a cti o n E ff e ct s o n t h e H ol o g r a p hi c
P h a s e Tr a n siti o n , P h y s. R e v. D 8 2 ( 2 0 1 0) 0 8 3 5 1 3, [ 1 0 0 7 . 1 4 6 8 ].

[ 2 0] E. W. K ol b a n d S. W olfr a m, S p o nt a n e o u s S y m m et r y B r e a ki n g a n d t h e E x p a n si o n R at e of t h e
E a rl y U ni v e r s e , A st r o p h y s. J. 2 3 9 ( 1 9 8 0) 4 2 8.

[ 2 1] T. H a m b y e, A. Str u mi a a n d D. Ter e si, S u p e r- c o ol D a r k M att e r , J H E P 0 8 ( 2 0 1 8) 1 8 8,
[1 8 0 5 . 0 1 4 7 3 ].

[ 2 2] T. B arr eir o, E. J. C o p el a n d, D. H. L yt h a n d T. Pr o k o p e c, S o m e a s p e ct s of t h e r m al i n fl ati o n: T h e
Fi nit e t e m p e r at u r e p ot e nti al a n d t o p ol o gi c al d ef e ct s , P h y s. R e v. D 5 4 ( 1 9 9 6) 1 3 7 9 – 1 3 9 2,
[h e p - p h / 9 6 0 2 2 6 3 ].

4 3

http://arxiv.org/abs/1005.4269
http://dx.doi.org/10.1142/9789814327183_0005
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-22617-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-22617-0
http://arxiv.org/abs/1506.01961
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.114.191801
http://arxiv.org/abs/1411.2974
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP08(2015)161
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP08(2015)161
http://arxiv.org/abs/1501.07803
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.095012
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.91.095012
http://arxiv.org/abs/1501.07890
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.231802
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0506256
http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(05)80021-5
http://dx.doi.org/10.1134/1.567390
http://arxiv.org/abs/hep-ph/9703409
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP05(2016)104
http://arxiv.org/abs/1602.05427
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2011/07/024
http://arxiv.org/abs/1104.4793
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.171803
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.171803
http://arxiv.org/abs/1407.0030
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.29.338
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.30.272
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.100.055025
http://arxiv.org/abs/1904.07891
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2002/03/051
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2002/03/051
http://arxiv.org/abs/hep-th/0107141
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2007/05/054
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0607158
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2007/09/077
http://arxiv.org/abs/0706.3388
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.82.083513
http://arxiv.org/abs/1007.1468
http://dx.doi.org/10.1086/158126
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP08(2018)188
http://arxiv.org/abs/1805.01473
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.54.1379
http://arxiv.org/abs/hep-ph/9602263


[ 2 3] R. E a st h er, J. T. Gi bli n, Jr., E. A. Li m, W.-I. P ar k a n d E. D. St e w art, T h e r m al I n fl ati o n a n d t h e
G r a vit ati o n al W a v e B a c k g r o u n d , J C A P 0 8 0 5 ( 2 0 0 8) 0 1 3, [ 0 8 0 1 . 4 1 9 7 ].

[ 2 4] I. B al d e s, Y. G o utt e n oir e, F. S al a a n d G. S er v a nt, S u p e r c o oli n g of D a r k M att e r i n t h e C o m p o sit e
Hi g g s S c e n a ri o ( T o A p p e a r ) , 2 0 m m . n n n n n .

[ 2 5] W. A. B ar d e e n, C. N. L e u n g a n d S. T. L o v e, T h e Dil at o n a n d C hi r al S y m m et r y B r e a ki n g , P h y s.
R e v. L ett. 5 6 ( 1 9 8 6) 1 2 3 0.

[ 2 6] B. v o n H arli n g a n d G. S er v a nt, Q C D-i n d u c e d El e ct r o w e a k P h a s e Tr a n siti o n , J H E P 0 1 ( 2 0 1 8)
1 5 9, [ 1 7 1 1 . 1 1 5 5 4 ].

[ 2 7] S. Br u g gi s s er, B. V o n H arli n g, O. M at s e d o n s k yi a n d G. S er v a nt, B a r y o n A s y m m et r y f r o m a
C o m p o sit e Hi g g s B o s o n , P h y s. R e v. L ett. 1 2 1 ( 2 0 1 8) 1 3 1 8 0 1, [ 1 8 0 3 . 0 8 5 4 6 ].

[ 2 8] S. Br u g gi s s er, B. V o n H arli n g, O. M at s e d o n s k yi a n d G. S er v a nt, El e ct r o w e a k P h a s e Tr a n siti o n
a n d B a r y o g e n e si s i n C o m p o sit e Hi g g s M o d el s , J H E P 1 2 ( 2 0 1 8) 0 9 9, [ 1 8 0 4 . 0 7 3 1 4 ].

[ 2 9] P. B ar at ell a, A. P o m ar ol a n d F. R o m pi n e v e, T h e S u p e r c o ol e d U ni v e r s e , J H E P 0 3 ( 2 0 1 9) 1 0 0,
[1 8 1 2 . 0 6 9 9 6 ].

[ 3 0] K. A g a s h e, P. D u, M. E k ht er a c hi a n, S. K u m ar a n d R. S u n dr u m, C o s m ol o gi c al P h a s e Tr a n siti o n
of S p o nt a n e o u s C o n fi n e m e nt , 1 9 1 0 . 0 6 2 3 8 .

[ 3 1] L. D ell e R o s e, G. P a ni c o, M. R e di a n d A. Te si, G r a vit ati o n al W a v e s f r o m S u p e r c o ol A xi o n s ,
J H E P 0 4 ( 2 0 2 0) 0 2 5, [ 1 9 1 2 . 0 6 1 3 9 ].

[ 3 2] B. V o n H arli n g, A. P o m ar ol, O. P uj ol s a n d F. R o m pi n e v e, P e c c ei- Q ui n n P h a s e Tr a n siti o n at
LI G O , 1 9 1 2 . 0 7 5 8 7 .

[ 3 3] I. M. Bl o c h, C. C s ki, M. G ell er a n d T. V ol a n s k y, C r u n c hi n g A w a y t h e C o s m ol o gi c al C o n st a nt
P r o bl e m: D y n a mi c al S el e cti o n of a S m all Λ, 1 9 1 2 . 0 8 8 4 0 .

[ 3 4] R. Ji n n o, T. K o n st a n di n a n d M. T a ki m ot o, R el ati vi sti c b u b bl e c olli si o n s – a cl o s e r l o o k ,
1 9 0 6 . 0 2 5 8 8 .

[ 3 5] C. M øll er, G e n e r al p r o p e rti e s of t h e c h a r a ct e ri sti c m at ri x i n t h e t h e o r y of el e m e nt a r y p a rti cl e s ,
1 9 4 5.

[ 3 6] K. Gri e st a n d M. K a mi o n k o w s ki, U nit a rit y Li mit s o n t h e M a s s a n d R a di u s of D a r k M att e r
P a rti cl e s , P h y s. R e v. L ett. 6 4 ( 1 9 9 0) 6 1 5.

[ 3 7] P. G o n d ol o a n d G. G el mi ni, C o s mi c a b u n d a n c e s of st a bl e p a rti cl e s: I m p r o v e d a n al y si s , N u cl.
P h y s. B 3 6 0 ( 1 9 9 1) 1 4 5 – 1 7 9.

[ 3 8] M. B arr o s o M a n c h a, T. Pr o k o p e c a n d B. S wi e z e w s k a, Fi el d t h e o r eti c d e ri v ati o n of b u b bl e w all
f o r c e, 2 0 0 5 . 1 0 8 7 5 .

[ 3 9] E. Ei c ht e n, K. G ottfri e d, T. Ki n o s hit a, J. B. K o g ut, K. D. L a n e a n d T.- M. Y a n, T h e S p e ct r u m of
C h a r m o ni u m , P h y s. R e v. L ett. 3 4 ( 1 9 7 5) 3 6 9 – 3 7 2.

[ 4 0] C. B. T h or n, A s y m pt oti c Fr e e d o m i n t h e I n fi nit e M o m e nt u m Fr a m e , P h y s. R e v. D 2 0 ( 1 9 7 9) 1 9 3 4.

[ 4 1] J. Gr e e n sit e, M o nt e C a rl o E vi d e n c e f o r t h e Gl u o n C h ai n M o d el of Q C D St ri n g F o r m ati o n , N u cl.
P h y s. B 3 1 5 ( 1 9 8 9) 6 6 3 – 6 8 0.

[ 4 2] G. I. P o uli s, A b eli a n d o mi n a n c e a n d a dj oi nt s o u r c e s i n l atti c e Q C D , P h y s. R e v. D 5 4 ( 1 9 9 6)
6 9 7 4 – 6 9 8 5, [ h e p - l a t / 9 6 0 1 0 1 3 ].

[ 4 3] Y.- K. K o, D e ri v ati o n of a q u a r k c o n fi n e m e nt p ot e nti al f r o m Q C D , n u c l - t h / 9 9 0 1 0 2 5 .

[ 4 4] J. Gr e e n sit e a n d C. B. T h or n, Gl u o n c h ai n m o d el of t h e c o n fi ni n g f o r c e , J H E P 0 2 ( 2 0 0 2) 0 1 4,
[h e p - p h / 0 1 1 2 3 2 6 ].

4 4

http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2008/05/013
http://arxiv.org/abs/0801.4197
http://arxiv.org/abs/20mm.nnnnn
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.56.1230
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.56.1230
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2018)159
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP01(2018)159
http://arxiv.org/abs/1711.11554
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.121.131801
http://arxiv.org/abs/1803.08546
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP12(2018)099
http://arxiv.org/abs/1804.07314
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP03(2019)100
http://arxiv.org/abs/1812.06996
http://arxiv.org/abs/1910.06238
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP04(2020)025
http://arxiv.org/abs/1912.06139
http://arxiv.org/abs/1912.07587
http://arxiv.org/abs/1912.08840
http://arxiv.org/abs/1906.02588
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.64.615
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(91)90438-4
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(91)90438-4
http://arxiv.org/abs/2005.10875
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.34.369, 10.1103/PhysRevLett.36.1276
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.20.1934
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(89)90007-2
http://dx.doi.org/10.1016/0550-3213(89)90007-2
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.54.6974
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.54.6974
http://arxiv.org/abs/hep-lat/9601013
http://arxiv.org/abs/nucl-th/9901025
http://dx.doi.org/10.1088/1126-6708/2002/02/014
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0112326


[ 4 5] K. B ar d a k ci a n d C. B. T h or n, A M e a n fi el d a p p r o xi m ati o n t o t h e w o rl d s h e et m o d el of pl a n a r
p hi * * 3 fi el d t h e o r y , N u cl. P h y s. B 6 5 2 ( 2 0 0 3) 1 9 6 – 2 2 8, [ h e p - t h / 0 2 0 6 2 0 5 ].

[ 4 6] J. Gr e e n sit e a n d S. Ol ej ni k, C o ul o m b e n e r g y, v o rti c e s, a n d c o n fi n e m e nt , P h y s. R e v. D 6 7 ( 2 0 0 3)
0 9 4 5 0 3, [ h e p - l a t / 0 3 0 2 0 1 8 ].

[ 4 7] J. Gr e e n sit e, T h e C o n fi n e m e nt p r o bl e m i n l atti c e g a u g e t h e o r y , P r o g. P a rt. N u cl. P h y s. 5 1 ( 2 0 0 3)
1, [ h e p - l a t / 0 3 0 1 0 2 3 ].

[ 4 8] A. P. Tr a wi s ki, S. D. G a z e k, S. J. Br o d s k y, G. F. d e Tr a m o n d a n d H. G. D o s c h, E ff e cti v e
c o n fi ni n g p ot e nti al s f o r Q C D , P h y s. R e v. D 9 0 ( 2 0 1 4) 0 7 4 0 1 7, [ 1 4 0 3 . 5 6 5 1 ].

[ 4 9] J. B ul a v a, B. Hr z, F. K n e c htli, V. K o c h, G. M oir, C. M or ni n g st ar et al., St ri n g b r e a ki n g b y li g ht
a n d st r a n g e q u a r k s i n Q C D , P h y s. L ett. B 7 9 3 ( 2 0 1 9) 4 9 3 – 4 9 8, [ 1 9 0 2 . 0 4 0 0 6 ].

[ 5 0] G. S. B ali, Q C D f o r c e s a n d h e a v y q u a r k b o u n d st at e s , P h y s. R e pt. 3 4 3 ( 2 0 0 1) 1 – 1 3 6,
[h e p - p h / 0 0 0 1 3 1 2 ].

[ 5 1] G. Ri p k a, D u al s u p e r c o n d u ct o r m o d el s of c ol o r c o n fi n e m e nt , v ol. 6 3 9. 2 0 0 4, 1 0. 1 0 0 7 / b 9 4 8 0 0.

[ 5 2] M. J. Str a s sl er, W h y U n p a rti cl e M o d el s wit h M a s s G a p s a r e E x a m pl e s of Hi d d e n V all e y s ,
0 8 0 1 . 0 6 2 9 .

[ 5 3] E. C o nt e, B. F u k s a n d G. S err et, M a d A n al y si s 5, A U s e r- Fri e n dl y Fr a m e w o r k f o r C olli d e r
P h e n o m e n ol o g y , C o m p ut. P h y s. C o m m u n. 1 8 4 ( 2 0 1 3) 2 2 2 – 2 5 6, [ 1 2 0 6 . 1 5 9 9 ].

[ 5 4] J. Al w all, R. Fr e d eri x, S. Fri xi o n e, V. Hir s c hi, F. M alt o ni, O. M att el a er et al., T h e a ut o m at e d
c o m p ut ati o n of t r e e-l e v el a n d n e xt-t o-l e a di n g o r d e r di ff e r e nti al c r o s s s e cti o n s, a n d t h ei r m at c hi n g
t o p a rt o n s h o w e r si m ul ati o n s, J H E P 0 7 ( 2 0 1 4) 0 7 9, [ 1 4 0 5 . 0 3 0 1 ].

[ 5 5] T. Sj str a n d, S. A s k, J. R. C hri sti a n s e n, R. C or k e, N. D e s ai, P. Ilt e n et al., A n I nt r o d u cti o n t o
P Y T HI A 8. 2 , C o m p ut. P h y s. C o m m u n. 1 9 1 ( 2 0 1 5) 1 5 9 – 1 7 7, [ 1 4 1 0 . 3 0 1 2 ].

[ 5 6] R. P. Fe y n m a n, Ve r y hi g h- e n e r g y c olli si o n s of h a d r o n s , P h y s. R e v. L ett. 2 3 ( 1 9 6 9) 1 4 1 5 – 1 4 1 7.

[ 5 7] J. F. Gr o s s e- O etri n g h a u s a n d K. R e y g er s, C h a r g e d- P a rti cl e M ulti pli cit y i n P r ot o n- P r ot o n
C olli si o n s , J. P h y s. G 3 7 ( 2 0 1 0) 0 8 3 0 0 1, [ 0 9 1 2 . 0 0 2 3 ].

[ 5 8] A. K u m ar, B. K. Si n g h, P. K. Sri v a st a v a a n d C. P. Si n g h, W o u n d e d Q u a r k s a n d M ulti pli cit y at
R el ati vi sti c I o n C olli d e r s , E u r. P h y s. J. Pl u s 1 2 8 ( 2 0 1 3) 4 5, [ 1 2 1 0 . 1 3 2 3 ].

[ 5 9] M. L. R o si n, E n e r g y d e p e n d e n c e of t h e m e a n c h a r g e d m ulti pli cit y i n d e e p i n el a sti c s c att e ri n g wit h
Z E U S at H E R A . P h D t h e si s, Wi s c o n si n U., M a di s o n, 2 0 0 6.

[ 6 0] B. A n d er s s o n, G. G u st af s o n, G. I n g el m a n a n d T. Sj o str a n d, P a rt o n Fr a g m e nt ati o n a n d St ri n g
D y n a mi c s , P h y s. R e pt. 9 7 ( 1 9 8 3) 3 1 – 1 4 5.

[ 6 1] D. B o d e k er a n d G. D. M o or e, C a n el e ct r o w e a k b u b bl e w all s r u n a w a y ? , J C A P 0 9 0 5 ( 2 0 0 9) 0 0 9,
[0 9 0 3 . 4 0 9 9 ].

[ 6 2] D. B o d e k er a n d G. D. M o or e, El e ct r o w e a k B u b bl e W all S p e e d Li mit , J C A P 1 7 0 5 ( 2 0 1 7) 0 2 5,
[1 7 0 3 . 0 8 2 1 5 ].

[ 6 3] C. C a pri ni et al., S ci e n c e wit h t h e s p a c e- b a s e d i nt e rf e r o m et e r e LI S A. II: G r a vit ati o n al w a v e s f r o m
c o s m ol o gi c al p h a s e t r a n siti o n s , J C A P 1 6 0 4 ( 2 0 1 6) 0 0 1, [ 1 5 1 2 . 0 6 2 3 9 ].

[ 6 4] C. C a pri ni et al., D et e cti n g g r a vit ati o n al w a v e s f r o m c o s m ol o gi c al p h a s e t r a n siti o n s wit h LI S A: a n
u p d at e , J C A P 0 3 ( 2 0 2 0) 0 2 4, [ 1 9 1 0 . 1 3 1 2 5 ].

[ 6 5] J. Elli s, M. L e wi c ki, J. M. N o a n d V. V a s k o n e n, G r a vit ati o n al w a v e e n e r g y b u d g et i n st r o n gl y
s u p e r c o ol e d p h a s e t r a n siti o n s , J C A P 0 6 ( 2 0 1 9) 0 2 4, [ 1 9 0 3 . 0 9 6 4 2 ].

[ 6 6] A. K o s o w s k y a n d M. S. T ur n er, G r a vit ati o n al r a di ati o n f r o m c olli di n g v a c u u m b u b bl e s: e n v el o p e
a p p r o xi m ati o n t o m a n y b u b bl e c olli si o n s , P h y s. R e v. D 4 7 ( 1 9 9 3) 4 3 7 2 – 4 3 9 1,
[a s t r o - p h / 9 2 1 1 0 0 4 ].

4 5

http://dx.doi.org/10.1016/S0550-3213(03)00004-X
http://arxiv.org/abs/hep-th/0206205
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.67.094503
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.67.094503
http://arxiv.org/abs/hep-lat/0302018
http://dx.doi.org/10.1016/S0146-6410(03)90012-3
http://dx.doi.org/10.1016/S0146-6410(03)90012-3
http://arxiv.org/abs/hep-lat/0301023
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.90.074017
http://arxiv.org/abs/1403.5651
http://dx.doi.org/10.1016/j.physletb.2019.05.018
http://arxiv.org/abs/1902.04006
http://dx.doi.org/10.1016/S0370-1573(00)00079-X
http://arxiv.org/abs/hep-ph/0001312
http://dx.doi.org/10.1007/b94800
http://arxiv.org/abs/0801.0629
http://dx.doi.org/10.1016/j.cpc.2012.09.009
http://arxiv.org/abs/1206.1599
http://dx.doi.org/10.1007/JHEP07(2014)079
http://arxiv.org/abs/1405.0301
http://dx.doi.org/10.1016/j.cpc.2015.01.024
http://arxiv.org/abs/1410.3012
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.23.1415
http://dx.doi.org/10.1088/0954-3899/37/8/083001
http://arxiv.org/abs/0912.0023
http://dx.doi.org/10.1140/epjp/i2013-13045-9
http://arxiv.org/abs/1210.1323
http://dx.doi.org/10.1016/0370-1573(83)90080-7
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2009/05/009
http://arxiv.org/abs/0903.4099
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2017/05/025
http://arxiv.org/abs/1703.08215
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2016/04/001
http://arxiv.org/abs/1512.06239
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2020/03/024
http://arxiv.org/abs/1910.13125
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2019/06/024
http://arxiv.org/abs/1903.09642
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.47.4372
http://arxiv.org/abs/astro-ph/9211004


[ 6 7] S. J. H u b er a n d T. K o n st a n di n, G r a vit ati o n al W a v e P r o d u cti o n b y C olli si o n s: M o r e B u b bl e s ,
J C A P 0 9 ( 2 0 0 8) 0 2 2, [ 0 8 0 6 . 1 8 2 8 ].

[ 6 8] R. Ji n n o a n d M. T a ki m ot o, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m b u b bl e c olli si o n s: A n a n al yti c d e ri v ati o n ,
P h y s. R e v. D 9 5 ( 2 0 1 7) 0 2 4 0 0 9, [ 1 6 0 5 . 0 1 4 0 3 ].

[ 6 9] D. C utti n g, E. G. E s c arti n, M. Hi n d m ar s h a n d D. J. Weir, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m v a c u u m fi r st
o r d e r p h a s e t r a n siti o n s II: f r o m t hi n t o t hi c k w all s , 2 0 0 5 . 1 3 5 3 7 .

[ 7 0] M. L e wi c ki a n d V. V a s k o n e n, G r a vit ati o n al w a v e s p e ct r a f r o m st r o n gl y s u p e r c o ol e d p h a s e
t r a n siti o n s, 2 0 0 7 . 0 4 9 6 7 .

[ 7 1] R. Ji n n o a n d M. T a ki m ot o, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m b u b bl e d y n a mi c s: B e y o n d t h e E n v el o p e ,
J C A P 1 9 0 1 ( 2 0 1 9) 0 6 0, [ 1 7 0 7 . 0 3 1 1 1 ].

[ 7 2] T. K o n st a n di n, G r a vit ati o n al r a di ati o n f r o m a b ul k fl o w m o d el , J C A P 0 3 ( 2 0 1 8) 0 4 7,
[1 7 1 2 . 0 6 8 6 9 ].

[ 7 3] M. L e wi c ki a n d V. V a s k o n e n, O n b u b bl e c olli si o n s i n st r o n gl y s u p e r c o ol e d p h a s e t r a n siti o n s , P h y s.
D a r k U ni v. 3 0 ( 2 0 2 0) 1 0 0 6 7 2, [ 1 9 1 2 . 0 0 9 9 7 ].

[ 7 4] H. L. C hil d a n d J. T. Gi bli n, Jr., G r a vit ati o n al R a di ati o n f r o m Fi r st- O r d e r P h a s e Tr a n siti o n s ,
J C A P 1 2 1 0 ( 2 0 1 2) 0 0 1, [ 1 2 0 7 . 6 4 0 8 ].

[ 7 5] D. C utti n g, M. Hi n d m ar s h a n d D. J. Weir, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m v a c u u m fi r st- o r d e r p h a s e
t r a n siti o n s: f r o m t h e e n v el o p e t o t h e l atti c e, P h y s. R e v. D 9 7 ( 2 0 1 8) 1 2 3 5 1 3, [ 1 8 0 2 . 0 5 7 1 2 ].

[ 7 6] D. C utti n g, M. Hi n d m ar s h a n d D. J. Weir, V o rti cit y, ki n eti c e n e r g y, a n d s u p p r e s s e d g r a vit ati o n al
w a v e p r o d u cti o n i n st r o n g fi r st o r d e r p h a s e t r a n siti o n s , 1 9 0 6 . 0 0 4 8 0 .

[ 7 7] R. Ji n n o, H. S e o n g, M. T a ki m ot o a n d C. M. U m, G r a vit ati o n al w a v e s f r o m fi r st- o r d e r p h a s e
t r a n siti o n s: Ult r a- s u p e r c o ol e d t r a n siti o n s a n d t h e f at e of r el ati vi sti c s h o c k s , J C A P 1 0 ( 2 0 1 9) 0 3 3,
[1 9 0 5 . 0 0 8 9 9 ].

[ 7 8] T. K o n st a n di n a n d G. S er v a nt, C o s m ol o gi c al C o n s e q u e n c e s of N e a rl y C o nf o r m al D y n a mi c s at t h e
Te V s c al e , J C A P 1 1 1 2 ( 2 0 1 1) 0 0 9, [ 1 1 0 4 . 4 7 9 1 ].

[ 7 9] I. B al d e s a n d C. G ar ci a- C el y, St r o n g g r a vit ati o n al r a di ati o n f r o m a si m pl e d a r k m att e r m o d el ,
J H E P 0 5 ( 2 0 1 9) 1 9 0, [ 1 8 0 9 . 0 1 1 9 8 ].
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