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I. I N T R O D U C TI O N A N D M O TI V A TI O N

T h e St a n d ar d M o d el ( S M) of p arti cl e p h y si c s h a s
b e e n r e m ar k a bl y s u c c e s sf ul i n d e s cri bi n g t h e n at ur e of
t h e el e m e nt ar y c o n stit u e nt s a n d t h eir i nt er a cti o n s. Of
t h e f o ur f u n d a m e nt al f or c e s, t h e str o n g i nt er a cti o n a s
d e s cri b e d b y t h e t h e or y of q u a nt u m c hr o m o d y n a mi c s
( Q C D) i s p arti c ul arl y i ntri g ui n g, a s it e x hi bit s a w e alt h of
p h e n o m e n a ( c o n fi n e m e nt, s p o nt a n e o u s c hir al s y m m etr y
br e a ki n g, a n o m ali e s, i n st a nt o n s) a n d bi n d s t h e q u ar k s
a n d gl u o n s t h at f or m t h e o b s er v a bl e h a dr o n s. H o w e v er,
it i s pr e ci s el y t h e s e pr o p erti e s of Q C D t h at m a k e it
c h all e n gi n g t o c h ar a ct eri z e t h e str u ct ur e of t h e str o n gl y
i nt er a cti n g h a dr o n s i n t h e c o nt e xt of c o n v e nti o n al
p ert ur b ati o n t h e or y.

O n t h e e x p eri m e nt al fr o nt, t h er e ar e a n u m b er of
pl a n n e d a n d pr o p o s e d n e w f a ciliti e s o n t h e h ori z o n w hi c h
c a n pr o vi d e a w e alt h of n e w d at a t o h el p u s b ett er
c h ar a ct eri z e t h e str o n g i nt er a cti o n; t hi s will i m pr o v e o ur
k n o wl e d g e of t h e f u n d a m e nt al f or c e s a n d c o n stit u e nt s of
n at ur e a n d l e a d t o n e w di s c o v eri e s. T o f ull y utili z e t hi s
n e w e x p eri m e nt al i nf or m ati o n, it i s i m p er ati v e t h at o ur
t h e or eti c al t o ol s a d v a n c e t o k e e p p a c e; t hi s i s t h e f o c u s
of o ur r e p ort.

T h e Q C D- b a s e d p art o n pi ct ur e h a s pr o vi d e d a r eli a bl e
c o m p ut ati o n al fr a m e w or k f or d e s cri bi n g t h e p h y si c s
of h a dr o n s.  H o w e v er, a n e s s e nti al i n gr e di e nt f or
t h e s e c al c ul ati o n s ar e t h e p art o n di stri b uti o n f u n cti o n s
( P D F s), w hi c h e n c o d e t h e pr o p erti e s of q u ar k s a n d
gl u o n s i n si d e t h e h a dr o n s. Ulti m at el y, t h e a c c ur a c y of
a n y c al c ul ati o n b a s e d o n t h e Q C D p art o n m o d el d e p e n d s
o n t h e a c c ur a c y of t h e P D F s; t h u s, t h e P D F s ar e cr u ci al
f or c urr e nt L H C m e a s ur e m e nt s a s w ell a s f ut ur e H L- L H C,
L H e C, a n d EI C i n v e sti g ati o n s.

U nf ort u n at el y t h e P D F s ar e, at pr e s e nt, oft e n t h e
el e m e nt t h at li mit s t h e pr e ci si o n. F or e x a m pl e, t h e f o c u s
of t h e u p c o mi n g L H C r u n s will b e t o i m pr o v e t h e e v e nt
st ati sti c s wit h i n cr e a s e d l u mi n o sit y; t h u s, t h e p at h t o
f ut ur e di s c o v eri e s will b e d eli n e at e d wit h hi g h- pr e ci si o n
c o m p ari s o n s a s w e s e ar c h f or di s cr e p a n ci e s b et w e e n t h e
d at a a n d t h e St a n d ar d- M o d el pr e di cti o n s. H e n c e, o ur
a bilit y t o f ull y c h ar a ct eri z e t h e Hi g g s b o s o n a n d c o n str ai n
a n y n e w- p h y si c s si g n at ur e s ulti m at el y c o m e s d o w n t o
h o w a c c ur at el y w e c a n d et er mi n e t h e u n d erl yi n g P D F s.

We al s o n ot e h er e t h at t h e P D F s ar e i m p er ati v e f or
s o m e a str o p h y si c al st u di e s, i n cl u di n g hi g h- e n er g y c o s mi c
r a y s w hi c h ar e u s e d t o c o m p ut e at m o s p h eri c n e utri n o
b a c k gr o u n d s.

At pr e s e nt, t h e c o m p ut ati o n of P D F s fr o m fir st
pri n ci pl e s i s c o m pl e x, c o m p ut ati o n all y i nt e n si v e, a n d
it r e q uir e s dili g e n c e a n d i n g e n uit y t o  mi ni mi z e
u n c ert ai nti e s.

T h er e ar e t w o m ai n c o m m u niti e s wit h c o m pl e m e nt ar y
a p pr o a c h e s t o d et er mi ni n g t h e P D F s: 1) d et er mi n ati o n
b y gl o b al a n al y si s of e x p eri m e nt al m e a s ur e m e nt s, a n d
2) dir e ct c o m p ut ati o n u si n g l atti c e Q C D. T h e gl o b al
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Q C D a n al y s e s u s e l ar g e e x p eri m e nt al d at a s et s i n
t h e c o nt e xt of t h e Q C D p art o n m o d el ( al o n g wit h
f a ct ori z ati o n t h e or e m s) t o e xtr a ct pr o c e s s-i n d e p e n d e nt
P D F s.  T h e l atti c e- Q C D a p pr o a c h dir e ctl y c o m p ut e s
t h e Q C D p at h i nt e gr al o n a di s cr eti z e d fi nit e- v ol u m e
E u cli d e a n s p a c e-ti m e gri d t o e xtr a ct m o m e nt s of P D F s,
q u a si- P D F s, a n d ot h er q u a ntiti e s.

A g e n er al o v er vi e w of t h e s e a p pr o a c h e s w a s pr e s e nt e d
i n t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e r e p ort (Li n et al. , 2 0 1 8 d ); t hi s
w or k gr e w o ut of a 2 0 1 7 w or k s h o p 1 w hi c h br o u g ht
t h e t w o c o m m u niti e s t o g et h er t o a d dr e s s c o m m o n
q u e sti o n s a n d f oll o w e d u p o n t h e v er y fr uitf ul di s c u s si o n s
a n d i nt er a cti o n s t h at t o o k pl a c e d uri n g t h e w or k s h o p.
T h at fir st d o c u m e nt s er v e d a s a c o m m o n r ef er e n c e
t o st a n d ar di z e n ot ati o n a n d c o n v e nti o n s t o f a cilit at e
c o m m u ni c ati o n b et w e e n t h e s e c o m m u niti e s.

T hi s c urr e nt r e p ort gr e w o ut of a f oll o w- u p 2 0 1 9
w or k s h o p; 2 it u p d at e s a n d e xt e n d s t h e s c o p e of t h e
p r e vi o u s st u di e s i n a n u m b er of di m e n si o n s.

I n p arti c ul ar, t h e pr o s p e ct of f ut ur e L H e C a n d EI C
f a ciliti e s e n a bl e s u s t o c o nt e m pl at e e x p a n di n g b e y o n d
t h e c olli n e ar P D F fr a m e w or k a n d c o n si d eri n g al s o
g e n er ali z e d p art o n di stri b uti o n s ( G P D s) a n d tr a n s v er s e-
m o m e nt u m – d e p e n d e nt ( T M D) P D F s.  T o g et h er wit h
t h e c olli n e ar P D F s, w e c a n o bt ai n a c o m pl et e t hr e e-
di m e n si o n al d e s cri pti o n of t h e h a dr o n str u ct ur e.

T h e c o n v e nti o n al P D F s f (x ) d e s cri b e t h e pr o b a bilit y
of fi n di n g a p a rt o n wit h m o m e nt u m fr a cti o n x i n si d e
a h a dr o n m o vi n g i n t h e i n fi nit e m o m e nt u m fr a m e; i n
t hi s c a s e, t h e p art o n i s a s s u m e d t o b e m o vi n g c olli n e ar
t o t h e h a dr o n wit h z er o tr a n s v er s e m o m e nt u m. If
w e d e sir e a d diti o n al i nf or m ati o n a b o ut t h e p art o n, w e
c o ul d a s k a b o ut t h e tr a n s v er s e m o m e nt u m k T a n d t h e
i m p a ct p ar a m et er b T of t h e p art o n r el ati v e t o t h e p ar e nt
h a dr o n.  B ot h k T a n d b T ar e 2- di m e n si o n al v e ct or s
m e a s ur e d r el ati v e t o t h e a xi s d e fi n e d b y t h e h a dr o n
m o m e nt u m. C o m bi ni n g t hi s i nf or m ati o n t o g et h er yi el d s
t h e 5- di m e n si o n al Wi g n er di stri b uti o n W (x, k T , b T )
w hi c h, i n a s e n s e, pr o vi d e s c o m pl et e i nf or m ati o n o n t h e
p art o n. If w e i nt e gr at e t h e Wi g n er di stri b uti o n o v er t h e
t r a n s v er s e m o m e nt u m, w e o bt ai n a G e n er ali z e d P art o n
Di stri b uti o n ( G P D) f G P D (x, b T ), w hil e if w e i nt e gr at e
o v er t h e i m p a ct p ar a m et er w e o bt ai n a Tr a n s v er s e
M o m e nt u m D e p e n d e nt ( T M D) P D F f T M D (x, k T ). T h u s,
b y e x p a n di n g t h e s c o p e of o ur i n v e sti g ati o n s b e y o n d
c olli n e ar P D F s t o i n cl u d e G P D s a n d T M D P D F s w e c a n
e xtr a ct m or e d et ail e d i nf or m ati o n o n t h e p art o n s w hi c h
c o m pri s e t h e h a dr o n.

1 P a r t o n Di s t ri b u ti o n s a n d L a t ti c e C al c ul a ti o n s i n t h e L H C e r a
( P D F L a t ti c e 2 0 1 7 ) 2 2 – 2 4 M a r c h 2 0 1 7, O xf o r d U ni v e r si t y, U K.
h t t p : / / w w w . p h y s i c s . o x . a c . u k / c o n f s / P D F l a t t i c e 2 0 1 7

2 P a r t o n  Di s t ri b u ti o n s a n d  L a t ti c e  C al c ul a ti o n s
( P D F L a t ti c e 2 0 1 9 ) 2 5 – 2 7  S e p t e m b e r 2 0 1 9,  Mi c hi g a n
S t a t e  U ni v e r si t y ( M S U )  K ell o g g  Bi ol o gi c al  S t a ti o n,  U S A.
h t t p s : / / i n d i c o . c e r n . c h / e v e n t / 8 0 4 8 5 7 /

N ot o nl y d o t h e  G P D s d e s cri b e t h e s p ati al
di stri b uti o n s of q u ar k s a n d gl u o n s i n t h e pl a n e tr a n s v er s e
t o t h e h a dr o n m o m e nt u m, b ut t h e y al s o pr o vi d e a
m e c h a ni s m t o st u d y t h e ri c h s pi n str u ct ur e of t h e
h a dr o n s.  T o g et h er wit h t h e c olli n e ar i nf or m ati o n
e n c o d e d i n t h e x m o m e nt u m fr a cti o n v ari a bl e, t h e G P D s
pr o vi d e a t hr e e- di m e n si o n al ( 3 D) t o m o gr a p hi c i m a g e of
t h e str u ct ur e of h a dr o n s i n t er m s of Q C D’ s q u ar k s a n d
gl u o n s.

Li k e wi s e, t h e T M D P D F s e n c o d e n ot o nl y t h e
tr a n s v er s e m o m e nt u m di stri b uti o n of t h e h a dr o ni c
c o m p o n e nt s, b ut c a n al s o pr o vi d e t h e p ol ari z ati o n
d e gr e e s of fr e e d o m. T h e i nf or m ati o n a b o ut tr a n s v er s e
d e gr e e s of fr e e d o m i s e s s e nti al i n t h e c o nt e xt of
Q C D f a ct ori z ati o n t h e or e m s f or m ulti s c al e, n o ni n cl u si v e
c olli d er o b s er v a bl e s. T h e tr a n s v er s e m o m e nt u m d e gr e e s
of fr e e d o m of p art o n s c a n b e a d dr e s s e d wit hi n s o c all e d
tr a n s v er s e- m o m e nt u m – d e p e n d e nt f a ct ori z ati o n, w h er e
e s s e nti all y t h e tr a n s v er s e m o m e nt u m i s m u c h s m all er
t h a n t h e h ar d s c al e of t h e fi n al st at e.  A t y pi c al
pr o c e s s w h er e o n e a p pli e s t hi s f a ct ori z ati o n i s Dr ell-
Y a n pr o d u cti o n.  A n ot h er a p pr o a c h ( v ali d at l o w x )
i s a d dr e s s e d wit hi n t h e c ol or- gl a s s c o n d e n s at e ( C G C)
m o d el, w hi c h i s a n e ff e cti v e m o d el f or m ul at e d wit hi n
Q C D.

T h e br o a d o bj e cti v e of o ur w or k i s t o a d v a n c e t o ol s
t h at c a n p erf or m d et ail e d c o m p ari s o n s b et w e e n d at a a n d
Q C D t h e or y, a s w ell a s c o m bi n e i nf or m ati o n fr o m t h e
t w o si d e s, t o g ai n a n e n h a n c e d u n d er st a n di n g of t h e
v ari o u s P D F s. T hi s w or k i s o n g oi n g a n d f or m s t h e b a si s
f or n e xt- g e n er ati o n P D F i n p ut t o f a cilit at e pr e ci si o n
m e a s ur e m e nt s a n d n e w di s c o v eri e s at t h e f ut ur e h a dr o n
f a ciliti e s, a s w e v ali d at e o ur u n d er st a n di n g of t h e S M a n d
s e ar c h f or d e vi ati o n s w hi c h mi g ht si g n al e vi d e n c e of n e w
p h y si c s.

T h e o utli n e of t hi s p a p er i s a s f oll o w s. I n S e cti o n 2
w e r e vi e w t h e e s s e nti al el e m e nt s of t h e gl o b al Q C D
a n al y si s a n d l atti c e- Q C D m et h o d s f or c olli n e ar P D F s,
a n d hi g hli g ht s o m e of t h e r e c e nt d e v el o p m e nt s. I n
S e cti o n 3 w e i ntr o d u c e t h e G P D s a n d di s c u s s ar e a s w h er e
l atti c e Q C D a n d m a c hi n e l e ar ni n g ( M L) c a n c o ntri b ut e.
I n S e cti o n 4 w e i ntr o d u c e T M D P D F s, i n cl u di n g t h e n e w
l atti c e q u a si- T M D P D F s, a n d di s c u s s r e c e nt a d v a n c e s.
I n S e cti o n 5 w e di s c u s s f ut ur e i nt er a cti o n s b et w e e n t h e
gl o b al- a n al y si s a n d l atti c e- Q C D c o m m u niti e s a n d o ff er
s o m e c o n cl u si o n s.

T hi s d o c u m e nt pr e s e nt s w or k t h at a p p e ar s i n t h e
lit er at ur e u ntil J u n e 1, 2 0 2 0 ( p u bli s h e d, or o n t h e ar Xi v).
T h e di s c u s si o n i s e xt e n d e d t o c o nf er e n c e pr o c e e di n g s f or
r e c e nt w or k t h at h a s n ot b e e n p u bli s h e d el s e w h er e. T o
k e e p t hi s d o c u m e nt at a r e a s o n a bl e l e n gt h, w e pr e s e nt
s el e ct e d a s p e ct s of e a c h p u bli c ati o n di s c u s s e d i n t h e m ai n
t e xt a n d w e e n c o ur a g e t h e i nt er e st e d r e a d er t o c o n s ult
t h e r ef err e d w or k.

http://www.physics.ox.ac.uk/confs/PDFlattice2017
https://indico.cern.ch/event/804857/
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II. P A R T O N DI S T RI B U TI O N F U N C TI O N S

I n t h e fr a m e w or k of l e a di n g-t wi st c olli n e ar
f a ct ori z ati o n (C olli n s et al. , 1 9 8 9 ), P D F s ar e t h e
m o m e nt u m d e n siti e s of p art o n s c arr yi n g a fr a cti o n x of
t h e m o m e nt u m of t h eir p ar e nt n u cl e o n. D e p e n di n g o n
t h e p ol ari z ati o n of t h e p art o n wit h r e s p e ct t o t h at of
t h e n u cl e o n, t hr e e c olli n e ar P D F s p e ci e s c a n b e d e fi n e d:
t h e u n p ol ari z e d P D F, f , f or a n u n p ol ari z e d p art o n i n
a n u n p ol ari z e d n u cl e o n; t h e h eli cit y P D F, ∆ f , f or t h e
n et a m o u nt of p art o n s p ol ari z e d al o n g or o p p o sit e a
l o n git u di n all y p ol ari z e d n u cl e o n; a n d t h e tr a n s v er sit y
P D F, δ f = h f

1 , f or t h e n et a m o u nt of q u ar k s p ol ari z e d
al o n g o r o p p o sit e a tr a n s v er s el y p ol ari z e d n u cl e o n. I n
c a n o ni c al fi el d t h e or y, P D F s ar e e q ui v al e ntl y d e fi n e d i n
t er m s of m atri x el e m e nt s of bi-l o c al o p er at or s, e. g. f or
q u ar k s

f (x ) =
1

4 π
d y − e − i x P + y −

P, S |ψ̄ f γ + W ψ f |P, S ,

∆ f (x ) =
1

4 π
d y − e − i x P + y −

P, S |ψ̄ f γ + γ 5 W ψ f |P, S ,

h f
1 (x ) =

1

4 π
d y − e − i x P + y −

P, S |ψ̄ f i σ 1 + γ 5 W ψ f |P, S ,

( 1)

w h er e ψ̄ f = ψ̄ f ( 0, 0 , 0 ⊥ ) a n d ψ f = ψ f ( 0, y− , 0 ⊥ ) ar e
t h e ( q u ar k) fi el d s, y ± = 1

2 (y 0 ± y 3 ) ar e t h e s p a c eti m e
c o or di n at e s al o n g t h e li g ht c o n e dir e cti o n, γ ar e t h e Dir a c
m atri c e s, σ ar e t h e P a uli m atri c e s, W i s t h e Wil s o n li n e
e n s uri n g t h e G a u g e i n v ari a n c e of t h e o p er at or, a n d P
a n d S ar e t h e m o m e nt u m a n d s pi n of t h e pr ot o n. All
f o ur- v e ct or s ar e e x pr e s s e d u si n g li g ht- c o n e c o or di n at e s.

E x pr e s si o n s si mil ar t o t h o s e i n E q. ( 1 ) al s o h ol d
f or u p ol ari z e d a n d h eli cit y gl u o n P D F s.  T h e y all
i n cl u d e r e n or m ali z ati o n of all fi el d s a n d c o u pli n g i n t h e
M S s c h e m e ( s e e ( K o v a řı́ k et al. , 2 0 1 9 ) f or d et ail s), a
f a ct t h at m a k e s P D F d e p e n d o n t h e (r e n or m ali z ati o n)
s c al e µ .  T hi s d e p e n d e n c e i s p ur el y p ert ur b ati v e,
a n d c a n b e c o m p ut e d b y m e a n s of D G L A P e v ol uti o n
e q u ati o n s ( Alt ar elli a n d P ari si , 1 9 7 7 ; D o k s hit z er , 1 9 7 7 ;
G ri b o v a n d Li p at o v , 1 9 7 2 ).  N u cl e ar m o di fi c ati o n s,
o c c urri n g w h e n a n u cl e o n i s b o u n d i n a n u cl e u s, d o
n ot alt er t h e s e d e fi niti o n s: n u cl e ar a n d n u cl e o n P D F s
a r e d e fi n e d b y t h e s a m e l e a di n g-t wi st o p er at or s e nt eri n g
E q. ( 1 ) (t h o u g h a cti n g o n di ff er e nt st at e s), t h er ef or e it i s
c u st o m ar y t o a s s u m e t h at n u cl e ar m o di fi c ati o n s c a n b e
a b s or b e d i nt o P D F s.

I n t hi s S e cti o n, w e r e vi e w r e c e nt pr o gr e s s i n t h e
d et er mi n ati o n of u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d tr a n s v er sit y
P D F s fr o m t h e t w o m et h o d s d eli n e at e d i n t h e
I ntr o d u cti o n: gl o b al Q C D a n al y s e s of e x p eri m e nt al d at a,
o n t h e o n e h a n d; a n d l atti c e Q C D, o n t h e ot h er h a n d.
We f o c u s o n u p d at e s o c c urr e d si n c e t h e p u bli c ati o n of
t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e r e p ort ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ).  We
t h e n i n v e sti g at e p o s si bl e i nt er s e cti o n s b et w e e n t h e t w o

m et h o d s, s p e ci fi c all y t hr e e a s p e ct s t h at w e d e e m of
p arti c ul ar r el e v a n c e: m o m e nt s of P D F s, t h e u s e of l atti c e
d at a i n gl o b al fit s, a n d t h e u n p ol ari z e d a n d h eli cit y
str a n g e P D F.

II. 1. Gl o b al P D F s U p d a t e s

A gl o b al  Q C D a n al y si s of  P D F s c o n si st s i n
m o d eli n g P D F s b y m e a n s of a s uit a bl e p ar a m etri z ati o n,
w hi c h i s t h e n o pti mi z e d b y c o m p ari n g P D F- d e p e n d e nt
pr e di cti o n s f or o n e or m or e p h y si c al s c att eri n g pr o c e s s e s
i n v ol vi n g i niti al- st at e n u cl e o n s t o ( m ulti pl e s et s of )
t h eir a ct u al m e a s ur e m e nt s. I n t hi s s e n s e, a P D F
d et er mi n ati o n c a n b e c o n si d er e d a n o nli n e ar-r e gr e s si o n
pr o bl e m, i n w hi c h o n e h a s t o l e ar n t h e r el ati v e
w ei g ht s of a s et of f u n cti o n s fr o m d at a.  K e y t o
t hi s pr o c e d ur e ar e Q C D f a ct ori z ati o n t h e or e m s ( C olli n s
et al. , 1 9 8 9 ), a c c or di n g t o w hi c h t h e cr o s s s e cti o n f or
a cl a s s of s u ffi ci e ntl y i n cl u si v e h a dr o ni c pr o c e s s e s c a n
b e d et er mi n e d b y f ol di n g t h e P D F s wit h p ert ur b ati v el y
c o m p ut a bl e p art o ni c cr o s s s e cti o n s.

T h e a c c ur a c y a n d pr e ci si o n of a P D F d et er mi n ati o n
l ar g el y d e p e n d o n t h e d at a s et a n d o n t h e t h e or eti c al
a n d st ati sti c al s o p hi sti c ati o n of t h e a n al y si s. T h e i n p ut
d at a s et s ar e r e m ar k a bl y di ff er e nt a cr o s s t h e t hr e e P D F
s p e ci e s d e fi n e d i n E q. ( 1 ); w hil e t h er e ar e t h o u s a n d s
of m e a s ur e m e nt s a v ail a bl e t o d et er mi n e t h e u n p ol ari z e d
P D F s, t h er e ar e t y pi c all y o nl y h u n dr e d s of t h e m f or t h e
h eli cit y, a n d t e n s f or t h e tr a n s v er sit y. T h e ki n e m ati c
c o v er a g e a n d t h e v ari et y of h a dr o ni c pr o c e s s e s d e cr e a s e s
a c c or di n gl y: u n p ol ari z e d a n d h eli cit y P D F s b e n e fit,
alt h o u g h t o a di ff e r e nt e xt e nt, fr o m m e a s ur e m e nt s
i n i n cl u si v e a n d s e mi-i n cl u si v e d e e p-i n el a sti c s c att eri n g
( DI S a n d SI DI S), Dr ell- Y a n ( D Y), a n d a v ari et y
of pr ot o n- pr ot o n ( p p) s c att eri n g pr o c e s s e s (i n cl u di n g
g a u g e- b o s o n, j et, a n d h e a v y- p arti cl e pr o d u cti o n). T h e
tr a n s v er sit y P D F, i n st e a d, i s li mit e d b y it s n at ur e t o
pr o c e s s e s c o u pl e d t o a c hir al- o d d fi n al st at e; i n a p ur el y
c olli n e ar fr a m e w or k, t h at i s di- h a dr o n pr o d u cti o n i n
SI DI S or i n p p c olli si o n s ( Di). T hi s st at e of a ff air s i s
s u m m ari z e d i n Fi g. 1 , w h er e w e di s pl a y t h e ki n e m ati c
c o v er a g e, i n t h e ( x, Q 2 )- pl a n e ( Q = µ i s t h e c h ar a ct eri sti c
s c al e of t h e d at a), of t h e h a dr o ni c cr o s s s e cti o n d at a
f or t h e pr o c e s s e s c o m m o nl y i n cl u d e d i n m o d e r n Q C D
a n al y s e s of u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d tr a n s v er sit y P D F s.
T h e d a s h e d li n e i s at Q = 1 G e V. D at a b el o w t hi s
v al u e ar e u s u all y n ot i n cl u d e d i n Q C D a n al y s e s of P D F s
b e c a u s e Q C D b e c o m e s l ar g el y n o n- p ert ur b ati v e, d u e
t o t h e gr o wt h of t h e str o n g c o u pli n g.  T h e e xt e n d e d
ki n e m ati c r a n g e s att ai n e d b y a f ut ur e L ar g e H a dr o n-
el e ctr o n C olli d er ( L H e C) ( A b ell eir a Fer n a n d e z et al. ,
2 0 1 2 ) or a p ol ari z e d El e ctr o n-I o n C olli d er ( EI C) ( A c c ar di
et al. , 2 0 1 6 b ) ar e al s o di s pl a y e d. A c orr e s p o n di n g pl ot
f or u n p ol ari z e d n u cl e ar P D F s c a n b e f o u n d i n Fi g. 1 of
R ef. ( Et hi er a n d N o c er a , 2 0 2 0 ).
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U n p ol a ri z e d H eli ci t y Tr a n s v e r si t y

FI G. 1 T h e ki n e m a ti c c o v e r a g e i n t h e ( x, Q 2 ) pl a n e of t h e h a d r o ni c c r o s s- s e c ti o n d a t a f o r t h e p r o c e s s e s c o m m o nl y i n cl u d e d i n
gl o b al Q C D a n al y s e s of c olli n e a r u n p ol a ri z e d, h eli ci t y, a n d t r a n s v e r si t y P D F s. T h e e x t e n d e d ki n e m a ti c r a n g e s a t t ai n e d b y t h e
L H e C a n d t h e EI C a r e al s o di s pl a y e d. S e e Fi g. 1 of R ef. ( E t hi e r a n d N o c e r a , 2 0 2 0 ) f o r u n p ol a ri z e d n u cl e a r P D F s.

T h e r e m ai n d er of t hi s s e cti o n will pr e s e nt a s u m m ar y of
r e c e nt d e v el o p m e nt s i n t h e d et er mi n ati o n of u n p ol ari z e d,
h eli cit y a n d tr a n s v er sit y P D F s, a n d will o utli n e t h eir
r e s p e cti v e f e at ur e s.  We r ef e r t h e i nt er e st e d r e a d er
t o R ef. ( Et hi er a n d N o c er a , 2 0 2 0 ) f or a r e c e nt, m or e
e xt e n d e d r e vi e w of t h e s u bj e ct.

II. 1. 1. U n p ol ari z e d P D F s

T h e c o nti n u e d e x c ell e nt p erf or m a n c e of t h e C E R N
L ar g e H a dr o n C olli d er ( L H C) ( E v a n s a n d Br y a nt , 2 0 0 8 )
h a s br o u g ht t h e d et er mi n ati o n of u n p ol ari z e d P D F s
i n a pr e ci si o n er a.  T h e r e c e nt c o m pl eti o n of R u n II
h a s a c c u m ul at e d d at a fr o m a n i nt e gr at e d l u mi n o sit y of
a p pr o xi m at el y 1 5 0 f b − 1 , a f a ct t h at s hr a n k t h e st ati sti c al
u n c ert ai nt y of t h e m e a s ur e m e nt s t o u n pr e c e d e nt e d s m all
v al u e s, t y pi c all y 1 % or l e s s.  T hi s st at e of a ff air s
c h all e n g e s P D F s a s a t o ol t o p erf or m pr e ci si o n t e st s
of t h e S M a n d s e ar c h e s of n e w p h y si c s; P D F s m u st
b e c o m e c o m p ar a bl y pr e ci s e.  N e xt-t o- n e xt-t o-l e a di n g
o r d er ( N N L O) a c c ur a c y h a s b e c o m e st a n d ar d, a n d
l ar g e e ff ort s w er e al s o d e v ot e d t o u p d at e P D F s et s
wit h a n i n cr e a si n g a m o u nt of L H C m e a s ur e m e nt s, t o
d e v el o p st ati sti c al t o ol s t o i n v e sti g at e t h e i m p a ct a n d / or
i n c o n si st e n ci e s of t h e d at a, a n d t o r e pr e s e nt r e si d u al
t h e or eti c al u n c ert ai nti e s ( e. g. b e y o n d N N L O) i n t h e
P D F s.  O n t h e ot h er h a n d, P D F s r e m ai n k e y t o
u n d er st a n d t h e n o n p ert ur b ati v e str u ct ur e of t h e pr ot o n,
f or i n st a n c e t o i n v e sti g at e t h e r ol e of hi g h er-t wi st t er m s
i n t h e o p er at or pr o d u ct e x p a n si o n, or t h e s h a p e of t h e
r ati o of d t o u fl a v or at l ar g e x . I n t h e f oll o wi n g, w e
di s c u s s t h e s e a s p e ct s b y s u m m ari zi n g t h e pr o gr e s s of t h e

l e a di n g P D F s et s.

T h e C T E Q- T E A c oll a b or ati o n h a s r e c e ntl y r el e a s e d
t h eir n e w C T 1 8 P D F s et ( H o u et al. , 2 0 1 9 b ), a c c ur at e u p
t o N N L O. M or e t h a n 7 0 0 d at a p oi nt s fr o m 1 2 n e w L H C
d at a s et s w er e i n cl u d e d i n t h e n e w fit s. A m o n g t h e m, t h e
m o st i m p ort a nt d at a s et s t h at dr o v e c h a n g e s i n t h e q u ar k
a n d a nti q u ar k P D F s ar e t h e L H C b W - a n d Z - b o s o n
d at a at 7 a n d 8 Te V. Ver y mil d c h a n g e s i n t h e fitt e d
P D F s w er e o b s e r v e d wit h t h e a d diti o n of t h e A T L A S
8- Te V a n d C M S 7- a n d 8- Te V W - a n d Z - b o s o n d at a.
C h a n g e s i n t h e gl u o n P D F w er e i n st e a d dri v e n b y t h e
i n cl u si o n of C M S a n d A T L A S j et d at a, a n d of A T L A S 8-
Te V Z - b o s o n tr a n s v e r s e- m o m e nt u m di stri b uti o n s, w hi c h
b ot h m a d e t h e c e ntr al v al u e a n d t h e u n c ert ai nt y of t h e
gl u o n d e cr e a s e i n t h e r e gi o n 0 .1 < x < 0 .4.  T h e
s u b s e q u e nt i n cl u si o n of t o p- p air – pr o d u cti o n d at a fr o m
A T L A S a n d C M S, i n p arti c ul ar of si n gl e- a n d d o u bl e-
di ff er e nti al di stri b uti o n s, w a s d e m o n str at e d t o h a v e littl e
i m p a ct i n t h e C T 1 8 fit. Fi n all y, t h e c e ntr al v al u e of t h e
s e a- q u ar k r ati o ( s + s̄ ) / ū + d̄ i n c r e a s e d i n t h e s m all-x
r e gi o n, d u e pr e d o mi n a ntl y t o t h e i n cl u si o n of L H C b d at a.
A m et h o d ol o g y t o st u d y t h e s e n siti vit y a n d t h e i m p a ct
of s p e ci fi c d at a s et s t o t h e P D F s wit h o ut t h e n e e d of
p erf or mi n g a fit w a s al s o d e v el o p e d ( H o u et al. , 2 0 1 9 a ;
S c h mi dt et al. , 2 0 1 8 ; W a n g et al. , 2 0 1 8 ). A v ari a nt of
t h e b a s eli n e C T 1 8 fit, c all e d C T 1 8 Z , w a s d et er mi n e d
wit h t h e a d diti o n al i n cl u si o n of t h e A T L A S 7- Te V W ± / Z
r a pi dit y di stri b uti o n s a n d b y t a ki n g t h e f a ct ori z ati o n
a n d r e n or m ali z ati o n s c al e s i n t h e DI S pr o c e s s t o b e x -
d e p e n d e nt.  T h e fit r e pr e s e nt s t h e m a xi m al d e vi ati o n
fr o m t h e n o mi n al C T 1 8 fit, n ot a bl y i n t h e gl u o n a n d
str a n g e- q u ar k P D F s. T h e r e s ulti n g P D F s f or t h e C T 1 8
s et, w hi c h ar e r e pr e s e nt ati v e of t h e q u alit ati v e st at u s of
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FI G. 2 T h e C T 1 8 P D F s a t µ 2 = 1 0 G e V 2 f o r t h e x u , x ū , x d ,
x d̄ , x s = x s̄ , a n d x g P D F s. E r r o r b a n d s c o r r e s p o n d t o t h e
6 8 % c o n fi d e n c e l e v el. Fi g u r e f r o m ( K o v a řı́ k et al. , 2 0 1 9 ).

c urr e nt u n p ol ari z e d P D F s, ar e s h o w n i n Fi g. 2 .

T h e l at e st g e n er al- p ur p o s e P D F d et er mi n ati o n fr o m
t h e M M H T c oll a b or ati o n i s M M H T 1 4 (H arl a n d-
L a n g et al. , 2 0 1 5 ), w hi c h w a s l at er e xt e n d e d t o
i n cl u d e H E R A I –II l e g a c y m e a s ur e m e nt s (H arl a n d- L a n g
et al. , 2 0 1 6 ), j et- pr o d u cti o n m e a s ur e m e nt s ( H arl a n d-
L a n g et al. , 2 0 1 8 ), a n d di ff er e nti al m e a s ur e m e nt s i n t o p-
p air pr o d u cti o n ( B ail e y a n d H arl a n d- L a n g , 2 0 2 0 ) fr o m
t h e L H C. T h e s e i nt er m e di at e u p d at e s d e m o n str at e d t h at
e x p eri m e nt al c orr el ati o n s a cr o s s s y st e m ati c u n c ert ai nti e s
h a v e b e e n i m pr o p erl y e sti m at e d f or s o m e of t h e A T L A S
j et a n d di ff er e nti al t o p d at a s et s. T h e f e at ur e s of a n e w
p r eli mi n ar y g e n er al- p ur p o s e P D F s et w er e pr e s e nt e d i n
R ef. ( T h or n e et al. , 2 0 1 9 ), w hi c h i n cl u d e d n e w L H C d at a
s et s, n ot a bl y t h e p arti c ul arl y pr e ci s e 7- Te V A T L A S W -
a n d Z - b o s o n m e a s ur e m e nt s, w hi c h i n cr e a s e t h e r ati o of
str a n g e t o n o n- str a n g e li g ht s e a q u ar k s at l o w x , w hil st
still all o wi n g f or a p o siti v e li g ht- s e a- q u ar k a s y m m etr y,
al b eit wit h a m a xi m u m at sli g htl y l o w er x . T h e M M H T
fit h a s al s o b e e n u p d at e d wit h a n i m pr o v e d a n d e xt e n d e d
p ar a m etri z ati o n b a s e d o n C h e b y s h e v p ol y n o mi al s.

T h e N N P D F c oll a b or ati o n r el e a s e d t h eir l at e st
g e n er al- p ur p o s e P D F s et i n R ef. ( B all et al. , 2 0 1 7 ). T hi s
w a s l at er e xt e n d e d t o i n cl u d e dir e ct p h ot o n ( C a m p b ell
et al. , 2 0 1 8 ), si n gl e-t o p ( N o c er a et al. , 2 0 1 9 ), a n d dij et-
p r o d u cti o n m e a s ur e m e nt s ( A b d ul K h al e k et al. , 2 0 2 0 )
f r o m t h e L H C. A r e a s s e s s m e nt of t h e i m p a ct of t o p-
p air di ff er e nti al di stri b uti o n s m e a s ur e d b y A T L A S at
8 Te V w a s al s o pr e s e nt e d i n R ef. ( A m or o s o et al. , 2 0 2 0 ),
w hi c h d e m o n str at e d t h e di ff er e nt i m p a ct of a b s ol ut e a n d
n or m ali z e d di stri b uti o n s i n t h e fit, a n d t h e i m p ort a n c e
of fitti n g c h ar m i n t h eir d e s cri pti o n.  T h e N N P D F
c oll a b or ati o n h a s al s o d e v el o p e d a st ati sti c al pr o c e d ur e
t o r e pr e s e nt t h e or y u n c ert ai nti e s i n P D F s ( B all a n d
D e s h p a n d e , 2 0 1 9 ), a n d a p pli e d it t o mi s si n g hi g h er- or d er
c orr e cti o n s ( M H O U) i n t h e str o n g- c o u pli n g e x p a n si o n of

t h e or eti c al pr e di cti o n s ( A b d ul K h al e k et al. , 2 0 1 9 b ,c ),
a n d t o n u cl e ar u n c ert ai nti e s i n o b s er v a bl e s o bt ai n e d fr o m
s c att eri n g o ff n u cl e ar t ar g et s ( B all et al. , 2 0 1 9 ). T h e
pr o c e d ur e c o n si st s i n s u p pl e m e nti n g t h e e x p eri m e nt al
c o v ari a n c e m atri x wit h a t h e or eti c al c o v ari a n c e m atri x
e sti m at e d b y w a y of a n e d u c at e d g u e s s. I n t h e c a s e of
M H O U, c orr el at e d u n c ert ai nti e s w er e e sti m at e d at n e xt-
t o-l e a di n g or d er ( N L O) b y v ar yi n g t h e f a ct ori z ati o n a n d
r e n or m ali z ati o n s c al e s a c c or di n g t o v ari o u s pr e s cri pti o n s;
i n t h e c a s e of n u cl e ar c orr e cti o n s, c orr el at e d u n c ert ai nti e s
w er e e sti m at e d a s t h e di ff er e n c e b et w e e n t h e or eti c al
pr e di cti o n s o bt ai n e d eit h er wit h a fr e e- pr ot o n or n u cl e ar
P D F. T h e r e pr e s e nt ati o n of s u c h u n c ert ai nti e s i n P D F s
i s li k el y t o b e c o m e m a n d at or y i n t h e f ut ur e, b e c a u s e
t h eir si z e i s c o m p ar a bl e t o t h at d et er mi n e d fr o m
t h e u n c ert ai nt y of t h e d at a.  T h e i n cl u si o n of s u c h
t h e or eti c al u n c ert ai nti e s w a s d e m o n str at e d t o i m pr o v e
t h e d e s cri pti o n of t h e d at a, w hil e i n cr e a si n g P D F
u n c ert ai nti e s o nl y mil dl y.

I n Fi g. 3 w e c o m p ar e t h e C T 1 8 , M M H T 1 4 a n d
N N P D F 3. 1 P D F s et s at a s c al e Q = µ = 2 G e V.
S p e ci fi c all y, w e di s pl a y t h e f oll o wi n g P D F c o m bi n ati o n s
fr o m t o p t o b ott o m a n d l eft t o ri g ht: u v + d v = u −
ū + d − d̄ , u − d , ¯u + d̄ , d̄ − ū , s + s̄ , s − s̄ , c + ¯c
a n d g .  N ot e t h e s p e ci al s c al e o n t h e x a xi s.  W hil e
t h e t hr e e gl o b al a n al y s e s pr o d u c e si mil ar t ot al v al e n c e
di stri b uti o n s u v + d v f or 0.0 5 x 0 .5, t h eir pr e di cti o n s
o n ot h er fl a v or c o m bi n ati o n s c o ul d di ff er b y 1 0 % or m or e,
a s i n ū − d̄ , ¯u + d̄ , s + s̄ , c + ¯c a n d g . I n p arti c ul ar,
t h e c + ¯c P D F c o m bi n ati o n i s l ar g el y di ff er e nt b et w e e n
N N P D F 3. 1 a n d t h e ot h er s et s, gi v e n t h at c h ar m i s
p ar a m etri z e d o n t h e s a m e f o oti n g a s ot h er P D F s i n t h e
N N P D F 3. 1 s et, w hil e it i s g e n e r at e d p ert ur b ati v el y i n
t h e ot h er s.  Fi n all y, n ot e t h at t h e di ff er e n c e s − s̄ i s
n ot di s pl a y e d f or C T 1 8 b e c a u s e t h e y a s s u m e s = s̄ ;
M M H T 1 4 a n d N N P D F 3. 1 d et er mi n e s a n d s̄ P D F s
i n d e p e n d e ntl y.

B e si d e t h e t hr e e g e n er al- p ur p o s e P D F s et s d e s cri b e d
a b o v e, ot h er u n p ol ari z e d P D F d et er mi n ati o n s h a v e b e e n
pr o d u c e d or u p d at e d r e c e ntl y, n a m el y A B M P , C J , J A M
a n d H E R A P D F . T h e s e P D F s et s ar e b a s e d o n a r e d u c e d
s et of m e a s ur e m e nt s a n d / or o n p e c uli ar t h e or eti c al
a s s u m pti o n s. A s s u c h, t h e y ar e m or e li mit e d i n s c o p e.

T h e A B M P 1 6 (Al e k hi n et al. , 2 0 1 7 ) P D F s et i s
t h e o nl y u n p ol ari z e d P D F s et d et er mi n e d i n a s c h e m e s
wit h a fi x e d n u m b er of fl a v or s: f or 3, 4 a n d 5 a cti v e
fl a v or s s e p ar at el y. It w a s r e c e ntl y s u p pl e m e nt e d wit h
a n e xt e n d e d s et of si n gl e-t o p a n d t o p- p air m e a s ur e m e nt s
fr o m t h e Te v atr o n a n d t h e L H C a n d a n i n cr e a si n g
n u m b er of D Y d at a, n ot a bl y r e c e nt A T L A S g a u g e- b o s o n –
pr o d u cti o n di stri b uti o n s at 5 a n d 7 Te V a n d d o u bl e-
di ff er e nti al di stri b uti o n s f or Z - b o s o n pr o d u cti o n fr o m
A T L A S a n d C M S. M or e stri n g e nt ki n e m ati c c ut s h a v e
b e e n a p pli e d, w hi c h r e d u c e t h e i m p a ct of hi g h er-t wi st
t er m s i n cl u d e d i n t h e a n al y si s.

T h e C J 1 5 (A c c ar di et al. , 2 0 1 6 a ) a n al y si s d et er mi n e d
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FI G. 3 T h e C T 1 8 , M M H T 1 4 a n d N N P D F 3. 1 P D F s a t Q =
2 G e V f o r v a ri o u s fl a v o r c o m bi n a ti o n s.

t h e r ati o d / u at N L O b y i n cl u di n g fi x e d-t ar g et DI S d at a
at l o w Q a n d hi g h x , w hi c h ar e ot h er wi s e e x cl u d e d b y
ki n e m ati c c ut s i n ot h er P D F a n al y s e s. I n or d er t o r e d u c e
t h e or eti c al bi a s, hi g h er-t wi st c o ntri b uti o n s a n d n u cl e ar
e ff e ct s i m p ort a nt i n t hi s ki n e m ati c r e gi o n w er e i n cl u d e d
i n t h e a n al y si s. I n Fi g. 4 t h e d / u r ati o o bt ai n e d fr o m t h e
C J 1 5 a n al y si s at N L O i s c o m p ar e d t o t h e r e s ult o bt ai n e d
f r o m t h e C T 1 4 H E R A 2 (H o u et al. , 2 0 1 7 ) a n d C T 1 8
a n al y s e s at N N L O. T h e pl ot s h o w s t h at t h e C T 1 8 a n d
C J 1 5 c e ntr al pr e di cti o n s c o n v er g e t o di ff er e nt v al u e s at
l ar g e x , r e s p e cti v el y 0.1 a n d 0 .2. N e v ert h el e s s, t h e C T 1 8
a n d C J 1 5 r e s ult s ar e c o m p ati bl e wit hi n u n c ert ai nti e s,
alt h o u g h t h e C J 1 5 err or b a n d i s m u c h s m all er t h a n t h e
C T 1 8 o n e, p o s si bl y b e c a u s e t h e t ol er a n c e crit eri o n i s n ot
a d o pt e d i n t h e C J 1 5 a n al y si s.

T h e J A M c oll a b or ati o n p erf or m e d t h e fir st u ni v e r s al
fit , J A M 1 9 (S at o et al. , 2 0 2 0 ), a si m ult a n e o u s
d et er mi n ati o n of P D F s a n d fr a g m e nt ati o n f u n cti o n s
( F F s) at N L O fr o m a gl o b al a n al y si s of DI S, D Y,
SI DI S a n d el e ctr o n- p o sitr o n a n ni hil ati o n d at a.  T hi s
fit i s u ni q u e i n it s ki n d, a s it all o w s i n v e sti g ati o n
of t h e u n p ol ari z e d s e a- q u ar k P D F s fr o m s e mi-i n cl u si v e
p r o c e s s e s, w h er e b y bi a s fr o m t h e u n k n o w n F F s i s

Fl
av

or
 

Ra
ti

o

x

( d/ u)( x, Q) at Q = 1 0. 0 G e V 6 8 % C. L.
C T 1 8 N N L O
C T 1 4 H E R A 2 N N L O
CJ 1 5 nl o

0. 0

0. 5

1. 0

1. 5

1 0 - 6 1 0 - 4 1 0 - 3 1 0 - 2 1 0 - 1 0. 2 0. 5 0. 9

FI G. 4 T h e u / d r a ti o f o r t h e C T 1 8 , C T 1 4 H E R A 2 a n d C J 1 5
P D F s a t Q = 1 0 G e V.

mi ni mi s e d a s m u c h a s p o s si bl e.  T h e fit r e v e al e d i n
p arti c ul ar a str o n g s u p pr e s si o n of t h e str a n g e P D F
fr o m k a o n pr o d u cti o n, i n c o ntr a st t o w h at i s f o u n d i n
all ot h er P D F d et er mi n ati o n s, w hi c h d e s er v e s f urt h er
i n v e sti g ati o n.

Fi n all y, t h e H E R A P D F 2. 0 s et w a s u p d at e d ( C o o p er-
S ar k ar , 2 0 1 9 ) wit h t h e H E R A l e g a c y i n cl u si v e DI S d at a
s et s u p pl e m e nt e d wit h ( m ulti-)j et pr o d u cti o n d at a i n
DI S fr o m Z E U S a n d H 1. T h e or eti c al pr e di cti o n s w er e
c o m p ut e d at N N L O wit h N N L O J E T ( G e hr m a n n et al. ,
2 0 1 8 ) f or t h e fir st ti m e. T h e n e w N N L O fit f a v or s a
v al u e of t h e str o n g c o u pli n g α s (M Z ) = 0 .1 1 5 0 w hi c h
i s l o w er t h a n t h at f o u n d at N L O, α s (M Z ) = 0 .1 1 8 3.
C o n s e q u e ntl y, t w o n e w H E R A 2 P D F 2. 0 J et s N N L O fit s,
wit h di ff er e nt α s v al u e s w er e m a d e a v ail a bl e.

A s a g e n er al r e m ar k, w e n ot e t h at t h e s m all- x r e gi o n
of u n p ol ari z e d P D F s i s p h e n o m e n ol o gi c all y r el e v a nt
f or t h e pr o d u cti o n of fi n al st at e s, f or e x a m pl e dij et s
i n t h e f or w ar d-r a pi dit y r e gi o n of H E R A, R HI C a n d
L H C. I n p p c olli si o n, a fi n al st at e of r a pi dit y ar o u n d
4 c a n pr o b e m o m e nt u m r e gi o n s a s l o w a s x ∼ 1 0 − 4 .
F urt h er m or e, i n h e a v y-i o n c olli si o n s it i s b eli e v e d t h at
t h e s m all- x gl u o n s f or m a n o v er- o c c u pi e d s y st e m n e e d e d
f or l at er t h er m ali z ati o n of q u ar k- gl u o n pl a s m a.  A
pr e ci s e u n d er st a n di n g of t h e gl u o n P D F at l o w x i s
t h er ef or e of utt er m o st i m p ort a n c e, a n d r e pr e s e nt s a
d o m ai n w h er e all of t h e a n al y s e s di s c u s s e d a b o v e c a n
b e i m pr o v e d, f or i n st a n c e al o n g t h eli n e s of R ef. ( B all
et al. , 2 0 1 8 ).  T h e c urr e nt a p pr o a c h t o st u d yi n g t h e
s m all- x gl u o n d e n sit y i s f or m ul at e d u p o n t h e B alit s k y-
K o v c h e g o v e q u ati o n ( B alit s k y , 1 9 9 6 ; K o v c h e g o v , 1 9 9 9 )
a n d it s fi nit e- N c g e n er ali z ati o n ( J alili a n- M ari a n et al. ,
1 9 9 7 , 1 9 9 8 a ,b ). T h e f or m er c a n b e s ol v e d u si n g st a n d ar d
m et h o d s f or i nt e gr o- di ff er e nti al e q u ati o n s, w hil e t h e
l att er, b ei n g a f u n cti o n al e q u ati o n, c a n b e s ol v e d b y
m e a n s of l atti c e- Q C D m et h o d s, aft er r ef or m ul ati o n a s a n
L a n g e vi n e q u ati o n ( R u m m u k ai n e n a n d Wei g ert , 2 0 0 4 ).
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T h e t w o e q u ati o n s ar e b ot h n o nli n e ar a n d l e a d t o a
s at ur ati o n s c al e w hi c h si g n al s t h e str o n g pr o c e s s of
r e c o m bi n ati o n of gl u o n s a n d gl u o n s at ur ati o n.  B ot h
e q u ati o n s d e s cri b e t h e p ert ur b ati v e e v ol uti o n of Wil s o n
li n e s; t h er ef or e, t h e y ar e v ali d stri ctl y i n t h e p e rt ur b ati v e
r e gi m e of Q C D. H o w e v er, o n e n e e d s t o r e g ul at e t h e
n o n p ert ur b ati v e l ar g e si z e s of t h e Wil s o n li n e s, w hi c h
a r e e v e nt u all y pr o b e d d uri n g t h e e v ol uti o n. T hi s i s o n e
of t h e li mit ati o n s of t h e a p pr o a c h. It w o ul d b e of gr e at
a d v a nt a g e t o f urt h er d e v el o p t h e l atti c e- Q C D a p pr o a c h
t o att a c k t h e s m all- x b e h a vi o ur of t h e gl u o n P D F.

II. 1. 2. N u cl e ar P D F s

S h o ul d t h e u n p ol ari z e d h ar d- s c att eri n g pr o c e s s e s o c c ur
o ff n u cl ei i n st e a d of fr e e n u cl e o n s, it i s c u st o m ar y t o
a s s u m e t h at t h e y c a n still b e d e s cri b e d i n t er m s of
f a ct ori z ati o n t h e or e m s (B ar s h a y et al. , 1 9 7 5 ). N u cl e ar
e ff e ct s ar e t h e n r e a b s or b e d i nt o P D F s, w hi c h di ff er fr o m
t h e u n p ol ari z e d P D F s di s c u s s e d i n t h e pr e vi o u s s e cti o n,
a n d w hi c h ar e c all e d n u cl e ar P D F s. R e c e nt pr o gr e s s i n
t h e p h e n o m e n ol o gi c al d et er mi n ati o n of n u cl e ar P D F s h a s
b e e n m ai nl y dri v e n b y t h e a v ail a bilit y of h ar d pr o b e s
i n pr ot o n-l e a d c olli si o n s at t h e L H C. R e pr e s e nt ati v e
e x a m pl e s of s u c h pr o c e s s e s i n cl u d e dij et ( E s k ol a et al. ,
2 0 1 9 ) a n d D - m e s o n pr o d u cti o n (K u si n a et al. , 2 0 1 8 )
t o c o n str ai n t h e gl u o n n u cl e ar P D F s at s m all a n d
l ar g e x , r e s p e cti v el y, a n d W, Z pr o d u cti o n t o c o n str ai n
n u cl e ar m o di fi c ati o n s t o q u ar k fl a v or s e p ar ati o n ( K u si n a
et al. , 2 0 1 7 ). T h e s e o b s e r v a bl e s c o m pl e m e nt t h e e xi sti n g
i nf or m ati o n fr o m n e utr al- c urr e nt a n d c h ar g e d- c urr e nt
DI S str u ct ur e f u n cti o n s a s w ell a s fr o m pr ot o n-l e a d
c olli si o n d at a fr o m R HI C ( s e e R ef. ( Et hi er a n d N o c er a ,
2 0 2 0 ) f or a n o v er vi e w). S e v er al ot h er pr o c e s s e s c o ul d b e
a d d e d t o gl o b al n u cl e ar P D F fit s i n t h e f ut ur e, s u c h a s
p h ot o n pr o d u cti o n ( C a m p b ell et al. , 2 0 1 8 ), l o w- m a s s D Y,
a n d p o s si bl y e v e n t o p- q u ar k p air pr o d u cti o n.

S e v er al gr o u p s h a v e pr e s e nt e d p h e n o m e n ol o gi c al
d et er mi n ati o n s of n u cl e ar P D F s. T h e s e di ff er i n t h e i n p ut
d at a s et, i n t h e a c c ur a c y of t h e t h e or eti c al c o m p ut ati o n s,
i n t h e fl a v or a s s u m pti o n s, a n d i n t h e m et h o d ol o gi c al
d et ail s of t h e a n al y si s, s u c h a s t h e p ar a m etri z ati o n
of t h e n u cl e u s d e p e n d e n c e, a n d t h e r e pr e s e nt ati o n of
u n c ert ai nti e s. T h e n u cl e ar- P D F a n al y si s i n cl u di n g t h e
m o st e xt e n si v e d at a s et t o d at e i s E P P S 1 6 (E s k ol a
et al. , 2 0 1 7 ), w hi c h i s t h e o nl y o n e t o t a k e i nt o
a c c o u nt j et- a n d W, Z - pr o d u cti o n d at a fr o m pr ot o n-l e a d
c olli si o n s at t h e L H C. Ot h er r e c e nt n u cl e ar P D F s et s,
b a s e d o n a m or e li mit e d d at a s et t h a n E P P S 1 6 , ar e
n C T E Q 1 5 (K o v ari k et al. , 2 0 1 6 ), T u J u 1 9 (W alt et al. ,
2 0 1 9 ), a n d n N N P D F 1. 0 (A b d ul K h al e k et al. , 2 0 1 9 a ).

We r ef er t h e i nt er e st e d r e a d er t o R ef s. ( Et hi er a n d
N o c er a , 2 0 2 0 ; K o v a řı́ k et al. , 2 0 1 9 ) f or a d et ail e d
c o m p ari s o n of all of t h e s e n u cl e ar P D F s et s.  H er e,
w e n ot e t h at t h e d et er mi n ati o n of n u cl e ar P D F s i s l e s s

a d v a n c e d t h a n t h at of t h eir fr e e- pr ot o n c o u nt er p art s
at l e a st i n f o ur r e s p e ct s.  Fir st, t h e li mit e d a m o u nt
of e x p eri m e nt al m e a s ur e m e nt s, w hi c h r e s ult s i n l ar g e
u n c ert ai nti e s o n n u cl e ar P D F s, e s p e ci all y f or t h e gl u o n
a n d t h e i n di vi d u al q u ar k fl a v or s. S e c o n d, t h e u s e,
t o s o m e e xt e nt, of m o d el- d e p e n d e nt a s s u m pti o n s, i n
p arti c ul ar t o mi mi c s h a d o wi n g a n d a nti- s h a d o wi n g e ff e ct s
a s a f u n cti o n of x a n d of t h e at o mi c n u m b er A .
T hir d, t h e c o n si st e n c y b et w e e n n u cl e ar P D F s a n d t h eir
A = 1 li mit (t h at i s, t h e fr e e- pr ot o n P D F s) b ot h i n
t er m s of c e ntr al v al u e s a n d u n c ert ai nti e s, a s w ell a s t h e
tr e at m e nt of c orr el ati o n s b et w e e n n u cl e ar a n d pr ot o n
P D F s. F o urt h, p o s si bl e d at a i n c o n si st e n ci e s, f or e x a m pl e
b et w e e n n e utr al- a n d c h ar g e d- c urr e nt str u ct ur e f u n cti o n s
a n d b et w e e n s o m e of t h e L H C o b s er v a bl e s.

F ut ur e f a ciliti e s, s p e ci fi c all y t h e EI C, will a d dr e s s t h e
fir st of t h e s e li mit ati o n s b y e xt e n di n g t h e ki n e m ati c
r e a c h of t h e m e a s ur e m e nt s d o w n t o x ∼ 1 0 − 9 , a s
a nti ci p at e d i n s e v er al i m p a ct st u di e s ( A b d ul K h al e k
et al. , 2 0 1 9 a ; A s c h e n a u er et al. , 2 0 1 7 ; P a u k k u n e n ,
2 0 1 8 ). R eli a bl e c al c ul ati o n s fr o m l atti c e Q C D c o ul d a d d
v al u a bl e i nf or m ati o n t o a d dr e s s s o m e of t h e r e m ai ni n g
li mit ati o n s. T h e c al c ul ati o n of n u cl e ar P D F s u si n g l atti c e
Q C D i s i n g e n er al m or e d e m a n di n g t h a n t h e c o m p ut ati o n
of fr e e- pr ot o n P D F s, i n a w a y t h at gr o w s wit h t h e
n u m b er of n u cl e o n s i n t h e n u cl e u s. F or t hi s r e a s o n, o nl y
f e w pi o n e eri n g r e s ult s o n v er y li g ht n u cl ei ar e c urr e ntl y
a v ail a bl e. I n p arti c ul ar, t h e N P L Q C D c oll a b or ati o n
c o m p ut e d t h e fir st m o m e nt of t h e u n p ol ari z e d gl u o n
di stri b uti o n i n n u cl ei u p t o A = 3 ( Wi nt er et al. , 2 0 1 7 )
(f or d e ut er o n a n d 3 H e). T h e s e r e s ult s ar e o bt ai n e d at a
hi g h er-t h a n- p h y si c al q u ar k m a s s; a s s u c h, t h e y s h o ul d b e
vi e w e d a s a st arti n g p oi nt f or f ut ur e d e v el o p m e nt s.

II. 1. 3. H eli cit y P D F s

H eli cit y P D F s d e s cri b e t h e n et a m o u nt of m o m e nt u m
d e n siti e s of p art o n s ali g n e d al o n g or o p p o sit e a
l o n git u di n all y p ol ari z e d n u cl e o n.  T h eir r el e v a n c e i s
r el at e d t o t h e f a ct t h at t h e c o ntri b uti o n of q u ar k s,
a nti q u ar k s a n d gl u o n s t o t h e n u cl e o n s pi n i s q u a nti fi e d
b y t h e fir st m o m e nt s of t h e c orr e s p o n di n g h eli cit y P D F s,
a c c or di n g t o t h e c a n o ni c al d e c o m p o siti o n of t h e pr ot o n’ s
t ot al a n g ul ar m o m e nt u m ( L e a d er a n d L or c é , 2 0 1 4 ).

T h e  m o st r e c e nt a n al y s e s of p ol ari z e d
P D F s ar e D S S V 1 4 (d e  Fl ori a n et al. , 2 0 1 4 ),
N N P D F p o l 1. 1 (N o c er a et al. , 2 0 1 4 ) a n d
J A M 1 7 (Et hi er et al. , 2 0 1 7 ). Si n c e p u bli c ati o n,
t h e D S S V 1 4 a n al y si s w a s u p d at e d wit h a M o nt e-
C arl o v ari a nt ( D e Fl ori a n et al. , 2 0 1 9 ), w hi c h al s o
st u di e d t h e i m p a ct of r e c e nt dij et m e a s ur e m e nt s fr o m
S T A R ( A d a m et al. , 2 0 1 8 ; A d a m c z y k et al. , 2 0 1 7 ). T h e
N N P D F p o l 1. 1 P D F s et w a s al s o u p d at e d wit h S T A R
m e a s ur e m e nt s, i n cl u di n g t h e s a m e dij et m e a s ur e m e nt s
a n d a d diti o n al W - b o s o n pr o d u cti o n d at a (N o c er a ,
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FI G. 5 T h e h eli ci t y P D F s f r o m t h e N N P D F p o l 1. 1 p a r t o n
s e t a t µ 2 = 1 0 G e V 2 . Fi g u r e f r o m (T a n a b a s hi et al. , 2 0 1 8 ).

2 0 1 7 ).  T h e J A M 1 7 a n al y si s i s u ni q u e i n it s ki n d,
b e c a u s e it r e ali s e s a u ni v er s al fit, t h at i s, a si m ult a n e o u s
d et er mi n ati o n of t h e h eli cit y P D F s a n d of t h e F F s of
pi o n s a n d k a o n s b y m e a n s of a n a n al y si s of t h e SI DI S
d at a. B e c a u s e of t hi s f a ct, t h e or eti c al a s s u m pti o n s o n
t h e S U( N f ) s y m m etr y, w hi c h r el at e t h e fir st m o m e nt s
of t h e i s otri pl et a n d o ct et h eli cit y P D F c o m bi n ati o n s t o
t h e w e a k d e c a y s of h a dr o n s, c a n b e r el a x e d. T h er ef or e,
t h e or eti c al bi a s i n t h e d et er mi n ati o n of h eli cit y s e a- q u ar k
di stri b uti o n s i s all e vi at e d, i n p arti c ul ar o n str a n g e n e s s
( s e e S e ct. II. 3. 3).

All of t h e s e a n al y s e s ar e a c c ur at e t o N L O. T h e P D F s
f r o m t h e N N P D F p o l 1. 1 s et s ar e di s pl a y e d, at a s c al e
µ 2 = 1 0 G e V 2 i n Fi g. 5 f or ill u str ati o n p ur p o s e s. T h e
u p q u ar k v al e n c e di stri b uti o n i s t h e m o st c o n str ai n e d
h eli cit y P D F, pri m aril y t h a n k s t o m e a s ur e m e nt s of t h e
p r ot o n str u ct ur e f u n cti o n g 1 o v er a r el ati v el y br o a d r a n g e
of x a n d Q 2 ; s e e Fi g. 1 .  T h e c orr e s p o n di n g d o w n-
q u ar k di stri b uti o n, w hi c h i s o p p o sit e i n si g n, i s s m all er
i n m a g nit u d e a n d s h o w s s o m e w h at l ar g er u n c ert ai nti e s.
N e v ert h el e s s, a f air a gr e e m e nt b et w e e n v ari o u s P D F s et s
h a s b e e n a c hi e v e d f or t h e v al e n c e p ol ari z ati o n s, wit h
di ff er e n c e s ori gi n ati n g fr o m t h e or eti c al, e x p eri m e nt al,
a n d m et h o d ol o gi c al c h oi c e s g e n er all y b ei n g s m all er t h a n
t h e P D F u n c ert ai nt y (r e pr e s e nti n g t h e u n c ert ai nt y of
t h e d at a).  T h e p ol ari z ati o n of t h e s e a q u ar k s i s
si g ni fi c a ntl y s m all e r t h a n t h e p ol ari z ati o n of t h e v al e n c e
q u ar k s. It i s al s o m or e d e p e n d e nt o n t h e m e a s ur e m e nt s
i n cl u d e d i n e a c h P D F s et, a n d o n t h e fl a v or a s s u m pti o n s
wit h w hi c h t h e d at a ar e a n al y z e d. S p e ci fi c all y,
w hil e all P D F s et s s h o w a f airl y c o n si st e nt a nti- d o w n
p ol ari z ati o n, t h e a nti- u p di stri b uti o n i s p o siti v e i n t h e
N N P D F p o l 1. 1 P D F s et, d u e t o W - b o s o n pr o d u cti o n
d at a, w hil e it c h a n g e s si g n i n t h e D S S V 1 4 P D F

s et, d u e t o SI DI S d at a.  T hi s di ff er e n c e i s s o m e w h at
r eli e v e d i n t h e J A M 1 7 r e s ult, w h er e t h e si m ult a n e o u s
d et er mi n ati o n of h eli cit y P D F s a n d F F s g e n er all y l e a d s
t o P D F s wit h l ar g er u n c ert ai nti e s.  T h e sit u ati o n i s
m or e i n v ol v e d f or t h e str a n g e h eli cit y P D F, w hi c h
r e m ai n s l ar g el y u n c o n str ai n e d fr o m DI S d at a al o n e ( s e e
S e ct. II. 3. 3).  Fi n all y, t h e gl u o n h eli cit y di stri b uti o n
h a s b e e n e st a bli s h e d t o b e c o n si st e ntl y si z a bl e a n d
p o siti v e i n b ot h t h e D S S V 1 4 a n d N N P D F p o l 1. 1
a n al y s e s t h a n k s t o t h e a v ail a bilit y of pr e ci s e j et, dij et,
a n d pi o n- pr o d u cti o n s pi n- a s y m m etr y m e a s ur e m e nt s at
R HI C. S u c h e vi d e n c e, h o w e v er, i s li mit e d t o t h e r e gi o n
0 .0 2 x 0 .4, o ut si d e of w hi c h t h e gl u o n h eli cit y P D F i s
a ff e ct e d b y l ar g e e xtr a p ol ati o n u n c ert ai nti e s t h at pr e v e nt
a n y d e fi niti v e c o n cl u si o n a b o ut it s r ol e i n t h e pr ot o n s pi n
d e c o m p o siti o n. T h e e xt e n d e d ki n e m ati c r e gi o n att ai n e d
b y a f ut ur e p ol ari z e d EI C ( s e e Fi g. 1 ) will b e pi v ot al t o
cl arif y t hi s pi ct ur e, a s d e m o n str at e d b y s e v e r al i m p a ct
st u di e s ( A s c h e n a u er et al. , 2 0 1 3 , 2 0 1 2 , 2 0 1 5 ; B all et al. ,
2 0 1 4 ).

II. 1. 4. Tr a n s v er sit y P D F s

Tr a n s v er sit y d e s cri b e s t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e
tr a n s v er s e p ol ari z ati o n s of t h e n u cl e o n a n d of it s
c o n stit u e nt p art o n s. B e c a u s e of it s c hir al- o d d n at ur e,
it c a n b e m e a s ur e d o nl y i n pr o c e s s e s w h er e it p air s t o
a n ot h er c hir al- o d d o bj e ct ( Artr u a n d M e k h fi , 1 9 9 0 ; J a ff e
a n d Ji , 1 9 9 1 ). Hi st o ri c all y, tr a n s v er sit y w a s e xtr a ct e d
f or t h e fir st ti m e i n t h e fr a m e w or k of T M D f a ct ori z ati o n,
b y e x pl oiti n g t h e C olli n s e ff e ct ( A n s el mi n o et al. , 2 0 0 7 )
i n SI DI S m e a s ur e m e nt s, w h er e b y tr a n s v er sit y c o u pl e s
t o t h e c hir al- o d d C olli n s F F H ⊥

1 (C olli n s , 1 9 9 3 ). T hi s
pr o c e d ur e m a y b e pr o n e t o t h e or eti c al bi a s, b e c a u s e
T M D e v ol uti o n d e p e n d s o n n o n p ert ur b ati v e p ar a m et er s
t h at ar e n ot v er y w ell c o n str ai n e d b y e x p eri m e nt.
F urt h er m or e, it c a n n ot b e e xt e n d e d t o p p c olli si o n
m e a s ur e m e nt s, f or w hi c h T M D f a ct ori z ati o n i s e x pli citl y
br o k e n ( R o g er s a n d M ul d er s , 2 0 1 0 ). T hi s li mit ati o n c a n
b e o v er c o m e b y c o n si d eri n g t h e C olli n s e ff e ct f or a h a dr o n
d et e ct e d i n si d e a j et ( A d a m c z y k et al. , 2 0 1 8 ). A h y bri d
fr a m e w or k c a n b e e st a bli s h e d (K a n g et al. , 2 0 1 7 ), w h er e
t h e T M D F F H ⊥

1 i s p air e d t o t h e c olli n e ar P D F h 1 .

A n alt er n ati v e m et h o d w a s pr o p o s e d t o d et e r mi n e
tr a n s v er sit y i n a f ull y c olli n e ar fr a m e w or k: it i s b a s e d
o n t h e s e mi-i n cl u si v e pr o d u cti o n of t w o h a dr o n s i n si d e
t h e s a m e c urr e nt j et wit h s m all i n v ari a nt m a s s ( Bi a n c o ni
et al. , 2 0 0 0 ; J a ff e et al. , 1 9 9 8 ).  T h e el e m e nt ar y
m e c h a ni s m c o n si st s i n t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e
tr a n s v er s e p ol ari z ati o n of t h e q u ar k dir e ctl y fr a g m e nti n g
i nt o t h e t w o h a dr o n s a n d t h eir tr a n s v er s e r el ati v e
m o m e nt u m ( C olli n s a n d L a di n s k y , 1 9 9 4 ). I n t hi s
c a s e, t h e di h a dr o n SI DI S cr o s s s e cti o n ( o n c e i nt e gr at e d
o v er p art o ni c tr a n s v er s e m o m e nt a) c o nt ai n s a s p e ci fi c
a zi m ut h al m o d ul ati o n i n t h e ori e nt ati o n of t h e pl a n e
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c o nt ai ni n g t h e m o m e nt a of t h e t w o h a dr o n s.  T h e
c o e ffi ci e nt of t hi s m o d ul ati o n i s t h e si m pl e pr o d u ct
h 1 H 1 , w h er e H 1 i s a c hir al- o d d di h a dr o n F F ( Di F F)
q u a ntif yi n g t h e a b o v e c orr el ati o n ( B a c c h ett a a n d R a di ci ,
2 0 0 3 ; Bi a n c o ni et al. , 2 0 0 0 ; R a di ci et al. , 2 0 0 2 ). T h e
f u n cti o n H 1 c a n b e i n d e p e n d e ntl y d et er mi n e d fr o m
c orr el ati o n s b et w e e n t h e a zi m ut h al ori e nt ati o n s of t w o
h a dr o n p air s i n b a c k-t o- b a c k j et s pr o d u c e d i n el e ctr o n-
p o sitr o n a n ni hil ati o n ( B a c c h ett a et al. , 2 0 0 9 ; B o er
et al. , 2 0 0 3 ; C o urt o y et al. , 2 0 1 2 ; M at e v o s y a n et al. ,
2 0 1 8 ). B e c a u s e of c olli n e ar f a ct ori z ati o n, it i s p o s si bl e
t o i s ol at e t h e s a m e c o m bi n ati o n h 1 H 1 al s o i n p p
c olli si o n s ( B a c c h ett a a n d R a di ci , 2 0 0 4 ), a f a ct t h at gi v e s
ri s e t o a n a s y m m etri c a zi m ut h al di stri b uti o n of t h e fi n al
h a dr o n p air w h e n o n e of t h e t w o i niti al pr ot o n s i s
t r a n s v er s el y p ol ari z e d ( R a di ci et al. , 2 0 1 6 ).

E x p eri m e nt al  m e a s ur e m e nt s of t h e a s y m m etri c
a zi m ut h al di stri b uti o n of π + π − p air s i n SI DI S h a v e
b e e n c oll e ct e d b y t h e H E R M E S c oll a b or ati o n f or
a pr ot o n t ar g et ( Air a p eti a n et al. , 2 0 0 8 ) a n d b y
t h e C O M P A S S c oll a b or ati o n f or b ot h pr ot o n a n d
d e ut er o n t ar g et s ( A d ol p h et al. , 2 0 1 2 , 2 0 1 4 ), s u m mi n g
u p t o 2 2 i n d e p e n d e nt d at a p oi nt s.  T h e a zi m ut h al
a s y m m etr y i n t h e di stri b uti o n of b a c k-t o- b a c k π + π −

p air s i n e + e − a n ni hil ati o n w a s fir stl y m e a s ur e d b y
t h e B e l l e c oll a b or ati o n ( V o s s e n et al. , 2 0 1 1 ), a f a ct
t h at o p e n e d t h e w a y t o t h e fir st p ar a m etri z ati o n of
H 1 (C o urt o y et al. , 2 0 1 2 ). I n t ur n, t hi s r e s ult w a s
u s e d i n c o m bi n ati o n wit h t h e SI DI S d at a t o e xtr a ct t h e
v al e n c e c o m p o n e nt s of h 1 (B a c c h ett a et al. , 2 0 1 1 , 2 0 1 3 ;
R a di ci et al. , 2 0 1 5 ) at l e a di n g- or d er ( L O) a c c ur a c y. T h e
S T A R c oll a b or ati o n r e c e ntl y r el e a s e d r e s ult s f or t h e
p r e di ct e d a s y m m etr y of π + π − p air s pr o d u c e d fr o m p p
c olli si o n s wit h a tr a n s v er s el y p ol ari z e d pr ot o n at t h e
c e nt er- of- m a s s e n er g y of

√
s = 2 0 0 G e V ( A d a m c z y k

et al. , 2 0 1 5 ).  T h e fir st e xtr a cti o n of tr a n s v er sit y
f r o m a gl o b al a n al y si s of all of t h e s e d at a s et s w a s,
t h er ef or e, c arri e d o ut i n R ef. ( R a di ci a n d B a c c h ett a ,
2 0 1 8 ) at L O, w h er e t h e b o ot str a p m et h o d ( B a c c h ett a
et al. , 2 0 1 3 ; R a di ci et al. , 2 0 1 5 ) w a s u s e d t o pr o p a g at e
t h e d at a u n c ert ai nt y i nt o t h e P D F u n c ert ai nt y.  We
will c all t hi s a n al y si s P V 1 8 i n t h e r e m ai n d er of t h e
p a p er. T h e S T A R c oll a b or ati o n s u b s e q u e ntl y r el e a s e d
m e a s ur e m e nt s at

√
s = 5 0 0 G e V ( A d a m c z y k et al. ,

2 0 1 8 ), t h at n e e d t o b e i n cl u d e d i n f ut ur e u p d at e s of t h e
fit. T h e o v er all e x p eri m e nt al i nf or m ati o n a m o u nt s t o
a p pr o xi m at el y 5 0 i n d e p e n d e nt d at a p oi nt s c o v eri n g t h e
r a n g e 0 .0 0 8 < x < 0 .3 5, a b o ut t w o or d er s of m a g nit u d e
l e s s t h a n f or t h e a n al y si s of u n p ol ari z e d P D F s, s e e
Fi g. 1 .

Fr o m t h e t h e or eti c al p oi nt of vi e w, t h e d e c o m p o siti o n
o n t h e h eli cit y b a si s of t h e q u ar k- h a dr o n h eli cit y
a m plit u d e i n t er m s of t h e t hr e e l e a di n g-t wi st P D F s
( u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d tr a n s v er sit y) l e a d s t o t h e s o-

c all e d S o ff er i n e q u alit y ( S o ff er , 1 9 9 5 )

|h q
1 (x, Q 2 )| ≤

1

2
q (x, Q 2 ) + ∆ q (x, Q 2 ) = F q

S B (x, Q 2 ) ,

( 2)
f or e a c h q u ar k q a n d a nti q u ar k q̄ s e p a r at el y. F or v al e n c e
q u ar k s q v = q − q̄ , t h e S o ff e r i n e q u alit y r e a d s

|h q v

1 | ≤ F q
S B + F q̄

S B ≡ F q + q̄
S B , ( 3)

a n d i s c o n s er v e d u n d er Q C D e v ol uti o n ( G ol d st ei n et al. ,
1 9 9 5 ; V o g el s a n g , 1 9 9 8 ).  B e c a u s e t h e e x p eri m e nt al
d at a c o v er a li mit e d r a n g e i n x , E q. (3 ) i s a b o u n d
t h at li mit s t h e all o w e d p ar a m et er s p a c e i n a n y r eli a bl e
d et er mi n ati o n of tr a n s v er sit y.

T h e gl o b al a n al y si s of R ef. ( R a di ci a n d B a c c h ett a ,
2 0 1 8 ) a s s u m e d t h e f oll o wi n g f u n cti o n al f or m at t h e i niti al
s c al e Q 2

0 = 1 G e V 2 :

x h q v

1 (x, Q 2
0 ) = F q (x ) F q + q̄

S B (x, Q 2
0 ) , ( 4)

w h er e F q (x ) c o nt ai n e d fi v e fitti n g p ar a m et er s f or e a c h
v al e n c e fl a v or q v . I m p o si n g t h e c o n str ai nt |F q (x )| ≤ 1
f or all x a ut o m ati c all y e nf or c e s t h e S o ff er i n e q u alit y at
a n y s c al e.  T h e l o w- x b e h a vi or of h q v

1 (x ) w a s f urt h er
c o n str ai n e d b y r e q uiri n g t h at it s z er ot h M elli n m o m e nt,
t h e t e n s or c h ar g e, i s fi nit e. T h e M S T W 0 8 (M arti n et al. ,
2 0 0 9 ) a n d D S S V 0 8 (d e Fl ori a n et al. , 2 0 0 9 ) p art o n s et s
w er e u s e d a s i n p ut f or t h e u n p ol ari z e d ( at L O) a n d t h e
h eli cit y ( at N L O) P D F s e nt eri n g E q. ( 3 ). U si n g ot h er
p ar a m etri z ati o n s, f or i n st a n c e C T 1 8 (H o u et al. , 2 0 1 9 b )
f or t h e u n p ol ari z e d P D F, or J A M 1 5 (S at o et al. , 2 0 1 6 )
or J A M 1 7 (Et hi er et al. , 2 0 1 7 )) f or t h e h eli cit y P D F, w a s
s h o w n t o l e a v e t h e fit of t h e tr a n s v er sit y u n alt e r e d ( B e n el
et al. , 2 0 2 0 ; R a di ci a n d B a c c h ett a , 2 0 1 8 ).

T h e d e p e n d e n c e of t h e tr a n s v er sit y P D F o n t h e S o ff er
b o u n d i m pli cit i n E q. ( 4 ) m a y r e s ult i n a s at ur ati o n of
s ai d b o u n d at l ar g e x . If s o, o n e m a y w o n d er w h et h er
t h e d at a i s i n t e n si o n wit h t h e b o u n d it s elf, or w h et h er
t h e a c c o u nt of t h e S o ff er b o u n d i s n ot fl e xi bl e e n o u g h.
T hi s i s s u e w a s i n v e sti g at e d i n t h e fit of R ef. ( B e n el
et al. , 2 0 2 0 ), w hi c h w e c all M E X 1 9 , b a s e d o nl y o n SI DI S
di h a dr o n pr o d u cti o n d at a a n d o n t h e b o ot str a p m et h o d.
F o ur f u n cti o n al f or m s w er e c o n si d er e d, all c o n si sti n g of
s u m s of s el e ct e d B er n st ei n p ol y n o mi al s of f o ur di ff er e nt
d e gr e e s t h at s p a n n e d al m o st t h e e ntir e x r a n g e a n d
t h at w er e m ulti pli e d b y x 1 .2 5 .  A n e sti m at e of t h e
st ati sti c al c o m p ati bilit y b et w e e n t h e v al e n c e tr a n s v er sit y
di stri b uti o n s a n d t h e b o u n d w a s p erf or m e d t hr o u g h t h e
r e w ei g hti n g of t h e d at a i n t h e mi ni mi z ati o n pr o c e d ur e.
Gi v e n t h e u n c e rt ai nt y o n t h e d e ut er o n d at a, t h e h d v

1 h a d
t o b e c o n str ai n e d t o a n e n v el o p e d e si g n e d b a s e d o n t h e
f all- o ff of P D F s at l ar g e x u si n g t h e L a gr a n g e m ulti pli er
m et h o d.

I n Fi g. 6 w e s h o w x h 1 (x ) at Q 2 = 2 .4 G e V 2 . T h e
u p p er (l o w er) p a n el r ef er s t o it s v al e n c e u p ( d o w n)
c o m p o n e nt.  T h e s h a d e d ( pi n k) b a n d i s t h e r e s ult of
t h e P V 1 8 gl o b al fit of R ef. ( R a di ci a n d B a c c h ett a ,
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FI G. 6 T h e t r a n s v e r si t y x h 1 ( x ) a t 9 0 % C L. U p p e r (l o w e r )
pl o t f o r v al e n c e u p ( d o w n ) c o m p o n e nt. G r a y li n e s r e p r e s e nt
t h e S o ff e r b o u n d. D a r k e r ( pi n k ) b a n d f o r t h e P V 1 8 gl o b al fi t
of ( R a di ci a n d B a c c h e t t a , 2 0 1 8 ) a t Q 2 = 2 .4 G e V 2 . Li g ht e r
( c y a n ) b a n d f o r t h e M E X 1 9 c o n s t r ai n e d a n al y si s of ( B e n el
et al. , 2 0 2 0 ) a t t h e a v e r a g e s c al e of t h e d a t a.

2 0 1 8 ). T h e err or b a n d c orr e s p o n d s t o t h e 9 0 % c o n fi d e n c e
l e v el ( C L), a n d i n cl u d e s al s o a s y st e m ati c t h e or eti c al
e rr or i n d u c e d b y t h e c urr e ntl y u n c o n str ai n e d gl u o n
c o ntri b uti o n t o Di F F ( R a di ci a n d B a c c h ett a , 2 0 1 8 ). It
t ur n s o ut t h at t h e tr a n s v er sit y f or t h e v al e n c e d o w n
q u ar k i s v er y s e n siti v e t o t hi s u n c ert ai nt y. T h e pl ai n
( c y a n) b a n d i s t h e r e s ult of t h e M E X 1 9 c o n str ai n e d
fit of R ef. ( B e n el et al. , 2 0 2 0 ); e rr or b a n d s c orr e s p o n d
t o t h e 9 0 % C L. T h e S o ff er b o u n d i s r e pr e s e nt e d i n a
li mit e d r a n g e b y a gr a y li n e u si n g t h e u n p ol ari z e d a n d
h eli cit y P D F s fr o m t h e L O M S T W 0 8 (M arti n et al. ,
2 0 0 9 ) a n d t h e N L O D S S V 0 8 (d e Fl ori a n et al. , 2 0 0 9 )
s et s, r e s p e cti v el y. At s m all x , t h e err or o n t h e b o u n d
( still n e gli gi bl e i n c o m p ari s o n t o t h e c urr e nt o v er all
u n c ert ai nti e s o n t h e tr a n s v er sit y P D F) i n cr e a s e s d u e
t o t h e u n c ert ai nti e s i n b ot h p ar a m etri z ati o n s.  T hi s
i s, h o w e v er, i n c o n s e q u e nti al f or v al e n c e di stri b uti o n s,
w hi c h ar e s u p pr e s s e d b y e v ol uti o n.  Fr o m Fi g. 6 w e
o b s er v e t h at t h e t w o d et er mi n ati o n s ar e c o n si st e nt wit hi n
u n c ert ai nti e s, alt h o u g h t h e l ar g er u n c ert ai nt y o n t h e
v al e n c e d o w n q u ar k at l ar g e x c a n b e a p pr e ci at e d i n t h e
fit of R ef. ( B e n el et al. , 2 0 2 0 ) a s a c o n s e q u e n c e of t h e
S o ff er b o u n d.

N e v ert h el e s s, P D F s h a p e s a n d u n c e rt ai nti e s ar e
c o m p ar a bl e t o t h o s e d et er mi n e d i n T M D a n al y s e s of t h e
C olli n s e ff e ct ( A n s el mi n o et al. , 2 0 1 3 ; K a n g et al. , 2 0 1 6 ),
i n cl u di n g i n a d e di c at e d st u di e s o n t h e r ol e of t h e S o ff er
b o u n d o n t h e t e n s or c h ar g e ( D’ Al e si o et al. , 2 0 2 0 ). T h e
S o ff er b o u n d w a s c o m pl et el y r el e a s e d i n ( C a m m ar ot a
et al. , 2 0 2 0 ). I n all c a s e s, t h e u n c ert ai nt y b a n d s r e m ai n
l ar g e; f ut ur e d e v el o p m e nt s will d e p e n d o n a d et ail e d
st u d y of fl a v or d e p e n d e n c e of Di F F s b y u si n g B E L L E
d at a f or di h a dr o n m ulti pli citi e s ( S ei dl et al. , 2 0 1 7 ), a n d
o n i n cl u di n g i n t h e gl o b al fit al s o t h e S T A R d at a at
hi g h er c e nt er- of- m a s s e n er g y ( A d a m c z y k et al. , 2 0 1 8 ).
Fr o m t h e t h e or eti c al p oi nt of vi e w, w or k i s i n pr o gr e s s t o
u p d at e t h e a n al y s e s t o N L O a c c ur a c y.

II. 2. L a t ti c e P D F s U p d a t e s

L atti c e Q C D r e g ul ari z e s Q C D o n a fi nit e E u cli d e a n
l atti c e b y m e a n s of n u m eri c al c o m p ut ati o n s of Q C D
c orr el ati o n f u n cti o n s i n t h e p at h-i nt e gr al f or m ali s m,
u si n g m et h o d s a d a pt e d fr o m st ati sti c al m e c h a ni c s. Of
p arti c ul ar i nt er e st f or t hi s r e p ort, ar e n o v el m et h o d s t o
a c c e s s i nf or m ati o n o n P D F s u si n g l atti c e Q C D. T hi s i s a
v er y c h all e n gi n g t a s k, a s di stri b uti o n f u n cti o n s ar e li g ht-
c o n e q u a ntiti e s a n d c a n n ot b e c al c ul at e d o n a E u cli d e a n
l atti c e. A f e w m et h o d s h a v e b e e n pr o p o s e d, s o m e a s
e arl y a s t h e 1 9 9 0 s, a n d ot h er s v er y r e c e ntl y.  T hi s
i n cl u d e s, st u di e s b a s e d o n t h e h a dr o ni c t e n s or (Li u , 2 0 0 0 ;
Li u a n d D o n g , 1 9 9 4 ; Li u et al. , 1 9 9 9 ), a u xili ar y q u ar k
fi el d a p pr o a c h e s ( Br a u n a n d M üll e r , 2 0 0 8 ; D et m ol d
a n d Li n , 2 0 0 6 ), L ar g e- M o m e nt u m E ff e cti v e T h e or y
( L a M E T) ( Ji , 2 0 1 3 , 2 0 1 4 ; Ji et al. , 2 0 2 0 ) ( q u a si- P D F s),
p s e u d o- P D F s ( R a d y u s h ki n , 2 0 1 7 a ), a m et h o d b a s e d o n
O P E ( C h a m b er s et al. , 2 0 1 7 ), a n d t h e G o o d L atti c e
Cr o s s S e cti o n s a p pr o a c h ( M a a n d Qi u , 2 0 1 5 , 2 0 1 8 a ,b ).
We r ef er t h e r e a d er t o R ef. ( Ci c h y a n d C o n st a nti n o u ,
2 0 1 9 ; Ji et al. , 2 0 2 0 ; Li n et al. , 2 0 1 8 d ) f or a t h or o u g h
d e s cri pti o n of t h e m et h o d s. I n t hi s s e cti o n w e r e vi e w
r e c e nt pr o gr e s s o n s o m e of t h e s e m et h o d s t h at h a v e
b e e n st u di e d e xt e n si v el y wit hi n l atti c e Q C D. T h e c urr e nt
st a g e of t h e fi el d a n d t h e li mit e d d at a f or s o m e m et h o d s,
d o e s n ot p er mit o n e t o q u a ntit ati v el y c o m p ar e t h e l atti c e
r e s ult s e xtr a ct e d fr o m di ff er e nt m et h o d s. H a vi n g m or e
d at a, i n p arti c ul ar si m ul ati o n s at t h e p h y si c al p oi nt,
will i m pr o v e t h e c urr e nt u n d er st a n di n g of t h e s o ur c e s of
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s. T hi s w a y, w e c a n a s s e s s w h at
ar e t h e c a viti e s a n d t e c h ni c al li mit ati o n s of e a c h m et h o d,
s u c h a s, t h e r e gi o n of x f or w hi c h t h e l atti c e r e s ult s ar e
r eli a bl y e xtr a ct e d.

II. 2. 1. P D F s at t h e p h y si c al p oi nt wit h q u a si- di stri b uti o n s

Pi o n e eri n g w or k s h a v e s h o w n gr e at pr o mi s e i n
o bt ai ni n g q u a ntit ati v e r e s ult s f or t h e u n p ol ari z e d,
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h eli cit y a n d tr a n s v er sit y q u ar k a n d a nti q u ar k
di stri b uti o n s ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 4 , 2 0 1 5 ; C h e n
et al. , 2 0 1 6 ; Li n , 2 0 1 4 a ,b ; Li n et al. , 2 0 1 5 ) u si n g
t h e q u a si- P D F s a p pr o a c h ( Ji , 2 0 1 3 ), w hi c h utili z e d
L ar g e M o m e nt u m E ff e cti v e T h e or y ( L a M E T) ( Ji ,
2 0 1 4 ) t o m at c h l atti c e c al c ul a bl e m atri x el e m e nt s, t o
t h eir li g ht- c o n e c o u nt er p art s. T h e gr o u p s w or ki n g o n
e xtr a cti n g x - d e p e n d e nt P D F s fr o m l atti c e Q C D h a v e
si g ni fi c a ntl y i m pr o v e d t h eir c al c ul ati o n s.  A r e c e nt
r e vi e w o n t h e t h e or y a n d l atti c e c al c ul ati o n s c a n b e
f o u n d i n R ef s. (Ci c h y a n d C o n st a nti n o u , 2 0 1 9 ; Ji et al. ,
2 0 2 0 ).  T h er e ar e s e v er al t h e or eti c al d e v el o p m e nt s
r el at e d t o t h e r e n or m ali z a bilit y of q u a si- P D F s ( C h e n
et al. , 2 0 1 7 ; I s hi k a w a et al. , 2 0 1 6 ; Ji a n d Z h a n g , 2 0 1 5 ;
Ji et al. , 2 0 1 7 , 2 0 1 8 ), a n d t h e a p pr o pri at e m at c hi n g
f or m ali s m (I z u b u c hi et al. , 2 0 1 8 ; St e w art a n d Z h a o ,
2 0 1 8 ; Xi o n g et al. , 2 0 1 4 ). O n e of t h e m aj or d e v el o p m e nt s
f or t h e l atti c e c al c ul ati o n c o n c er n s t h e u n d er st a n di n g
of t h e r e n or m ali z ati o n p att er n o n t h e l atti c e ( C h e n
et al. , 2 0 1 9 a ; C o n st a nti n o u a n d P a n a g o p o ul o s , 2 0 1 7 ), a s
w ell a s t h e d e v el o p m e nt of a c o m pl et e n o n p ert ur b ati v e
r e n or m ali z ati o n pr o c e d ur e ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 7 a ;
C h e n et al. , 2 0 1 8 a ) t h at r e m o v e s all di v er g e n c e s of
n o nl o c al o p er at or s.

T h e fir st u n p ol ari z e d P D F s at t h e p h y si c al pi o n
m a s s ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 8 a ; Li n et al. , 2 0 1 8 a ) u si n g
t h e q u a si- P D F s a p pr o a c h w er e d et er mi n e d u si n g s m all
m o m e nt u m.  T hi s, i n a d diti o n wit h t h e c h all e n g e s i n
t h e r e c o n str u cti o n of t h e x d e p e n d e n c e, m a y l e a d t o
t h e wr o n g si g n of s e a- fl a v or a s y m m etr y t o b e s e e n
f oll o wi n g F o uri er tr a n sf or m ati o n.  T h e u p p e r pl ot of
Fi g. 7 s h o w s t h e n e w er P D F r e s ult s o n e n s e m bl e s at
t h e p h y si c al pi o n m a s s wit h m o m e nt a a b o v e 2 G e V,
a n d t h e n r e n or m ali z e d at 3 G e V ( Li n et al. , 2 0 1 8 b )
( d e n ot e d a s m at c h e d P D F). T h e a s s o ci at e d err or b a n d
i n cl u d e s s y st e m ati c err or s c o mi n g fr o m v ari ati o n s i n
t h e r e n or m ali z ati o n s c al e, fr o m t h e c h oi c e of z P z i n
t h e F o uri er tr a n sf or m, fr o m a n e sti m ati o n of l atti c e-
s p a ci n g a n d fi nit e- v ol u m e e ff e ct s, fr o m ot h er n u cl e o n
m atri x c orr e cti o n s, a n d fr o m a p pr o xi m ati o n s m a d e i n
t h e m at c hi n g f or m ul a. A s e x p e ct e d fr o m t h e F o uri er-
t r a n sf or m st u d y, t h e s e a- fl a v or a s y m m etr y i s r e c o v e r e d
wit h i n cr e a s e d m o m e nt u m. I n t h e p o siti v e i s o v e ct or
q u ar k r e gi o n, t h e l atti c e r e s ult s a gr e e wit h C T 1 4 ( D ul at
et al. , 2 0 1 6 ), w hi c h i s c o n si st e nt wit h N N P D F 3. 1 ( B all
et al. , 2 0 1 7 ) a n d C J 1 5 ( A c c ar di et al. , 2 0 1 6 a ), u p t o
t h e s m all- x r e gi o n, w h er e e v e n l ar g er z P z d at a ar e
r e q uir e d f or l atti c e c al c ul ati o n s t o h a v e c o ntr ol o v er t h e s e
r e gi o n s. T h e mi d dl e pl ot of Fi g. 7 s h o w s L P 3 ’ s i s o v e ct or
q u ar k h eli cit y P D F ( Li n et al. , 2 0 1 8 b ) m at c h e d i n t h e
M S- s c h e m e at t h e s c al e µ = 3 G e V, e xtr a ct e d fr o m
L a M E T at t h e l ar g e st pr ot o n m o m e nt u m ( 3 G e V). T h e
i n n er b a n d d e n ot e s t h e st ati sti c al err or, w hil e t h e o ut er
b a n d al s o i n cl u d e s s y st e m ati c u n c ert ai nti e s si mil ar t o
t h o s e d et er mi n e d i n t h e c a s e of u n p ol ari z e d P D F s. T h e
l atti c e r e s ult i s c o m p ar e d t o t w o p h e n o m e n ol o gi c al fit s,

N N P D F p ol 1. 1 ( N o c er a et al. , 2 0 1 4 ) a n d J A M 1 7 ( Et hi er
et al. , 2 0 1 7 ).  T h e b ott o m pl ot i n Fi g. 7 s h o w s t h e
L P 3 ’ s pr ot o n i s o v e ct or tr a n s v er sit y P D F (Li u et al. ,
2 0 1 8 ) at t h e r e n or m ali z ati o n s c al e µ =

√
2 G e V ( M S

s c h e m e), e xtr a ct e d fr o m l atti c e Q C D a n d L a M E T at
P z = 3 G e V. T h e err or b a n d i n cl u d e s st ati sti c al err or s
( w hi c h f ol d i n t h e e x cit e d- st at e u n c ert ai nt y) a n d t h e
s a m e s y st e m ati c s m e nti o n e d i n t h e u n p ol ari z e d P D F
c a s e. T h e l atti c e r e s ult i s c o m p ar e d t o gl o b al fit s b y
J A M 1 7 a n d L M P S S 1 7 ( Li n et al. , 2 0 1 8 c ).

T h e E T M C C oll a b or ati o n h a s al s o i m pr o v e d t h eir
c al c ul ati o n s of P D F s, a n d r e fi n e d t h e m at c hi n g pr o c e d ur e
b y pr o p o si n g a m o di fi e d M S s c h e m e, w hi c h s ati s fi e s
p arti cl e n u m b er c o n s er v ati o n.  N ot e t h at t hi s s c h e m e
c orr e s p o n d s t o t h e q u a si- P D F s, w hil e t h e li g ht- c o n e
P D F s ( s e e E q. ( 1 )) ar e al w a y s r e n or m ali z e d i n t h e
M S s c h e m e. T h e m o di fi e d M S s c h e m e w a s a p pli e d t o
t h e u n p ol ari z e d a n d h eli cit y P D F s i n R ef. ( Al e x a n dr o u
et al. , 2 0 1 8 b ) a n d f or t h e tr a n s v er sit y P D F. T h e l att er
w a s pr e s e nt e d f or t h e fir st ti m e at t h e p h y si c al p oi nt
i n R ef. (Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 8 c ).  T h e e n s e m bl e
u s e d h a s N f = 2 t wi st e d- m a s s f er mi o n s wit h cl o v er
i m pr o v e m e nt (A b d el- R e hi m et al. , 2 0 1 7 ). T h e e n s e m bl e
h a s a l atti c e s p a ci n g 0. 0 9 3 f m, l atti c e s p ati al e xt e nt
4. 5 f m, a n d pi o n m a s s 1 3 0 M e V. T hr e e v al u e s w er e u s e d
f or t h e m o m e nt u m b o o st: 0. 8 3, 1. 1 1, a n d 1. 3 8 G e V. I n
t hi s w or k, i n cr e a si n g t h e m o m e nt u m t o v al u e s hi g h er
t h a n 1. 5 G e V l e d t o a n u nr eli a bl e e xtr a cti o n of t h e
gr o u n d st at e. T h e fi n al P D F s ar e di s pl a y e d i n Fi g. 7
at s c al e 1. 3 8 G e V a n d ar e c o m p ar e d wit h a s el e cti o n
of r e s ult s fr o m gl o b al fit s. T h e u n p ol ari z e d P D F h a s
sl o p e si mil ar t o t h e p h e n o m e n ol o gi c al o n e i n t h e p o siti v e-
x r e gi o n, b ut li e s a b o v e it.  T h e l atti c e r e s ult s f or
t h e h eli cit y P D F ar e c o m p ati bl e wit h p h e n o m e n ol o gi c al
P D F s f or x 0 .4 – 0. 5.  T h e l atti c e r e s ult f or t h e
tr a n s v er sit y P D F i s i n a gr e e m e nt wit h t h e gl o b al fit s,
a s w ell a s wit h t h o s e c o n str ai n e d u si n g t h e l atti c e
d et er mi n ati o n of t h e t e n s or c h ar g e a s i n p ut, f or x
0 .4 – 0. 5. I nt er e sti n gl y, t h e st ati sti c al a c c ur a c y of t h e
af or e m e nti o n e d l atti c e r e s ult s i s b ett er t h a n eit h er
p h e n o m e n ol o gi c al d et er mi n ati o n.

F urt h er m or e,  E T M C st u di e d s e v e r al s o ur c e s of
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s dir e ctl y at t h e p h y si c al
p oi nt ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 9 d ).  T hi s i s e s s e nti al,
b e c a u s e t h e pi o n m a s s d e p e n d e n c e i s si z a bl e f or t h e
n o nl o c al m atri x el e m e nt s ( s e e, f or e x a m pl e, Fi g. 6
of R ef. ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 8 b )).  All s o ur c e s of
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s t h at c a n b e st u di e d w er e
i n cl u d e d i n R ef. (Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 9 d ), t h at
i s: e x cit e d- st at e c o nt a mi n ati o n, r e n or m ali z ati o n,
r e c o n str u cti o n of t h e x - d e p e n d e n c e, e ff e ct s of tr u n c ati n g
t h e  F o uri er tr a n sf or m, a n d di ff e r e nt  m at c hi n g
pr e s cri pti o n s.  T hi s i n- d e pt h st u d y r e v e al e d t h at
e x cit e d- st at e c o nt a mi n ati o n i s n ot n e gli gi bl e f or f a st-
m o vi n g n u cl e o n s a n d s h o ul d b e pr o p erl y r e d u c e d. T h e
w or k al s o d e m o n str at e d t h at t h e di s cr et e a n d li mit e d
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F I G. 7 S u m m a r y of t h e l a t ti c e c al c ul a ti o n of i s o v e c t o r u n p ol a ri z e d ( t o p ), h eli ci t y ( mi d dl e ) a n d t r a n s v e r si t y ( b o t t o m )  wi t h
L P 3 a n d  E T M C i s o v e c t o r q u a r k (l ef t c ol u m n ) a n d a nti q u a r k ( ri g ht c ol u m n ) t a k e n f r o m ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 d , 2 0 1 8 b ,c ;
B h a t et al. , 2 0 2 0 ; C h e n et al. , 2 0 1 8 b ; Li n et al. , 2 0 1 8 b ; Li u et al. , 2 0 1 8 ), J L a b / W & M v al e n c e u n p ol a ri z e d di s t ri b u ti o n r e s ul t s
f r o m (J o ó et al. , 2 0 2 0 ), a n d gl o b al fi t s f r o m ( A c c a r di et al. , 2 0 1 6 a ; Al e k hi n et al. , 2 0 1 7 ; B all et al. , 2 0 1 7 ) ( u n p ol a ri z e d ), ( E t hi e r
et al. , 2 0 1 7 ; d e  Fl o ri a n et al. , 2 0 0 9 ; N o c e r a et al. , 2 0 1 4 ) ( h eli ci t y ), a n d ( B e n el et al. , 2 0 2 0 ; Li n et al. , 2 0 1 8 c ; R a di ci a n d
B a c c h e t t a , 2 0 1 8 ) ( t r a n s v e r si t y ).  N o t e t h a t n o n e of t h e c u r r e nt l a t ti c e c al c ul a ti o n s h a v e t a k e n t h e c o nti n u u m li mi t ( a → 0 ) a n d
h a v e r e m ai ni n g l a t ti c e a r tif a c t s ( s u c h a s fi ni t e- v ol u m e e ff e c t s ); di s a g r e e m e nt i n t h e o b t ai n e d di s t ri b u ti o n s i s n o t u n e x p e c t e d.

n u m b e r of d at a f or n o n z er o z ar e n ot s u ffi ci e nt f or a
r eli a bl e r e c o n st r u cti o n of t h e x - d e p e n d e n c e of  P D F s.
A nti q u ar k s  w er e p arti c ul arl y a ff e ct e d, b e c a u s e t h e si g n
of t h e s e a a s y m m et r y i s hi g hl y p r o n e t o s y st e m ati c
u n c ert ai nti e s.

T h e fi r st st u d y of s y st e m ati c u n c ert ai nti e s ari si n g

f r o m fi nit e- v ol u m e e ff e ct s f or t h e q u a si- di st ri b uti o n s  w a s
r e p ort e d i n  R ef. ( Li n a n d  Z h a n g , 2 0 1 9 ) u si n g a 2 2 0- M e V
pi o n  m a s s  wit h M v al

π L ≈ 3 .3, 4. 4 a n d 5. 5, r e s p e cti v el y.
Aft er a c ar ef ul e xt r a cti o n of t h e b ar e  m at ri x el e m e nt s
f or t h e u n p ol ari z e d a n d p ol ari z e d di st ri b uti o n s ( s e e t h e
ri g ht- h a n d si d e of  Fi g. 8 ), n o v ol u m e d e p e n d e n c e  w a s
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FI G. 8 T h e n o r m ali z e d i s o v e c t o r n u cl e o n m a t ri x el e m e nt s f o r
u n p ol a ri z e d P D F s P z ≈ 1 .3 G e V a s f u n c ti o n s of z a t t h e t h r e e
v ol u m e s ( M π L = 3 .3, 4. 4 a n d 5. 5 i n di c a t e d b y r e d, g r e e n a n d
bl u e, r e s p e c ti v el y ) ( Li n a n d Z h a n g , 2 0 1 9 ).

o b s er v e d i n t h e s e e n s e m bl e s wit hi n t h e st ati sti c al err or.
It w a s t h er ef or e c o n cl u d e d t h at fi nit e- v ol u m e d e p e n d e n c e
d o e s n ot pl a y a si g ni fi c a nt r ol e f or t h e b o o st e d n u cl e o n
m atri x el e m e nt s ( P z ≈ 1 .3 G e V l ar g er) u s e d f or q u a si-
di stri b uti o n s wit hi n t h e r a n g e M v al

π L ∈ { 3 .3 , 5 .5 } .

T o c al c ul at e t h e s m all- x (x < 0 .0 1) b e h a vi or of t h e
P D F s u si n g e xi sti n g l atti c e x - d e p e n d e nt m et h o d s, o n e
n e e d s t o p ur s u e b o o st m o m e nt a P z a n or d e r of m a g nit u d e
hi g h er t h a n t h o s e c urr e ntl y b ei n g u s e d. T h e mi ni m u m x
o bt ai n a bl e fr o m l atti c e Q C D i s c o n n e ct e d t o t h e pr o d u ct
of t h e l e n gt h of t h e Wil s o n li n e a n d m o m e nt u m b o o st,
z P z . It i s al s o e x p e ct e d t h at t h e si z e of t h e m o m e nt u m
b o o st i s c o n n e ct e d t o t h e r eli a bilit y of t h e l atti c e r e s ult s
i n t h e v ari o u s x r e gi o n s.  F or e x a m pl e, hi g h er v al u e s
of P z r e s ult i n f a st d e c a y of t h e m atri x el e m e nt s, a n d
t h er ef or e, t h e tr u n c ati o n of t h e m a xi m u m v al u e of z
i n t h e F o uri er tr a n sf or m m att er s l e s s.  T h er e ar e a
n u m b er of pr o p o s al s t o a v oi d t o F o uri er tr a n sf or m ati o n
b y w or ki n g i n p o siti o n s p a c e; t hi s w o ul d w or k i n a n i d e al
w orl d w h er e t h er e i s ar bitr aril y pr e ci s e d at a t hr o u g h o ut
t h e l ar g e- z P z r e gi o n. H o w e v er, i n r e alit y, t h e l atti c e d at a
t a k e n i n t h e s m all- z P z r e gi o n ar e n ot pr e ci s e e n o u g h t o
e v e n di s c er n w h et h er t h e p art o n di stri b uti o n i s fl at a cr o s s

all x ; o n e l o s e s s e n siti vit y t o v er y di sti n ct di stri b uti o n s
i n x - s p a c e, w hi c h a p p e ar v er y si mil ar i n z P z s p a c e.
F urt h e r m or e, o n e still n e e d s l ar g e b o o st m o m e nt a z P z

t o r eli a bl y o bt ai n t h e di stri b uti o n i n t h e s m all- x r e gi o n,
a n d v er y fi n e l atti c e s p a ci n g, a < 0 .0 2 f m t o r e d u c e
t h e l atti c e di s cr eti z ati o n s y st e m ati c err or t h at g o e s li k e
(P z a ) n . T h er e h a v e b e e n s o m e e x pl o r at or y st u di e s of h o w
t o g et ar o u n d t h e pr o bl e m: R ef. ( Z h a n g et al. , 2 0 2 0 a )
a p pli e d m a c hi n e-l e ar ni n g al g orit h m s t o m a k e pr e di cti o n s
f or di ff er e nt t y p e s of l atti c e L a M E T d at a, s u c h a s
k a o n P D F s, m e s o n di stri b uti o n a m plit u d e s a n d gl u o n
P D F s. T h e d at a c orr el ati o n a n d pr e di cti o n s of hi g h er
m o m e nt a a n d t h eir d e p e n d e n c e o n t h e a m o u nt of tr ai ni n g
a n d bi a s- c orr e cti o n d at a, a n d m a c hi n e-l e ar ni n g m o d el
p ar a m et er s w er e st u di e d i n gr e at d et ail. M or e st u di e s
d o n e i n t hi s dir e cti o n ar e m a n d at or y t o r e v ol uti o ni z e t h e
i n v e sti g ati o n of t h e s m all-x n u cl e o n str u ct ur e.

II. 2. 2. P D F s at t h e p h y si c al p oi nt wit h p s e u d o- di stri b uti o n s

B e si d e s q u a si- P D F s, a d diti o n al n o v el  m et h o d s
h a v e b e e n pr o p o s e d f or t h e e xtr a cti o n of li g ht c o n e
di stri b uti o n s ( A gli etti et al. , 1 9 9 8 ; B ali et al. , 2 0 1 8 ;
Br a u n a n d M üll e r , 2 0 0 8 ; C h a m b er s et al. , 2 0 1 7 ; D et m ol d
et al. , 2 0 1 8 ; D et m ol d a n d Li n , 2 0 0 6 ; Li a n g et al. , 2 0 1 9 ;
Li u a n d D o n g , 1 9 9 4 ; M a a n d Qi u , 2 0 1 8 a ,b ; S u fi a n
et al. , 2 0 1 9 ).  O n e of t h e s e m et h o d s i s t h e s o- c all e d
p s e u d o- di stri b uti o n s a p pr o a c h, ori gi n all y pr o p o s e d
b y R a d y u s h ki n ( R a d y u s h ki n , 2 0 1 7 a ,b , 2 0 1 8 a , 2 0 1 7 c ,
2 0 1 8 b , 2 0 1 9 a ,b ,c ).  T h e r a w d at a ar e t h e s a m e a s
i n t h e q u a si- P D F s a p pr o a c h, b ut t h e a n al y si s di ff er s
i n s e v er al w a y s. I n t h e p s e u d o- P D F s a p pr o a c h, t h e
m atri x el e m e nt s ar e e x pr e s s e d i n t er m s of z 2 a n d of
t h e I o ff e ti m e ( I o ff e, 1 9 6 9 ) ν ≡ − p · z ( w h er e p i s t h e
n u cl e o n m o m e nt u m b o o st), a n d ar e c all e d I o ff e-ti m e
di stri b uti o n s.  O n e of t h e m ai n di ff er e n c e s b et w e e n
q u a si- a n d p s e u d o- P D F s i s t h e r e c o n str u cti o n of t h e x -
d e p e n d e n c e of t h e di stri b uti o n s: q u a si- P D F s ar e d e fi n e d
a s t h e F o uri er tr a n sf or m of t h e m atri x el e m e nt s i n z ,
w hil e p s e u d o- P D F s a s t h e tr a n sf or m i n I o ff e ti m e. A s
a c o n s e q u e n c e, p s e u d o- di stri b uti o n s h a v e o nl y c a n o ni c al
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s u p p ort ( x ∈ [− 1 : 1]),  w hil e q u a si- P D F s ar e all o w e d
t o b e n o n z er o o ut si d e t h e c a n o ni c al x -r a n g e.  A n ot h er
m aj or di ff er e n c e of p r a cti c al v al u e i s t h at t h e I o ff e ti m e
c a n i n cr e a s e b y eit h er i n cr e a si n g z or p .  T h u s, l atti c e
d at a at s m all v al u e s of t h e  m o m e nt u m b o o st ar e al s o
d e si r a bl e.

T h e p s e u d o- di st ri b uti o n a p p r o a c h  w a s i n v e sti g at e d o n
t h e l atti c e s o o n aft er it  w a s p r o p o s e d.  T h e v al e n c e
u n p ol ari z e d  P D F of t h e n u cl e o n  w a s st u di e d fir st i n t h e
q u e n c h e d s et u p ( O r gi n o s et al. , 2 0 1 7 ), a n d l at er u si n g
d y n a mi c al si m ul ati o n s at m π = 4 0 0  M e V ( J o ó et al. ,
2 0 1 9 a ).  T h e pi o n  P D F s  w e r e al s o st u di e d i n  R ef. ( J o ó
et al. , 2 0 1 9 b ).  Ot h er  w or k r el at e d t o t h e p s e u d o- P D F s
a p p r o a c h o n t h e l atti c e c a n b e f o u n d i n  R ef. ( K ar pi e
et al. , 2 0 1 9 , 2 0 1 8 ).  A r e c e nt c al c ul ati o n i n cl u di n g a n
e n s e m bl e n e ar p h y si c al pi o n  m a s s ( 1 7 0  M e V) i s p r e s e nt e d
i n  R ef. (J o ó et al. , 2 0 2 0 ).  T h e  m a xi m u m v al u e of P 3 u s e d
f o r t h e e n s e m bl e s  wit h pi o n  m a s s 3 5 8, 2 7 8, a n d 1 7 9  M e V
i s 2. 4 6, 3. 2 9, a n d 2. 1 2  G e V, r e s p e cti v el y. I n  Fi g. 7 w e
s h o w t h e v al e n c e  P D F e xt r a p ol at e d t o t h e p h y si c al pi o n
m a s s u si n g t h e af or e m e nti o n e d e n s e m bl e s, a s e x pl ai n e d
i n  R ef. (J o ó et al. , 2 0 2 0 ). It i s i m p ort a nt t o e m p h a si z e
t h at, u nli k e t h e c a s e of q u a si- P D F s, t h e fi n al  P D F s d o
n ot r el y o n a s ol e v al u e of P 3 .  T h e r el e v a nt p ar a m et er f or
t h e r e c o n st r u cti o n of t h e  P D F s i s t h e I o ff e ti m e,  w hi c h
c a n b e i n c r e a s e d b y i n cr e a si n g eit h er z or P 3 .  T y pi c all y,
t h e d at a at l ar g e P 3 a r e  m o r e n oi s y, a n d, t h er ef or e, d o
n ot d ri v e t h e v al u e s of t h e fi n al  P D F s.  T h e l atti c e r e s ult s
a r e c o m p ar e d t o v ari o u s d et er mi n ati o n s f r o m gl o b al fit s.
T h e a gr e e m e nt of t h e f or m er  wit h t h e l att er i s e x c ell e nt
i n t h e r e gi o n x < 0 .2 5,  w hil e it d et eri or at e s at l ar g e
x .  T hi s di s cr e p a n c y  m a y b e d u e t o a n u n d er e sti m ati o n
of s y st e m ati c u n c ert ai nti e s i n t h e l atti c e r e s ult,  w hi c h
d e s er v e s f u rt h er i n v e sti g ati o n.

A n ot h er n ot a bl e l atti c e c al c ul ati o n u si n g t h e p s e u d o-
di st ri b uti o n a p p r o a c h,  wit h si m ul ati o n s di r e ctl y at t h e
p h y si c al p oi nt,  w a s p r e s e nt e d i n  R ef. ( B h at et al. , 2 0 2 0 ).
A n o v el a s p e ct i s t h e e xt r a cti o n n ot o nl y of t h e v al e n c e
di st ri b uti o n q v ( x ), b ut al s o of t h e c o m bi n ati o n  wit h
a nti q u ar k s q v ( x )  + 2 q̄ ( x ).  T hi s l e d t o t h e e xt r a cti o n of
t h e t ot al a n d s e a- q u ar k di st ri b uti o n s, q (x ) = q v ( x ) + q̄ ( x )
a n d q s ( x ) = q̄ ( x ).  T h e l atti c e r e s ult s ar e p r e s e nt e d
i n  Fi g. 7 .  T h e p u r pl e b a n d r e p r e s e nt s t h e st ati sti c al
u n c ert ai nti e s of t h e l atti c e r e s ult, a n d t h e c y a n b a n d t h e
c o m bi n ati o n of st ati sti c al a n d s y st e m ati c u n c ert ai nti e s.
S o m e of t h e s e u n c ert ai nti e s  w er e c o m p ut e d e x pli citl y (f or
e x a m pl e, t h e r e c o n st r u cti o n of t h e x - d e p e n d e n c e),  w hil e
ot h er s (f or e x a m pl e, f or v ol u m e a n d di s cr eti z ati o n e ff e ct s)
a n e sti m at e  w a s gi v e n, s e e  R ef. ( B h at et al. , 2 0 2 0 ) f or
d et ail s.  T h e l atti c e r e s ult i s c o m p ar e d t o a gl o b al fit of
u n p ol ari z e d  P D F s,  N N P D F 3. 1,  wit h  w hi c h it i s i n v er y
g o o d a gr e e m e nt.  T hi s f a ct d e m o n st r at e s t h at a r e ali sti c
d et er mi n ati o n of u n p ol ari z e d  P D F s f r o m t h e l atti c e i s
p o s si bl e.
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FI G. 9  C o m p a ri s o n of g T ( x ) f r o m l a t ti c e ( r e d b a n d )  wi t h
i t s  W W a p p r o xi m a ti o n s: l a t ti c e- e x t r a c t e d g W W

T ( bl u e b a n d )
a n d c al c ul a t e d f r o m gl o b al fi t s ( N N P D F 1. 1 p ol ( N o c e r a et al. ,
2 0 1 4 ) o r a n g e b a n d, J A M 1 7 ( E t hi e r et al. , 2 0 1 7 ) p u r pl e b a n d ).
T h e p r o t o n  m o m e nt u m i s P 3 = 1 .6 7  G e V.

II. 2. 3.  T wi st- 3  P D F s

A n e w di r e cti o n i s c u r r e ntl y b ei n g p u r s u e d  wit h l atti c e
c al c ul ati o n s of t h e x - d e p e n d e n c e of t wi st- 3  P D F s,  w hi c h
ar e i m p ort a nt t o c h ar a ct eri z e t h e st r u ct u r e of h a d r o n s
b e y o n d t h e l e a di n g t wi st (t h e y c o nt ai n i nf or m ati o n
o n q u ar k- gl u o n- q u ar k c or r el ati o n s ( B alit s k y a n d  Br a u n ,
1 9 8 9 ; K a n a z a w a et al. , 2 0 1 6 )).  T h e fir st c al c ul ati o n  w a s
c o m pl et e d r e c e ntl y ( B h att a c h ar y a et al. , 2 0 2 0 a ) f or t h e
t wi st- 3 g T ( x ) di st ri b uti o n, i n cl u di n g t h e c o m p ut ati o n
of t h e o n e-l o o p  m at c hi n g k er n el ( B h att a c h ar y a et al. ,
2 0 2 0 b ).  T h e q u a si- di st ri b uti o n a p p r o a c h i s u s e d  wit h
t h r e e v al u e s of t h e  m o m e nt u m b o o st ( 0. 8 3, 1. 2 5, a n d
1. 6 7  G e V).  T h e pi o n  m a s s of t h e e n s e m bl e i s 2 6 0  M e V.
T hi s c al c ul ati o n n ot o nl y p r e di ct s t h e x - d e p e n d e n c e of
g T ( x ) b ut s e r v e s a s a t e st of t h e  W a n d z u r a- Wil c z e k
( W W) a p p r o xi m ati o n ( W a n d z u r a a n d  Wil c z e k , 1 9 7 7 ). I n
t hi s a p pr o xi m ati o n, t h e t wi st- 3 g T ( x ) di st ri b uti o n  m a y
b e o bt ai n e d f r o m it s t wi st- 2 c o u nt er p art g 1 ( x )

g W W
T ( x ) =

1

x

d y

y
g 1 ( y ) . ( 5)

I n  R ef. (B h att a c h ar y a et al. , 2 0 2 0 a ), g W W
T i s e v al u at e d

u si n g t h e l atti c e d at a a s a f u n cti o n of x , a s s h o w n i n
Fi g. 9 f or P 3 = 1 .6 7  G e V. It i s al s o c o m p ar e d t o t h e
a ct u al d at a of g T ( x ), a n d i s f o u n d t o b e c o n si st e nt f or a
l ar g e r a n g e of x .  T h e l ar g e-x r e gi o n r e v e al s s o m e t e n si o n,
w hi c h  m a y b e d u e t o s y st e m ati c u n c ert ai nti e s. It i s al s o
p o s si bl e t h at t hi s i s a n i n di c ati o n of vi ol ati o n s of t h e
W W a p p r o xi m ati o n. It i s al s o i nt er e sti n g t o c o m p ar e
t h e l atti c e r e s ult  wit h t h e  W W a p p r o xi m ati o n o bt ai n e d
u si n g g 1 f r o m gl o b al fit s (Et hi er et al. , 2 0 1 7 ; N o c er a et al. ,
2 0 1 4 ).  G o o d a gr e e m e nt i s o b s er v e d u p t o x ≈ 0 .3,  w hil e
t h e di s cr e p a n c y f or l ar g er x v al u e s i n di c at e s p o s si bl e
s y st e m ati c e ff e ct s.
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II. 2. 4.  Gl u o n  P D F s

T h e u n p ol a ri z e d gl u o n  P D F i s d e fi n e d b y t h e  F o u ri er
t r a n sf or m of t h e li g ht c o n e c or r el ati o n i n t h e h a d r o n,

g (x,  µ 2 ) =
d y −

π x
e − i x y − P +

×

× P |F +
µ ( y − ) W ( y − , 0) F µ + ( 0) |P , ( 6)

w h e r e y ± = 1
2 ( y 0 ± y 3 ) i s t h e s p a c eti m e c o or di n at e

al o n g t h e li g ht c o n e di r e cti o n, |P i s t h e h a d r o n st at e
wit h  m o m e nt u m P µ = ( P 0 , 0 , 0 , Pz ) a n d n o r m ali z ati o n
P |P = 1, µ i s t h e r e n or m ali z ati o n s c al e, F µ ν =

T a G a
µ ν = T a ( ∂ µ A a

ν − ∂ ν A a
µ − g f a b c A b

µ A c
ν ) i s t h e gl u o n

fi el d t e n s or, a n d W (y − , 0)  = P e x p( − i g
y −

0
d η − A + ( η − ) )

i s t h e li g ht c o n e  Wil s o n li n k f r o m y + t o 0  wit h A +

a s t h e gl u o n p ot e nti al i n t h e a dj oi nt r e p r e s e nt ati o n.
U nf ort u n at el y, t h e s e ti m e- s e p ar at e d a n d n o nl o c al
o p er at or s c a n n ot b e di r e ctl y c al c ul at e d u si n g l atti c e
Q C D.

I n t h e fi r st e x pl or at or y st u d y  w hi c h a p pli e d t h e q u a si-
P D F a p p r o a c h t o t h e gl u o n  P D F s ( F a n et al. , 2 0 1 8 ),
e n s e m bl e s  wit h u n p h y si c all y h e a v y q u ar k  m a s s e s  w er e
u s e d. Si n c e gl u o n q u a ntiti e s ar e  m u c h n oi si er t h a n q u ar k
di s c o n n e ct e d l o o p s, c al c ul ati o n s  wit h v er y hi g h st ati sti c s
a r e n e c e s s ar y t o r e v e al a si g n al.  T h e c al c ul ati o n s  w er e
d o n e u si n g o v erl a p f er mi o n s o n g a u g e e n s e m bl e s  wit h
2 + 1 fl a v or s of d o m ai n- w all f er mi o n a n d s p a c eti m e v ol u m e
2 4 3 × 6 4, a = 0 .1 1 0 5( 3) f m, a n d M s e a

π = 3 3 0  M e V.
T h e gl u o n o p er at or s  w er e c al c ul at e d f or all v ol u m e s a n d
hi g h st ati sti c s: 2 0 7, 8 7 2  m e a s u r e m e nt s  w er e t a k e n of
t h e t w o- p oi nt f u n cti o n s  wit h v al e n c e q u ar k s at t h e li g ht
s e a a n d st r a n g e  m a s s e s ( c or r e s p o n di n g t o pi o n  m a s s e s
3 4 0 a n d 6 7 8  M e V, r e s p e cti v el y).  T h e c o or di n at e- s p a c e
gl u o n q u a si- P D F  m at ri x el e m e nt r ati o s ar e pl ott e d i n
Fi g. 1 0 , a n d c o m p ar e d t o t h e c or r e s p o n di n g  F o u ri er
t r a n sf or m of t h e gl u o n  P D F b a s e d o n t w o gl o b al fit s
at  N L O: t h e P D F 4 L H C 1 5 c o m bi n ati o n ( B utt er w ort h
et al. , 2 0 1 6 ) a n d t h e C T 1 4 s et ( D ul at et al. , 2 0 1 6 ).
U p t o p ert u r b ati v e  m at c hi n g a n d p o w er c or r e cti o n s
O ( 1/ P 2

z ), t h e l atti c e r e s ult s ar e c o m p ati bl e  wit h gl o b al
fit s  wit hi n t h e st ati sti c al u n c ert ai nt y at l ar g e z .  T h e
r e s ult s at t h e li g ht er pi o n  m a s s ( at t h e u nit ar y p oi nt)
of 3 4 0  M e V ar e al s o s h o w n i n  Fi g. 1 0 .  T h e s e ar e
c o n si st e nt  wit h t h o s e fr o m t h e st r a n g e p oi nt b ut h a v e
l ar g er u n c ert ai nti e s.  T h e gl u o n q u a si- P D F s i n t h e pi o n
w er e al s o st u di e d f or t h e fi r st ti m e i n  R ef. ( F a n et al. ,
2 0 1 8 ) a n d f e at u r e s si mil ar t o t h o s e o b s er v e d f or t h e
p r ot o n  w er e r e v e al e d.  Fi n all y, t h er e h a v e b e e n r e c e nt
d e v el o p m e nt s i n i m p r o vi n g t h e o p er at or s f or t h e gl u o n-
P D F l atti c e c al c ul ati o n s ( B alit s k y et al. , 2 0 1 9 ; W a n g
et al. , 2 0 1 9 b ; Z h a n g et al. , 2 0 1 9 b ),  w hi c h  will all o w u s
t o t a k e t h e c o nti n u u m li mit f or t h e gl u o n  P D F s i n f ut u r e
l atti c e c al c ul ati o n s.
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F I G. 1 0  T h e fi n al r e s ul t s of gl u o n  P D F  m a t ri x el e m e nt s
a t 6 7 8  M e V ( t o p ) a n d 3 4 0  M e V ( b o t t o m ) pi o n  m a s s a s
f u n c ti o n s of z P z , c o m p a r e d  wi t h t h e  F T of t h e gl u o n  P D F
f r o m t h e gl o b al fi t s  P D F 4 L H C 1 5 (B u t t e r w o r t h et al. , 2 0 1 6 )
a n d  C T 1 4 ( D ul a t et al. , 2 0 1 6 ).

II. 2. 5.  H a dr o ni c  Te n s or

T h e h a d r o ni c t e n s or

W µ ν =
1

4 π
d 4 z e i q ·z P,  S J †

µ ( z ) J ν ( 0) P,  S ( 7)

c h ar a ct eri z e s t h e n o n p ert u r b ati v e n at u r e of t h e n u cl e o n
i n s c att eri n g p r o c e s s e s i n v ol vi n g n u cl e o n s s u c h a s
DI S. It c a n b e f u rt h er d e c o m p o s e d i nt o st r u ct u r e
f u n cti o n s (Bl u ml ei n , 2 0 1 3 ),  w hi c h ar e c o m m o nl y u s e d t o
d et er mi n e t h e  P D F s i n gl o b al fit s t h r o u g h f a ct ori z ati o n
t h e or e m s.  A l atti c e c al c ul ati o n of t h e h a dr o ni c t e n s or
p r o vi d e s a fi r st- p ri n ci pl e  m et h o d t o st u d y  P D F s a s  w ell
a s p h y si c al p r o c e s s e s li k e t h e l o w- e n er g y n e ut ri n o- n u cl e o n
s c att eri n g ( Li a n g et al. , 2 0 2 0 , 2 0 1 8 a ; Li u , 2 0 0 0 , 2 0 1 6 ; Li u
a n d  D o n g , 1 9 9 4 ).  T hi s a p p r o a c h h a s s e v er al a d v a nt a g e s.
T h e h a d r o ni c t e n s or i s s c al e i n d e p e n d e nt, s u c h t h at n o
r e n or m ali z ati o n i s n e e d e d e x c e pt f or t h e fi nit e l atti c e
n or m ali z ati o n, if l o c al v e ct or a n d a xi al c u r r e nt s ar e u s e d
f or t h e l atti c e c al c ul ati o n.  F u rt h er m or e, t h e st r u ct u r e
f u n cti o n s ar e f r a m e i n d e p e n d e nt, t h er ef or e, n o hi g hl y
b o o st e d n u cl e o n s ar e n e e d e d.

I n t h e h a d r o ni c t e n s or a p p r o a c h, a d diti o n al p art o n
d e gr e e s of f r e e d o m ar e r e v e al e d gr a p hi c all y, a m o n g
w hi c h, t h e c o n n e ct e d s e a ( C S) a nti p art o n s  w hi c h a c c o u nt
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FI G. 1 1  T h e el e c t ri c f o r m f a c t o r s ( c o n n e c t e d i n s e r ti o n s o nl y )
c al c ul a t e d b y  m e a n s of n o r m al 3- p oi nt f u n c ti o n s ( 3 P F ) a n d
4- p oi nt f u n c ti o n s ( 4 P F ) f o r b o t h u a n d d q u a r k s.

f o r t h e  G ottfri e d s u m-r ul e vi ol ati o n (Li u et al. , 2 0 1 2 ;
Li u a n d  D o n g , 1 9 9 4 ). It i s  w ort h w hil e p oi nti n g o ut
t h at t h e q u a si- P D F i n t h e n e g ati v e x r e gi o n i n t h e
c o n n e ct e d i n s erti o n i s t h e  C S a nti p art o n i n t h e h a d r o ni c
t e n s or a p p r o a c h d u e t o t h e f a ct t h at it i s t h e a nti p art o n
i n t h e c o n n e ct e d i n s erti o n  w hi c h i s n ot a ff e ct e d b y
t h e gl u o n a n d di s c o n n e ct e d s e a ( D S) di st ri b uti o n s i n
e v ol uti o n.  B e si d e s, i n t h e p r a cti c al l atti c e c al c ul ati o n,
s o m e di a gr a m s ( Wi c k c o nt r a cti o n s) c o nt ai n o nl y hi g h er
t wi st c o nt ri b uti o n s, a f a ct t h at o ff er s t h e p o s si bilit y of
st u d yi n g hi g h er t wi st e ff e ct s o n t h e l atti c e.

N u m eri c all y, a s u b st a nti al c h all e n g e of t hi s a p p r o a c h i s
t o c o n v ert t h e h a d r o ni c t e n s or f r o m t h e  E u cli d e a n s p a c e
b a c k t o t h e  Mi n k o w s ki s p a c e,  w hi c h i n v ol v e s s ol vi n g
a n i n v er s e p r o bl e m of a  L a pl a ci a n t r a n sf or m ( Li a n g
et al. , 2 0 2 0 , 2 0 1 8 a ; Li u , 2 0 1 6 ). I n or d er t o t a c kl e
t hi s p r o bl e m, t h r e e  m et h o d s (i. e., t h e  B a c k u s- Gil b ert
m et h o d ( B a c k u s a n d  Gil b ert , 1 9 6 8 , 1 9 7 0 ; H a n s e n et al. ,
2 0 1 7 ), t h e  m a xi m u m e nt r o p y  m et h o d ( A s a k a w a et al. ,
2 0 0 1 ; Ri et s c h , 1 9 7 7 ) a n d t h e  B a y e si a n r e c o n st r u cti o n
m et h o d ( B u r ni er a n d  R ot h k o pf , 2 0 1 3 )) h a v e b e e n
i m pl e m e nt e d a n d t e st e d (Li a n g et al. , 2 0 2 0 , 2 0 1 8 a ). It i s
b eli e v e d t h at t h e  B a y e si a n r e c o n st r u cti o n  m et h o d a n d it s
f u rt h er i m p r o v e d v er si o n (Fi s c h er et al. , 2 0 1 8 ; Ki m et al. ,
2 0 1 8 ) i s t h e b e st  m et h o d s o f ar t o s ol v e t h e p r o bl e m.  O n
t h e ot h er h a n d, t h e i n v er s e p r o bl e m i s a c o m m o n p r o bl e m
i n  P D F c al c ul ati o n s, a n d c a n b e si m pli fi e d or a v oi d e d b y
u si n g  m o d el-i n s pi r e d fitti n g f u n cti o n s.

A n ot h er c h all e n g e of t hi s a p p r o a c h i s t o a c c e s s hi g h
m o m e nt u m a n d e n er g y t r a n sf er s i n s u c h a  w a y t h at
t h e c al c ul ati o n c a n b e e xt e n d e d i nt o t h e  DI S r e gi o n.
N u m eri c al t e st s ( Li a n g et al. , 2 0 2 0 ) s h o w t h at s m all
l atti c e s p a ci n g s ar e e s s e nti al f or t hi s p u r p o s e.  T h e n e e d
of fi n e l atti c e s a p p e ar s t o b e a c o m m o n p r o bl e m f a c e d
b y t h e l atti c e  P D F c o m m u nit y.  F or t h e h a d r o ni c t e n s or

c al c ul ati o n, o n e i m p ort a nt p oi nt i s t h at it  w or k s i n all
t h e e n er g y r a n g e s (f r o m el a sti c s c att eri n g t o i n el a sti c
s c att eri n g a n d o n t o  DI S).  B ef or e l atti c e s  wit h v er y fi n e
s p a ci n g ar e a v ail a bl e, t h e h a d r o ni c t e n s or c a n b e u s e d
t o st u d y t h e n u cl e o n el a sti c f or m f a ct or s a n d l o w- e n er g y
s c att eri n g s s u c h a s t h e n e ut ri n o- n u cl e o n s c att eri n g  w hi c h
i s of si g ni fi c a nt p h y si c al i m p ort a n c e.  Fi g. 1 1 s h o w s a
n u m eri c al c h e c k of t hi s a p p r o a c h i n t er m s of f or m f a ct or s
o n t h e  R B C- U K Q C D 3 2I fi n e l atti c e ( Bl u m et al. , 2 0 1 6 ).
T h e st r u ct u r e f u n cti o n of t h e el a sti c s c att eri n g f r o m
t h e h a d r o ni c t e n s or, a 4- p oi nt f u n cti o n, i s t h e p r o d u ct
of t h e el a sti c n u cl e o n f or m f a ct or s f or t h e c u r r e nt s
i n v ol v e d.  Fi g. 1 1 s h o w s t h at t h e t h e el e ct ri c f or m f a ct or s
( c o n n e ct e d i n s erti o n s o nl y) c al c ul at e d b y  m e a n s of t h e
3- p oi nt f u n cti o n s f or b ot h u a n d d q u ar k s ar e f o u n d t o
b e c o n si st e nt  wit h er r or s  wit h t h o s e d e d u c e d f r o m t h e
h a d r o ni c t e n s or.

T hi s l a y s a s oli d f o u n d ati o n f or f u rt h er c al c ul ati o n s.
C u r r e ntl y, l atti c e s  wit h l atti c e s p a ci n g ∼ 0. 0 4 f m ar e
s uit a bl e, f or i n st a n c e, t o st u d y t h e n e ut ri n o- n u cl e u s
s c att eri n g f or  D U N E e x p eri m e nt s  w h er e t h e n e ut ri n o
e n er g y i s b et w e e n ∼ 1 t o ∼ 7  G e V.  At t h e s a m e
ti m e, t h e s e l atti c e s c a n al s o b e u s e d t o e x pl or e t h e
pi o n  P D F s.I n t h e f ut u r e,  w or ki n g o n l atti c e s  wit h l atti c e
s p a ci n g of 0. 0 3 f m or e v e n s m all er  w o ul d b e d e si r a bl e f or
st u d yi n g t h e n u cl e o n s u b st r u ct u r e.

II. 3. I n t er s e c ti o n of L a t ti c e a n d  Gl o b al  P D F  Fi t s

I n t hi s S e cti o n,  w e r e vi e w s o m e a s p e ct s of p ot e nti al
i nt er pl a y b et w e e n l atti c e  Q C D c o m p ut ati o n s a n d  P D F
fit s.  Fi r st,  w e u p d at e t h e b e n c h m ar k of l atti c e  Q C D a n d
gl o b al fit r e s ult s f or t h e l o w e st  m o m e nt s of u n p ol ari z e d
a n d h eli cit y  P D F s, i n c o nti n uit y  wit h t h e p r e vi o u s ( Li n
et al. , 2 0 1 8 d ), a n d e xt e n d it t o t r a n s v er sit y. S e c o n d,
w e i n v e sti g at e t h e u s a g e of l atti c e  Q C D d at a i n fit s
of u n p ol ari z e d  P D F s.  T hi r d,  w e di s c u s s h o w l atti c e
Q C D c o m p ut ati o n s c a n s h e d li g ht o n t h e p o orl y k n o w n
u n p ol ari z e d a n d h eli cit y st r a n g e  P D F s.

II. 3. 1.  M o m e nt s

O n e of t h e  m ai n o ut c o m e s of t h e 2 0 1 7  P D F L atti c e
w hit e p a p er  w a s a d et ail e d c o m p ari s o n b et w e e n l atti c e
Q C D a n d gl o b al fit r e s ult s f or t h e (l o w e st)  m o m e nt s
of u n p ol ari z e d a n d h eli cit y  P D F s. S p e ci fi c all y,  w e
i d e nti fi e d a s et of b e n c h m ar k  m o m e nt s,  w e a p pr ai s e d t h e
v ari o u s r e s ult s a v ail a bl e f or t h e m i n t h e lit e r at u r e, a n d
w e p r o vi d e d c or r e s p o n di n g b e n c h m ar k v al u e s f or l atti c e
Q C D a n d gl o b al fit s. I n t h e f oll o wi n g,  w e p r e s e nt a n
u p d at e of t hi s e x er ci s e.

We c o n si d er t h e f oll o wi n g b e n c h m ar k  m o m e nt s of
u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d t r a n s v er sit y  P D F s, r e s p e cti v el y

x u + − d + , x u + , x d + , x s + , x g ; ( 8)
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◦
D E At l e a s t t h r e e l a t ti c e s p a ci n g s a wi t h a t l e a s t t w o l a t ti c e

s p a ci n g s b el o w 0. 1 f m a n d a r a n g e of l a t ti c e s p a ci n g s
t h a t s a ti s fi e s [ a m a x / a mi n ]2 ≥ 2

At l e a s t t w o l a t ti c e s p a ci n g s a wi t h a t l e a s t o n e p oi nt
b el o w 0. 1 f m a n d a r a n g e of l a t ti c e s p a ci n g s t h a t s a ti sf y
[a m a x / a mi n ]2 ≥ 1 .4

O t h e r wi s e

C E O n e e n s e m bl e wi t h a p h y si c al pi o n m a s s b o r a c hi r al
e x t r a p ol a ti o n wi t h t h r e e o r m o r e pi o n m a s s e s, wi t h a t
l e a s t t w o pi o n m a s s e s b el o w 2 5 0 M e V a n d a t l e a s t o n e
b el o w 2 0 0 M e V

A c hi r al e x t r a p ol a ti o n wi t h t h r e e o r m o r e pi o n m a s s e s b ,
t w o of w hi c h a r e b el o w 3 0 0 M e V.

O t h e r wi s e

F V E n s e m bl e s wi t h M π , mi n L ≥ 4 o r a t l e a s t t h r e e v ol u m e s
wi t h s p a ti al e x t e nt L > 2 .5 f m c

E n s e m bl e s wi t h M π , mi n L ≥ 3 .4 o r a t l e a s t t w o v ol u m e s
wi t h s p a ti al e x t e nt L > 2 .5 f m c

O t h e r wi s e

R E N o n- p e r t u r b a ti v e r e n o r m ali z a ti o n d P e r t u r b a ti v e r e n o r m ali z a ti o n ( o n e l o o p o r hi g h e r ) O t h e r wi s e
E S At l e a s t t h r e e s o u r c e- si n k s e p a r a ti o n s o r a v a ri a ti o n al

m e t h o d t o o p ti mi z e t h e o p e r a t o r d e ri v e d f r o m a t l e a s t
a 3 × 3 c o r r el a t o r m a t ri x, a t e v e r y pi o n m a s s a n d l a t ti c e
s p a ci n g

T w o s o u r c e- si n k s e p a r a ti o n s a t e v e r y pi o n m a s s
a n d l a t ti c e s p a ci n g, o r t h r e e o r m o r e s o u r c e- si n k
s e p a r a ti o n s a t o n e pi o n m a s s b el o w 3 0 0 M e V. F o r
t h e v a ri a ti o n al m e t h o d, a n o p ti mi z e d o p e r a t o r d e ri v e d
f r o m a 2× 2 c o r r el a t o r m a t ri x a t e v e r y pi o n m a s s a n d
l a t ti c e s p a ci n g, o r a 3× 3 c o r r el a t o r m a t ri x f o r o n e pi o n
m a s s b el o w 3 0 0 M e V

O t h e r wi s e

a We a s s u m e t h a t t h e l a t ti c e a c ti o n s a r e O ( a )-i m p r o v e d, i. e. t h a t t h e di s c r e ti z a ti o n e r r o r s v a ni s h q u a d r a ti c all y wi t h t h e l a t ti c e
s p a ci n g. F o r u ni m p r o v e d a c ti o n s, a n a d di ti o n al l a t ti c e s p a ci n g i s r e q ui r e d. T h e s e c ri t e ri a m u s t b e s a ti s fi e d i n e a c h c a s e f o r
a t l e a s t o n e pi o n m a s s b el o w 3 0 0 M e V. T o r e c ei v e a o r a ◦ ei t h e r a c o n ti n u u m e x t r a p ol a ti o n m u s t b e p e rf o r m e d, o r t h e
r e s ul t s m u s t d e m o n s t r a t e n o si g ni fi c a nt di s c r e ti z a ti o n e ff e c t s o v e r t h e a p p r o p ri a t e r a n g e of l a t ti c e s p a ci n g s.
b We d e fi n e a p h y si c al pi o n m a s s e n s e m bl e t o b e o n e wi t h M π = 1 3 5 ± 1 0 M e V f o r t h e a b o v e c ri t e ri a.
c F o r c al c ul a ti o n s t h a t u s e a mi x e d- a c ti o n a p p r o a c h, i. e. wi t h di ff e r e nt l a t ti c e a c ti o n s f o r t h e v al e n c e a n d s e a q u a r k s, w e a p pl y
t h e s e c ri t e ri a t o t h e v al e n c e q u a r k s; M π , mi n i s t h e li g ht e s t pi o n m a s s e m pl o y e d i n t h e c al c ul a ti o n.
d F o r g A w e a w a r d a al s o t o c al c ul a ti o n s t h a t u s e f e r mi o n a c ti o n s f o r w hi c h Z A / Z V = 1 o r e m pl o y c o m bi n a ti o n s of q u a nti ti e s
f o r w hi c h t h e r e n o r m ali z a ti o n i s u ni t y b y c o n s t r u c ti o n.

T A B L E I I S u m m a r y of t h e r a ti n g c ri t e ri a f o r l a t ti c e Q C D c o m p u t a ti o n s of P D F m o m e nt s, s e e al s o ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ).

g A ≡ 1 δ u − − ∆ d + , 1 δ u − , 1 ∆ d + , 1 ∆ s + ,
( 9)

x ∆ u − − ∆ d − ;

g T ≡ 1 δ u − − δ d − , 1 δ u − , 1 δ d − . ( 1 0)

T h e m o m e nt s of u n p ol ari z e d a n d h eli cit y P D F s, E q s. ( 8 )-
(9 ), c orr e s p o n d t o t h e b e n c h m ar k q u a ntiti e s alr e a d y
i d e nti fi e d i n t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e p a p er, a n d ar e
e x pr e s s e d u si n g t h e c o n v e nti o n al n ot ati o n d e s cri b e d i n
A p p e n di x A of ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ). We n o w d e fi n e t h e
m o m e nt s of tr a n s v er sit y P D F s i n a si mil ar w a y

g T ≡ 1 δ u − − δ d − =
1

0

d x h u −

1 − h d −

1 , ( 1 1)

1 δ u − =
1

0

d x h u −

1 , 1 δ d − =
1

0

d x h d −

1 , ( 1 2)

w h er e h u −

1 = h u
1 − h ū

1 a n d h d −

1 = h d
1 − h d̄

1 . We d o n ot
f o c u s o n q u a ntiti e s ot h er t h a n t h o s e li st e d a b o v e, b e c a u s e
c urr e nt l atti c e c al c ul ati o n s of hi g h er m o m e nt s a n d / or
m o m e nt s of ot h er P D F c o m bi n ati o n s ar e n ot s u ffi ci e ntl y
m at ur e t o all o w f or a m e a ni n gf ul c o m p ari s o n b et w e e n
l atti c e Q C D a n d gl o b al fit r e s ult s.

I n t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e p a p er w e a p pr ai s e d
e a c h s o ur c e of s y st e m ati c u n c ert ai nt y i n t h e l atti c e

Q C D r e s ult s b y m e a n s of a r ati n g s y st e m, d e fi n e d
i n S e ct. ( 3. 1. 2) of (Li n et al. , 2 0 1 8 d ). S p e ci fi c all y,
w e c o n si d er e d t h e f oll o wi n g s o ur c e s of s y st e m ati c
u n c ert ai nti e s: di s cr eti z ati o n e ff e ct s a n d e xtr a p ol ati o n
t o t h e c o nti n u u m li mit ( D E); c hir al e xtr a p ol ati o n
t o u n p h y si c al pi o n m a s s e s ( C E); fi nit e- v ol u m e e ff e ct s
( F V); c h oi c e of r e n or m ali z ati o n ( R E); a n d e x cit e d st at e
c o nt a mi n ati o n ( E S). T h e r ati n g s y st e m, w hi c h i s i n s pir e d
t o t h at a d o pt e d b y t h e Fl a v or L atti c e A v er a gi n g Gr o u p
F L A G ) (A o ki et al. , 2 0 2 0 ), a w ar d s a bl u e st ar ( ) f or
s o ur c e s of u n c ert ai nt y t h at ar e w ell c o ntr oll e d or v er y
c o n s er v ati v el y e sti m at e d, a bl u e cir cl e ( ◦ ) f or s o ur c e s
of u n c ert ai nt y t h at h a v e b e e n c o ntr oll e d or e sti m at e d
t o s o m e e xt e nt, a n d a r e d s q u ar e ( ) f or u n c ert ai nti e s
t h at h a v e n ot m et o ur crit eri a or f or w hi c h n o e sti m at e
i s gi v e n. T h e d et ail s of t h e r ati n g s y st e m ar e f urt h er
s u m m ari z e d i n T a b. II f or t h e r e a d er’ s c o n v e ni e n c e. O ur
crit eri a a n d t h e c orr e s p o n di n g r ati n g s ar e c h o s e n t o
pr o vi d e a s f air a n a s s e s s m e nt of t h e v ari o u s c al c ul ati o n s
a s p o s si bl e, a n d ar e n ot i nt e n d e d t o di s cr e dit t h e m erit s
of a n y of t h e m. I n t hi s r e s p e ct, o ur crit eri a ar e
a s pir ati o n al: w h er e l atti c e Q C D r e s ult s d o n ot m e et
t h e s e st a n d ar d s, w e h o p e t h at t h e l atti c e c o m m u nit y
will w or k t o w ar d s i m pr o v e d c al c ul ati o n s a n d gr e at er
pr e ci si o n. M o di fi c ati o n s t o t hi s r ati n g s y st e m will o c c ur
a s t h e l atti c e Q C D r e s ult s e v ol v e.
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I I. 3. 1. 1. M o m e nt s of u n p ol a ri z e d P D F s. M o d er n a n al y s e s
of u n p ol ari z e d P D F s b e n e fit fr o m a wi d e d at a s et
( s e e Fi g. 1 ) a n d ar e p e rf or m e d at N N L O p ert ur b ati v e
a c c ur a c y i n t h e str o n g c o u pli n g a s st a n d ar d i n m o st
c a s e s. F or t hi s r e a s o n, t h e p h e n o m e n ol o gi c al k n o wl e d g e
of l atti c e- c al c ul a bl e q u a ntiti e s — i n cl u di n g u n p ol ari z e d
P D F m o m e nt s — i s w ell e st a bli s h e d. T h e p ull s of a
t y pi c al p h e n o m e n ol o gi c al a n al y si s of u n p ol ari z e d P D F s
o n t h e c orr e s p o n di n g m o m e nt s w a s c o m pr e h e n si v el y
e v al u at e d a n d m a p p e d i n R ef. ( H o b b s et al. , 2 0 1 9 ).

I n c o m p ari s o n t o t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e p a p er,
s o m e n e w l atti c e Q C D c o m p ut ati o n s w er e p erf or m e d,
w hi c h w e s u m m ari z e i n T a b. III a n d r at e a c c or di n g t o t h e
c rit eri a d e fi n e d i n T a b. II. N e w r e s ult s, m o stl y f or N f =
2 + 1 + 1 a n d N f = 2 + 1 d y n a mi c al fl a v or s, w er e c o m p ut e d
at a s c al e µ = 2 G e V, i n cl u di n g f or x g . O n t h e gl o b al
fit fr o nt, t w o n e w a n al y s e s of u n p ol ari z e d P D F s w er e
r el e a s e d, a s di s c u s s e d i n S e ct. II. 1: C T 1 8 (H o u et al. ,
2 0 1 9 b ) a n d J A M 1 9 (S at o et al. , 2 0 2 0 ). We t h e r ef or e
c o m p ut e t h e c orr e s p o n di n g v al u e s f or t h e b e n c h m ar k
m o m e nt s x u + − d + , x u + , x d + , x s + a n d x g wit h t h e
hi g h e st p ert ur b ati v e a c c ur a c y all o w e d b y e a c h a n al y si s,
N N L O a n d N L O, r e s p e cti v el y. We r e p ort t h e s e v al u e s
at µ = 2 G e V i n T a b. I V, w h er e w e al s o di s pl a y t h e
P D F L atti c e 1 7 b e n c h m ar k v al u e ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ) f or
c o m p ari s o n. We r e c all t h at t hi s v al u e w a s d et er mi n e d
a s t h e u n w ei g ht e d a v er a g e of t h e N N P D F 3. 1 ( B all et al. ,
2 0 1 7 ), C T 1 4 ( D ul at et al. , 2 0 1 6 ), M M H T 1 4 ( H arl a n d-
L a n g et al. , 2 0 1 5 ), A B M P 1 6 ( Al e k hi n et al. , 2 0 1 7 ) ( wit h
N f = 4 fl a v or s), C J 1 5 ( A c c ar di et al. , 2 0 1 6 a ) a n d
H E R A P D F 2. 0 ( A br a m o wi c z et al. , 2 0 1 5 ) a n al y s e s ( s e e
T a b. 3. 5 of R ef. ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ) f or t h eir v al u e s).

T h e r e s ult s f or t h e b e n c h m ar k m o m e nt s x u + − d + ,
x u + , x d + , x s + a n d x g , o bt ai n e d eit h er fr o m

l atti c e Q C D ( T a b. III) or fr o m a gl o b al a n al y si s of t h e
e x p eri m e nt al d at a ( T a b. I V), ar e gr a p hi c all y c o m p ar e d
i n Fi g. 1 2 at µ = 2 G e V. I n e a c h c a s e, w e al s o d et er mi n e
b e n c h m ar k v al u e s b y c o m bi ni n g v ari o u s l atti c e Q C D
r e s ult s, o n t h e o n e h a n d, a n d gl o b al fit r e s ult s, o n t h e
ot h er h a n d. F or l atti c e Q C D c o m p ut ati o n s, w h e n e v er
m or e t h a n o n e r e s ult i s a v ail a bl e, w e t a k e t h e e n v el o p e
of all of t h e a v ail a bl e r e s ult s, s e p ar at el y f or e a c h n u m b er
of d y n a mi c al fl a v or s. T hi s c h oi c e i s c o n s er v ati v e, b ut
s e e m s o pti m al t o u s: it will n ot o v er e sti m at e t o o m u c h
t h e u n c ert ai nt y of t h e b e n c h m ar k v al u e s i n t h e c a s e s i n
w hi c h l atti c e m o m e nt s ar e i n g o o d m ut u al a gr e e m e nt
( s u c h a s f or x u + − d + ), b ut at t h e s a m e ti m e will a v oi d
bi a s i n t h e c a s e s i n w hi c h s y st e m ati c u n c ert ai nti e s o n
t h e i n di vi d u al v al u e s h a d n ot b e e n c o m pl et el y c o ntr oll e d.
F or gl o b al a n al y s e s of e x p eri m e nt al d at a, gi v e n t h e
o v er all c o n si st e n c y of t h e v ari o u s r e s ult s a n d t h e li mit e d
p r o gr e s s, w e f oll o w t h e s a m e pr e s cri pti o n a d o pt e d i n
t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e p a p er, b ut w e u p d at e it b y
r e pl a ci n g t h e C T 1 4 v al u e s wit h t h eir C T 1 8 c o u nt er p art s
i n t h e u n w ei g ht e d a v er a g e.  We d o n ot i n cl u d e t h e
J A M 1 9 v al u e s i n it, b e c a u s e t h e a n al y si s i s u ni q u e

i n it s ki n d, gi v e n t h at it d et er mi n e s P D F s a n d F F s
si m ult a n e o u sl y. O ur b e n c h m ar k v al u e s ar e s u m m ari z e d
i n T a b. V .

A s i s a p p ar e nt fr o m Fi g. 1 2 a n d T a b s. III-V , t h e
o v er all pi ct ur e d e s cri b e d i n t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e
p a p er i s s o m e w h at c o n fir m e d: t h er e i s a f air a gr e e m e nt
b et w e e n l atti c e Q C D a n d gl o b al fit r e s ult s, wit h pr e vi o u s
t e n si o n f or x s + a n d x g r eli e v e d b y t h e n e w l atti c e
r e s ult s fr o m E T M C 2 0 a n d χ Q C D 1 8. T h e u n c ert ai nt y
of l atti c e c al c ul ati o n s i s i n g e n er al l ar g er b y o n e or d er
of m a g nit u d e t h a n f or gl o b al fit s, al s o b e c a u s e t h e
c o n str ai nt of m o m e nt u m s u m r ul e i s u s u all y i m p o s e d o n
t h e l att er b ut n ot o n t h e f or m er. All t h e s e r e m ar k s ar e
still v ali d if i n di vi d u al r e s ult s f or t h e b e n c h m ar k m o m e nt s
ar e t a k e n i n li e u of a v er a g e s.

I I. 3. 1. 2. M o m e nt s of h eli ci t y P D F s. T h e n u cl e o n a xi al
c h ar g e g A h a s l o n g b e e n c o n si d er e d a s o n e of t h e
m o st i m p ort a nt b e n c h m ar k q u a ntiti e s f or l atti c e Q C D
c o m p ut ati o n s, gi v e n t h at it i s e x p eri m e nt all y w ell
d et er mi n e d t hr o u g h n e utr o n w e a k d e c a y s ( T a n a b a s hi
et al. , 2 0 1 8 ). Al s o, g A i s of c e ntr al i m p ort a n c e t o Q C D,
a s it i s r el at e d t o t h e Bj or k e n s u m r ul e ( Bj or k e n , 1 9 6 6 ,
1 9 7 0 ).

I n c o m p ari s o n t o t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e p a p er,
s e v er al n e w l atti c e Q C D c o m p ut ati o n s of g A a n d of t h e
fl a v or- di a g o n al a xi al c h ar g e s a p p e ar e d i n t h e lit er at ur e,
w hi c h w e s u m m ari z e i n T a b. VI a n d r at e a c c or di n g t o
t h e crit eri a d e fi n e d i n T a b. II. A p o ol of n e w r e s ult s
f or N f = 2 + 1 a n d N f = 2 + 1 + 1 d y n a mi c al fl a v or s
w er e c o m p ut e d. C o n v er s el y, t h e d et er mi n ati o n of h eli cit y
P D F s i n gl o b al fit s di d n ot wit n e s s si g ni fi c a nt c h a n g e s
si n c e t h e p u bli c ati o n of t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e
p a p er. We t h er ef or e r ef er t h e r e a d er t o t h e n u m b er s
r e p ort e d i n T a b. 3. 6 of R ef. ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ).

T h e r e s ult s f or t h e b e n c h m ar k m o m e nt s g A , 1 ∆ u + ,
1 ∆ d + , 1 ∆ s + , a n d x ∆ u − − ∆ −

d
, o bt ai n e d eit h er fr o m

l atti c e Q C D ( T a b. VI ) or fr o m t h e P D F L atti c e 1 7 a v er a g e
of gl o b al fit s ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ), ar e gr a p hi c all y c o m p ar e d
i n Fi g. 1 3 at µ = 2 G e V. I n e a c h c a s e, w e al s o d et er mi n e
t h e b e n c h m ar k v al u e s fr o m t h e v ari o u s r e s ult s.  F o r
l atti c e Q C D c o m p ut ati o n s, w e u s e t h e s a m e pr e s cri pti o n
a d o pt e d i n t h e c a s e of u n p ol ari z e d m o m e nt s: w h e n e v er
m or e t h a n o n e r e s ult i s a v ail a bl e, w e t a k e t h e e n v el o p e
of all of t h e a v ail a bl e r e s ult s, s e p ar at el y f or e a c h n u m b er
of d y n a mi c al fl a v or s. F or gl o b al a n al y s e s of e x p eri m e nt al
d at a, gi v e n t h e l a c k of n e w r e s ult s, w e t a k e t h e 2 0 1 7
P D F L atti c e a v er a g e. We r e c all t h at it w a s d et er mi n e d a s
t h e u n w ei g ht e d a v er a g e of t h e N N P D F p o l 1. 1 (N o c er a
et al. , 2 0 1 4 ), D S S V 0 8 (d e Fl ori a n et al. , 2 0 0 9 ) a n d
J A M 1 5 (S at o et al. , 2 0 1 6 ) a n al y s e s. O ur b e n c h m ar k
v al u e s ar e s u m m ari z e d i n T a b. VII at µ = 2 G e V.

A s i s a p p ar e nt fr o m Fi g. 1 3 a n d T a b s. VI -VII
t h er e i s a n o v er all f air a gr e e m e nt b et w e e n l atti c e Q C D
c o m p ut ati o n s a n d p h e n o m e n ol o gi c al fit s, e x c e pt f or s o m e
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FI G. 1 2 T h e l a t ti c e Q C D (i n bl u e ) a n d gl o b al fi t (i n g r e e n ) v al u e s f o r t h e b e n c h m a r k m o m e nt s d e fi n e d i n E q. ( 8 ), a s c oll e c t e d
i n T a b s. I I I a n d I V. L a t ti c e Q C D r e s ul t s wi t h s t a r s o r ci r cl e s f o r all of t h e s o u r c e s of s y s t e m a ti c u n c e r t ai nti e s i n T a b. I I a r e
d e n o t e d wi t h fill e d s q u a r e s, o t h e r wi s e wi t h e m p t y s q u a r e s. All v al u e s a r e a t µ
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FI G. 1 4 S a m e a s Fi g. 1 2 , b u t f o r t h e b e n c h m a r k m o m e nt s of t r a n s v e r si t y P D F s.
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M o m e nt  C oll a b o r a t o n R ef e r e n c e N f D E C E F V R E E S  V al u e
x u + − d + E T M C 2 0 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 1 7 1 ( 1 8 )

P N D M E 2 0 ( M o n d al et al. , 2 0 2 0 ) 2 + 1 + 1 0. 1 7 3 ( 1 4 ) ( 0 7 )
E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 c ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 1 7 8 ( 1 6 )
M ai n z 1 9 ( H a r ri s et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 0. 1 8 0 ( 2 5 ) ( + 1 4

− 6 )
χ Q C D 1 8 ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 1 5 1 ( 2 8 ) ( 2 9 )
E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 c ) 2 ◦ ∗ ∗ 0. 1 8 9 ( 2 3 )
R Q C D 1 8 ( B ali et al. , 2 0 1 9 b ) 2 ◦ 0. 1 9 5 ( 0 7 ) ( 1 5 )

x u + E T M C 2 0 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 3 5 9 ( 3 0 )
χ Q C D 1 8 ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 3 0 7 ( 3 0 ) ( 1 8 )

x d + E T M C 2 0 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 1 8 8 ( 1 9 )
χ Q C D 1 8 ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 1 6 0 ( 2 7 ) ( 4 0 )

x s + E T M C 2 0 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 0 5 2 ( 1 2 )
χ Q C D 1 8 ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 0 5 1 ( 2 6 ) ( 5 )

x g E T M C 2 0 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 4 2 7 ( 9 2 )
χ Q C D 1 8 ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 4 8 2 ( 6 9 ) ( 4 8 )
χ Q C D 1 8 a ( Y a n g et al. , 2 0 1 8 a ) 2 + 1 0. 4 7 ( 4 ) ( 1 1 )

∗ ∗ N o q u e n c hi n g e ff e c t s a r e s e e n.

T A B L E I I I L a t ti c e Q C D v al u e s of t h e b e n c h m a r k m o m e nt s of u n p ol a ri z e d P D F s x u + − d + , x u + , x d + , x s + a n d x g ,
r a t e d a c c o r di n g t o t h e c ri t e ri a i n T a b. I I. T h e n u m b e r s i n p a r e nt h e s e s r ef e r t o t h e s t a ti s ti c al a n d s y s t e m a ti c u n c e r t ai nti e s,
r e s p e c ti v el y, o r t o t h e c o m bi n a ti o n of t h e t w o, if a si n gl e v al u e i s p r o vi d e d. All v al u e s a r e o b t ai n e d a t µ = 2 G e V.
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M o m e nt P D F L a t ti c e 1 7  C T 1 8 J A M 1 9
x u + − d + 0. 1 6 1 ( 1 8 ) 0. 1 5 6 ( 7 ) 0. 1 5 7 ( 2 )
x u + 0. 3 5 2 ( 1 2 ) 0. 3 5 0 ( 5 ) 0. 3 6 3 ( 1 )
x d + 0. 1 9 2 ( 6 ) 0. 1 9 3 ( 5 ) 0. 2 0 6 ( 2 )
x s + 0. 0 3 7 ( 3 ) 0. 0 3 3 ( 9 ) 0. 0 1 8 ( 2 )
x g 0. 4 1 1 ( 8 ) 0. 4 1 3 ( 8 ) 0. 4 0 3 ( 2 )

T A B L E I V  V al u e s f o r gl o b al fi t d e t e r mi n a ti o n s of t h e
b e n c h m a r k m o m e nt s of u n p ol a ri z e d P D F s ( s e e t e x t f o r
d e t ail s ) f o r t h e P D F L a t ti c e 1 7 a v e r a g e ( Li n et al. , 2 0 1 8 d ), a n d
f o r t h e C T 1 8 ( H o u et al. , 2 0 1 9 b ) a n d J A M 1 9 ( S a t o et al. ,
2 0 2 0 ) a n al y s e s. All v al u e s a r e s h o w n a t µ = 2 G e V.

M o m e nt L a t ti c e Q C D  Gl o b al Fi t

x u + − d +

0. 1 5 3 — 0. 1 9 4 a

0. 1 6 1 ( 1 8 )0. 1 1 1 — 0. 2 0 9 b

0. 1 6 6 — 0. 2 1 2 c

x u +
0. 3 5 9 ( 3 0 ) a, †

0. 3 5 3 ( 1 2 )
0. 3 0 7 ( 3 5 ) b, †

x d +
0. 1 8 8 ( 1 9 ) a, †

0. 1 9 2 ( 6 )
0. 1 6 0 ( 4 8 ) b, †

x s +
0. 0 5 2 ( 1 2 ) a, †

0. 0 3 7 ( 3 )
0. 0 5 1 ( 2 6 ) b, †

x g
0. 4 2 7 ( 9 2 ) a, †

0. 4 1 1 ( 8 )
0. 3 5 3 — 0. 5 8 7 b

a N f = 2 + 1 + 1 b N f = 2 + 1 c N f = 2
† Si n gl e l a t ti c e r e s ul t

T A B L E V B e n c h m a r k v al u e s f o r l a t ti c e Q C D c al c ul a ti o n s
a n d gl o b al fi t d e t e r mi n a ti o n s of t h e b e n c h m a r k m o m e nt s of
u n p ol a ri z e d P D F s ( s e e t e x t f o r d e t ail s ). All v al u e s a r e s h o w n
a t µ = 2 G e V.

di s cr e p a n ci e s i n t h e r e s ult s f or t h e i n di vi d u al fl a v or
c o m p o n e nt s of t h e a xi al c h ar g e. C o ntr ar y t o t h e c a s e of
u n p ol ari z e d m o m e nt s, t h e u n c ert ai nti e s of t h e t w o ar e of
c o m p ar a bl e si z e. We n ot e h o w e v er t h at t h e u n c ert ai nti e s
o n t h e gl o b al fit r e s ult mi g ht b e u n d er e sti m at e d b e c a u s e
of e xtr a p ol ati o n i nt o t h e s m all- a n d l ar g e- x r e gi o n s,
w h er e d at a ar e l e s s a b u n d a nt.  We al s o r e m ar k t h at
c urr e nt u n c e rt ai nti e s o n g A d o n ot di s cri mi n at e a m o n g
l atti c e Q C D r e s ult s o bt ai n e d wit h a di ff er e nt n u m b er s
of d y n a mi c al fl a v o ur s, t h u s c o n fir mi n g t h at S U f ( 2) i s a
g o o d s y m m etr y of Q C D.

I I. 3. 1. 3. M o m e nt s of Tr a n s v e r si t y P D F s. T h e n u cl e o n
i s o v e ct or t e n s or c h ar g e g T h a s r e c e ntl y r e c ei v e d m u c h
att e nti o n, n a m el y a s a pr o b e of b e y o n d-t h e- St a n d ar d-
M o d el ( b S M) e ff e ct s. O n t h e o n e h a n d, it c a n c o ntri b ut e
t o n e utr o n β d e c a y t hr o u g h a p o s si bl e t e n s or c o u pli n g
n ot i n cl u d e d i n t h e S M L a gr a n gi a n ( B h att a c h ar y a et al. ,
2 0 1 2 ). O n t h e ot h er h a n d, it a ff e ct s t h e c o ntri b uti o n
of q u ar k el e ctri c di p ol e m o m e nt s t o t h e n e utr o n el e ctri c
di p ol e m o m e nt i n a w a y w hi c h i s r el e v a nt f or s e ar c h e s
of b S M s o ur c e s of C P- vi ol ati o n ( D u b b er s a n d S c h mi dt ,
2 0 1 1 ; Y a m a n a k a et al. , 2 0 1 7 ). A pr e ci s e d et er mi n ati o n of
g T h a s t h er ef or e b e c o m e cr u ci al ( C o urt o y et al. , 2 0 1 5 ).

L atti c e c al c ul ati o n s of t h e i s o v e ct or t e n s or c h ar g e ar e
c urr e ntl y t h e m o st pr e ci s e l atti c e e sti m at e s of i s o v e ct or
c h ar g e s b e c a u s e of s m all st ati sti c al fl u ct u ati o n s a n d a
mil d d e p e n d e n c e o n e xtr a p ol ati o n p ar a m et er s. R e s ult s
fr o m s e v er al c oll a b or ati o n s ar e a v ail a bl e, i n cl u di n g f or
t h e fl a v or- di a g o n al c h ar g e s 1 δ u − , 1 δ d − a n d 1 δ s − ,
w hi c h ar e s u m m ari z e d ( a n d r at e d a c c or di n g t o t h e
crit eri a i n T a b. II) i n T a b. VIII at µ = 2 G e V.

T h e v al u e s of t h e t e n s or c h ar g e g T a n d of it s
fl a v or c o m p o n e nt s 1 δ u − a n d 1 δ d − o bt ai n e d fr o m t h e
d et er mi n ati o n of tr a n s v er sit y P D F s fr o m e x p eri m e nt al
d at a ar e s u m m ari z e d i n T a b. I X. A s di s c u s s e d i n
S e ct. II. 1. 4 t w o of t h e s e a n al y s e s ar e p erf or m e d i n a
p ur el y c olli n e ar fr a m e w or k, n a m el y P V 1 8 (R a di ci a n d
B a c c h ett a , 2 0 1 8 ) a n d M E X 1 9 (B e n el et al. , 2 0 2 0 ),
w hil e t h e ot h er s ar e p erf or m e d b y m e a n s of t h e T M D
f or m ali s m ( s e e S e ct. I V). All of t h e s e a n al y s e s d o n ot
i n cl u d e i nf or m ati o n o n t h e t e n s or c h ar g e fr o m t h e l atti c e,
e x c e pt f or J A M 1 8 (Li n et al. , 2 0 1 8 c ), w h er e t h e fit
i s c o n str ai n e d b y t h e a v er a g e l atti c e v al u e of g T . All
v al u e s i n T a b. I X ar e c o m p ut e d at a s c al e µ = 2 G e V,
e x c e pt f or t h e T O 1 3 (µ = 1 G e V) a n d f or t h e T M D 1 5
(µ =

√
1 0 G e V) a n al y s e s; err or b ar s o n t h e P V 1 8 (R a di ci

a n d B a c c h ett a , 2 0 1 8 ) a n d J A M 2 0 (C a m m ar ot a et al. ,
2 0 2 0 ) r e s ult s r e pr e s e nt 9 0 % c o n fi d e n c e l e v el s.

T h e r e s ult s f or t h e t e n s or c h ar g e g T a n d f or it s fl a v or
c o m p o n e nt s, o bt ai n e d et h er fr o m l atti c e Q C D or fr o m a
gl o b al a n al y si s of t h e e x p eri m e nt al d at a, ar e gr a p hi c all y
c o m p ar e d i n Fi g. 1 4 at µ = 2 G e V. I n e a c h c a s e, w e
al s o d et er mi n e b e n c h m ar k v al u e s b y s uit a bl y c o m bi ni n g
v ari o u s l atti c e Q C D r e s ult s, o n t h e o n e h a n d, a n d
gl o b al fit r e s ult s, o n t h e ot h er h a n d. F or l atti c e Q C D
c o m p ut ati o n s, w e u s e t h e s a m e pr e s cri pti o n a d o pt e d
i n t h e c a s e of u n p ol ari z e d m o m e nt s: w h e n e v er m or e
t h a n o n e r e s ult i s a v ail a bl e, w e t a k e t h e e n v el o p e of all
of t h e a v ail a bl e r e s ult s, s e p ar at el y f or e a c h n u m b er of
d y n a mi c al fl a v or s. F or gl o b al a n al y s e s of e x p eri m e nt al
d at a, t h e s pr e a d of v al u e s i s s u c h t h at a n y c o m bi n ati o n,
e. g. i n t h e f or m of t h eir u n w ei g ht e d a v er a g e, s e e m s
u nj u sti fi e d; m or e c o n s er v ati v el y, w e t h er ef or e t a k e t h e
e n v el o p e of t h e v ari o u s r e s ult s. N ot e t h at n o gl o b al fit
r e s ult s ar e a v ail a bl e f or t h e str a n g e c o m p o n e nt of t h e
t e n s or c h ar g e, 1 δ s − d u e t o t h e l a c k of d at a s e n siti v e t o
it. All t h e s e v al u e s ar e s u m m ari z e d i n T a b. X at µ = 2
G e V.

A s i s a p p ar e nt fr o m Fi g. 1 4 a n d T a b s. I X-X , t h e
r e s ult s o bt ai n e d fr o m a gl o b al a n al y si s of e x p eri m e nt al
d at a ar e a ff e ct e d b y u n c ert ai nti e s w hi c h ar e si g ni fi c a ntl y
l ar g er t h a n t h o s e of t h eir l atti c e c o u nt er p art s a s w ell a s
t h a n t h o s e of t h eir u n p ol ari z e d a n d h eli cit y c o m p a ni o n s.
T h e r e a s o n f or t hi s st at e of a ff air s i s t h e s e v er e l a c k
of d at a ( s e e Fi g. 1 ), a n d t h e c o n s e q u e nt di ffi c ult y i n
e sti m ati n g t h e e xtr a p ol ati o n u n c ert ai nt y t h at a ff e ct s
tr a n s v er sit y o ut si d e t h e r e gi o n c o v er e d b y d at a.  F or
i n st a n c e, i n t h e P V 1 8 a n al y si s, t h e M elli n m o m e nt w a s
c o m p ut e d i n t h e r a n g e [ x mi n , 1], w h er e x mi n = 1 0 − 6
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M o m e nt  C oll a b o r a ti o n R ef e r e n c e N f D E C E F V R E E S  V al u e
g A E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 1. 2 8 6 ( 2 3 )

C al L a t 1 8 ( C h a n g et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 ◦ 1. 2 7 1 ( 1 3 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 1. 2 1 8 ( 2 5 ) ( 3 0 )
L H P C 1 9 ( H a s a n et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 1. 2 6 5 ( 4 9 )
M ai n z 1 9 ( H a r ri s et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 1. 2 4 2 ( 2 5 ) ( 0

− 3 1 )
P A C S 1 9 ( S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 1. 2 7 3 ( 2 4 ) ( 5 ) ( 9 )
χ Q C D 1 8 ( Li a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ 1. 2 5 6 ( 1 6 ) ( 3 0 )
E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 ◦ ∗ ∗ 1. 2 6 8 ( 3 6 )

1 ∆ u + E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0 .8 5 8 ( 1 7 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 0 .7 7 7 ( 2 5 ) ( 3 0 )
P A C S 1 9 ( S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 0 .9 6 7 ( 3 0 ) ( 1 6 )
χ Q C D 1 8 ( Li a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ 0 .8 4 7 ( 1 8 ) ( 3 2 )

1 ∆ d + E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ − 0 .4 2 8 ( 1 7 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 − 0 .4 3 8 ( 1 8 ) ( 3 0 )
P A C S 1 9 ( S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ − 0 .3 0 6 ( 1 9 ) ( 2 1 )
χ Q C D 1 8 ( Li a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ − 0 .4 0 7 ( 1 6 ) ( 1 8 )

1 ∆ s + E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ − 0 .0 4 5 0 ( 7 1 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 − 0 .0 5 3 ( 8 )
χ Q C D 1 8 ( Li a n g et al. , 2 0 1 8 b ) 2 + 1 ◦ − 0 .0 3 5 ( 6 ) ( 7 )

x ∆ u − − ∆ d − P N D M E 2 0 ( M o n d al et al. , 2 0 2 0 ) 2 + 1 + 1 0 .2 0 8 ( 1 9 ) ( 2 4 )
E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0 .1 9 3 ( 1 9 )
M ai n z 1 9 ( H a r ri s et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 0 .2 2 1 ( 2 5 ) ( + 1 0

− 0 )
∗ ∗ N o q u e n c hi n g e ff e c t s a r e s e e n.

T A B L E VI S a m e a s T a b. I I I, b u t f o r t h e a xi al c h a r g e g A = 1 δ u − − δ d − a n d t h e m o m e nt s of h eli ci t y P D F s 1 δ u − , 1 δ d − , a n d
1 δ s − . All v al u e s a r e o b t ai n e d a t µ = 2 G e V. N o t e t h a t g A i s s c al e i n v a ri a nt.

M o m e nt L a t ti c e Q C D  Gl o b al Fi t

g A

1. 1 7 9 — 1. 3 0 9 a

1. 2 5 8 ( 2 8 )1. 2 0 2 — 1. 3 1 4 b

1. 2 6 8 ( 3 6 ) c, †

1 ∆ u +
0. 7 3 8 — 0. 8 7 5 a

0. 8 1 3 ( 2 5 )
0. 8 1 0 — 1. 0 0 1 b

1 ∆ d +
- 0. 4 7 3 — - 0. 4 0 3 a

- 0. 4 6 2 ( 2 9 )
- 0. 4 3 1 — - 0. 2 7 8 b

1 ∆ s +
- 0. 0 5 3 8 — - 0. 0 3 7 9 a

- 0. 1 1 4 ( 4 3 )
- 0. 0 0 3 5 ( 9 )b, †

x ∆ u − − ∆ d −
0. 1 7 4 — 0. 2 3 9 a

0. 1 9 9 ( 1 6 )
0. 2 2 1 ( 2 7

− 2 5 ) b, †

a N f = 2 + 1 + 1 b N f = 2 + 1 c N f = 2
† Si n gl e l a t ti c e r e s ul t

T A B L E VI I S a m e a s T a b. V , b u t f o r h eli ci t y P D F s.

f or t h e a d o pt e d M S T W 0 8 L O p ar a m etri z ati o n ( M arti n
et al. , 2 0 0 9 ) of t h e u n p ol ari z e d P D F i n E q. ( 2 ). T hi s
c o n str ai nt a v oi d e d e xtr a p ol ati o n err or s b el o w x mi n a n d
e n s ur e d t h at t h e t e n s or c h ar g e i s e v al u at e d at 1 %
a c c ur a c y ( R a di ci a n d B a c c h ett a , 2 0 1 8 ). I n t h e M E X 1 9
a n al y si s, e xtr a p ol ati o n w a s c o ntr oll e d b y c h o o si n g a
p ar a m etri z ati o n t h at e n s ur e d t h e i nt e gr a bilit y of h 1 b y
c o n str u cti o n.

Fr o m  Fi g. 1 4 ,  w e al s o c o n cl u d e t h at  m o st
d et er mi n ati o n s of t h e t e n s or c h ar g e fr o m gl o b al fit s
a r e c o m p ati bl e wit h e a c h ot h er.  T h e c o m p ati bilit y
wit h l atti c e r e s ult s i s a littl e m or e i n v ol v e d. W hil e it i s
o b vi o u s f or g d

T ( wit hi n l ar g e u n c ert ai nti e s), t h er e i s a
cl e ar t e n si o n ( u p t o 2 σ ) f or g u

T a n d, c o n s e q u e ntl y, f or g T .

I n p arti c ul ar, t h e J A M 1 8 r e s ult i s c o m p ati bl e wit h t h e
l atti c e pr e di cti o n f or g T b y c o n str u cti o n, b ut it i s l ar g el y
i n c o m p ati bl e f or t h e fl a v or- di a g o n al t e n s or c h ar g e s. T h e
J A M 2 0 r e s ult i s t h e o nl y o n e t h at i s c o m p ati bl e wit h
all of t h e l atti c e t e n s or c h ar g e s; it cl e arl y s u p er s e d e s
J A M 1 8 a n d c o n fir m s h o w cr u ci al i s t o p ur s u e gl o b al fit s
fr o m l ar g e i n d e p e n d e nt d at a s et s. H o w e v e r, t h e J A M 2 0
a n al y si s h a s s o m e r el e v a nt li mit ati o n s (f or e x a m pl e, it
d o e s n ot i n cl u d e e ff e ct s fr o m T M D e v ol uti o n, w hi c h
mi g ht b e i m p ort a nt w h e n c o n n e cti n g SI DI S d at a t o
e + e − a n d h a dr o ni c c olli si o n d at a at m u c h hi g h er s c al e s);
b e c a u s e of t h e still l ar g e err or b ar s, t hi s r e s ult i s al s o
c o m p ati bl e wit h ot h er p h e n o m e n ol o gi c al o ut c o m e s, a n d
i n p arti c ul ar wit h t h e gl o b al fit P V 1 8 . I n c o n cl u si o n,
t h e i s s u e of c o m p ati bilit y of t e n s or c h ar g e s o bt ai n e d
fr o m l atti c e c al c ul ati o n s a n d fr o m p h e n o m e n ol o gi c al fit s
still r e q uir e s f urt h e r st u di e s.

II. 3. 2. L atti c e d at a i n gl o b al fit s

I n or d er t o e xtr a ct P D F s fr o m a s et of e x p e ri m e nt al
m e a s ur e m e nt s, a f a ct ori z ati o n t h e or e m c o n n e cti n g t h e
t h e or eti c al pr e di cti o n s f or t h e s e d at a t o t h e P D F s i s
n e e d e d. F o r e x a m pl e, i n t h e c a s e of u n p ol ari z e d DI S, t h e
m e a s ur e d str u ct ur e f u n cti o n s F ar e e x pr e s s e d i n t er m s of
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M o m e nt C oll a b o r a ti o n R ef e r e n c e N f D E C E F V R E E S V al u e
g T E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 9 2 6 ( 3 2 )

P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 ∗ 0. 9 8 9 ( 3 2 ) ( 1 0 )
χ Q C D 2 0 ( H o r k el et al. , 2 0 2 0 ) 2 + 1 ◦ † 1. 0 9 6 ( 3 0 )
L H P C 1 9 ( H a s a n et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ ◦ ∗ 0. 9 7 2 ( 4 1 )
M ai n z 1 9 ( H a r ri s et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1 ◦ 0. 9 6 5 ( 3 8 ) ( + 1 3

− 4 1 )
J L Q C D 1 8 ( Y a m a n a k a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 ◦ ◦ 1. 0 8 ( 3 ) ( 3 ) ( 9 )
E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 ◦ ∗ ∗ 0. 9 7 4 ( 3 3 )
E T M C 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 d ) 2 1. 0 0 4 ( 2 1 ) ( 0 2 ) ( 1 9 )
R Q C D 1 4 ( B ali et al. , 2 0 1 5 ) 2 ◦ 1. 0 0 5 ( 1 7 ) ( 2 9 )

1 δ u − E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ 0. 7 1 6 ( 2 8 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 ∗ 0. 7 8 4 ( 2 8 ) ( 1 0 )
J L Q C D 1 8 ( Y a m a n a k a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 ◦ ◦ 0. 8 5 ( 3 ) ( 2 ) ( 7 )
E T M C 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 d ) 2 0. 7 8 2 ( 1 6 ) ( 2 ) ( 1 3 )

1 δ d − E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ - 0. 2 1 0 ( 1 1 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 ∗ - 0. 2 0 4 ( 1 1 ) ( 1 0 )
J L Q C D 1 8 ( Y a m a n a k a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 ◦ ◦ - 0. 2 4 ( 2 ) ( 0 ) ( 2 )
E T M C 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 d ) 2 - 0. 2 1 9 ( 1 0 ) ( 2 ) ( 1 3 )

1 δ s − E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 b ) 2 + 1 + 1 ◦ ∗ ∗ - 0. 0 0 2 7 ( 5 8 )
P N D M E 1 8 ( G u p t a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1 ∗ - 0. 0 0 2 7 ( 1 6 )
J L Q C D 1 8 ( Y a m a n a k a et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 ◦ ◦ - 0. 0 1 2 ( 1 6 ) ( 8 )
E T M C 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 d ) 2 - 0. 0 0 3 1 9 ( 6 9 ) ( 2 ) ( 2 2 )

∗ ∗ N o q u e n c hi n g e ff e c t s a r e s e e n.
∗ N o t f ull y O ( a ) i m p r o v e d b y r e q ui ri n g a n a d di ti o n al l a t ti c e s p a ci n g.
† T h e r a ti n g c o m e s f r o m t h e v al e n c e pi o n m a s s u s e d i n t h e c al c ul a ti o n. I n o t h e r c al c ul a ti o n s, v al e n c e a n s e a pi o n s a r e t h e s a m e.

T A B L E VI I I S a m e a s T a b. I I I, b u t f o r t h e t e n s o r c h a r g e g T = 1 δ u − − δ d − a n d t h e t r a n s v e r s e fl a v o r di a g o n al c h a r g e s 1 δ u − ,
1 δ d − , a n d 1 δ s − . All v al u e s a r e o b t ai n e d a t µ = 2 G e V.

C oll a b o r a ti o n g T 1 δ u − 1 δ d −

P V 1 8 0 .5 3 ( 2 5 ) 0 .3 9 ( 1 0 ) − 0 .1 1 ( 2 6 )
M E X 1 9 0 .5 7 ( 4 2 ) 0 .2 8 ( + 3 1

− 4 2 ) − 0 .4 0 ( + 8 7
− 5 7 )

T O 1 3 0 .6 4 ( + 2 5
− 3 4 ) 0 .3 7 5 ( + 1 8

− 1 2 ) − 0 .2 5 ( + 3 0
− 1 0 )

T M D 1 5 0 .6 1 ( + 2 6
− 5 1 ) 0 .3 8 5 ( + 1 6

− 2 0 ) − 0 .2 2 ( + 3 1
− 1 0 )

J A M 1 8 1 .0 ( 1 ) 0 .3 0 ( 1 6 ) − 0 .7 0 ( 1 5 )
J A M 2 0 0 .8 7 ( 1 1 ) 0 .7 2 ( 1 9 ) − 0 .1 5 ( 1 6 )

T A B L E I X T h e v al u e s of t h e t e n s o r c h a r g e g T a n d of i t s fl a v o r
c o m p o n e nt s 1 δ u − a n d 1 δ d − o b t ai n e d f r o m t h e f oll o wi n g
d e t e r mi n a ti o n s of t r a n s v e r s si t y P D F s: P V 1 8 ( R a di ci a n d
B a c c h e t t a , 2 0 1 8 ), f r o m a gl o b al fi t of d a t a o n i n cl u si v e di-
h a d r o n p r o d u c ti o n i n SI DI S a n d p p; M E X 1 9 ( B e n el et al. ,
2 0 2 0 ), f r o m t h e s a m e m e c h a ni s m b u t o n SI DI S d a t a o nl y;
T O 1 3 ( A n s el mi n o et al. , 2 0 1 3 ), f r o m a p a r t o n- m o d el a n al y si s
of C olli n s e ff e c t i n SI DI S a n d e + e − d a t a; T M D 1 5 ( K a n g et al. ,
2 0 1 6 ), f r o m t h e s a m e d a t a s e t b u t a n al y z e d i n t h e T M D
f r a m e w o r k i n cl u di n g e v ol u ti o n e ff e c t s; J A M 1 8 ( Li n et al. ,
2 0 1 8 c ), a s i n T O 1 3 , b u t c o n s t r ai n e d t o r e p r o d u c e t h e l a t ti c e
a v e r a g e v al u e f o r g T ; a n d J A M 2 0 ( C a m m a r o t a et al. , 2 0 2 0 )
f r o m a gl o b al fi t of i n cl u si v e si n gl e- h a d r o n p r o d u c ti o n d a t a.
All v al u e s a r e c o m p u t e d a t µ = 2 G e V, e x c e p t f o r T O 1 3
( µ = 1 G e V ) a n d T M D 1 5 ( µ =

√
1 0 G e V ).

t h e u n p ol ari z e d P D F s f a s

F x, Q 2 =
q

1

x

d ξ

ξ
C q

x

ξ
,
Q 2

µ 2
, αs f q ξ, µ 2

≡
q

C q x,
Q 2

µ 2
, αs ⊗ f q x, µ 2 , ( 1 3)

M o m e nt L a t ti c e Q C D  Gl o b al Fi t

g T

0. 8 9 4 — 1. 0 2 3 a

0. 1 0 — 1. 10. 9 0 9 — 1. 1 7 5 b

0. 9 4 1 — 1. 0 3 9 c

1 δ u −

0. 6 8 8 — 0. 8 1 4 a

- 0. 1 4 — 0. 9 10. 8 5 ( 8 ) b, †

0. 7 8 2 ( 2 1 ) c, †

1 δ d −

- 0. 2 2 1 — - 0. 1 8 9 a

- 0. 9 7 — 0. 4 7- 0. 2 4 ( 3 )b, †

- 0. 2 1 9 ( 1 7 )c, †

1 δ s −

- 0. 0 0 8 5 — 0. 0 0 3 1 a

—- 0. 0 1 2 ( 1 8 )b, †

- 0. 0 0 3 1 9 ( 7 2 ) c, †

a N f = 2 + 1 + 1 b N f = 2 + 1 c N f = 2
† Si n gl e l a t ti c e r e s ul t

T A B L E X S a m e a s T a b. V , b u t f o r t r a n s v e r si t y P D F s.

w h er e C q ar e t h e p ert ur b ati v el y c o m p ut a bl e Wil s o n
c o e ffi ci e nt s a n d t h e s y m b ol ⊗ d e n ot e s t h e c o n v ol uti o n
i nt e gr al. O n e c a n p ar a m etri z e t h e u n k n o w n P D F s at a
gi v e n s c al e Q 0 , a n d e x pr e s s t h e t h e or eti c al pr e di cti o n s a s
a f u n cti o n of t h e P D F p ar a m et er s ( c all e d θ h e n c ef ort h)
aft er p erf or mi n g D G L A P e v ol uti o n of t h e P D F t o t h e
s c al e of t h e d at a Q vi a t h e Alt ar elli- P ari si k er n el Γ:

f q x, Q 2 ; θ = Γ Q 2 , Q20 , αs ⊗ f q x, Q 2
0 ; θ . ( 1 4)

I n a gl o b al fit, t h e pr o c e d ur e i s a p pli e d si m ult a n e o u sl y
t o e v er y pr o c e s s f or w hi c h e x p eri m e nt al d at a a n d
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a f a ct ori z ati o n t h e or e m ar e a v ail a bl e.  T h e P D F
p ar a m et er s ar e t h e n d et er mi n e d b y o pti mi zi n g a n
a p pr o pri at e fi g ur e of m erit, u s u all y t h e l o g-li k eli h o o d χ 2 .

T h e st e p s d e s cri b e d a b o v e c a n b e e q u all y a p pli e d t o
t h e e xtr a cti o n of P D F s fr o m l atti c e d at a, a s d e s cri b e d
a n d i m pl e m e nt e d i n R ef s. ( Ci c h y et al. , 2 0 1 9 ; K ar pi e
et al. , 2 0 1 9 ; M a a n d Qi u , 2 0 1 8 a ,b ). Si n c e l atti c e Q C D
c a n n ot c al c ul at e P D F s dir e ctl y, a f a ct ori z ati o n t h e or e m
i s n e c e s s ar y i n or d er t o c o n n e ct s o m e l atti c e o b s er v a bl e
t o p art o n di stri b uti o n s, j u st li k e h o w t h e f a ct ori z ati o n
f or m ul a i n E q. (1 3 ) c o n n e ct s t h e or eti c al pr e di cti o n s f or
DI S e x p eri m e nt al d at a t o P D F s. B y l atti c e o b s e r v a bl e
w e m e a n a q u a ntit y w hi c h i n pr a cti c e c a n b e c o m p ut e d
o n t h e l atti c e: h er e w e will c o n si d er t h e p o siti o n- s p a c e
m atri x el e m e nt b et w e e n pr ot o n st at e s of t h e v e ct or bi-
l o c al o p er at or u n d erl yi n g t h e d e fi niti o n of q u a si- a n d
p s e u d o- P D F s

M A ν, z 2 = P |ψ̄ ( z )λ A γ 0 U (z, 0) ψ ( 0)|P , ( 1 5)

w h er e ν = P · z , λ A d e n ot e s t h e fl a v o ur str u ct ur e a n d t h e
s e p ar ati o n b et w e e n fi el d s i s p ur el y s p ati al z = ( 0 , 0 , 0 , z).
T hi s f a ct ori z ati o n f or m ul a h a s b e e n w or k e d o ut u p t o 1-
l o o p or d er i n p ert ur b ati o n t h e or y, i n s e v er al i n d e p e n d e nt
w a y s. I n t h e c a s e of q u a si- P D F s, t h e f a ct ori z ati o n i s
r e ali z e d i n m o m e nt u m s p a c e, i n t h e li mit of l ar g e pr ot o n
m o m e nt u m, gi vi n g

f̃ A (x, µ 2 ) =
1

− 1

d y

|y |
C A

x

y
,

µ

P z
,

µ

µ
f A (y, µ

2
)

+ O
M 2

P 2
z

,
Λ 2

Q C D

P 2
z

, ( 1 6)

f̃ A (x, µ 2 ) a n d C A b ei n g t h e q u a si- P D F a n d t h e
m o m e nt u m s p a c e m at c hi n g c o e ffi ci e nt s r e s p e cti v el y.
C o n si d eri n g t h e c a s e of t h e u n p ol ari z e d i s o v e ct or p art o n
di stri b uti o n, st arti n g fr o m E q. ( 1 6 ) w e c a n t a k e t h e
r e al a n d i m a gi n ar y p art of it s i n v er s e F o uri er tr a n sf or m,
i ntr o d u ci n g t h e t w o f oll o wi n g l atti c e o b s er v a bl e s

R e M ν, z 2 ; µ =
1

0

d x C R e
3 ν x, z,

µ

P z
V 3 (x, µ )

= C R e
3 z,

µ

P z
V 3 µ 2 , ( 1 7)

I m M ν, z 2 ; µ =
1

0

d x C I m
3 ν x, z,

µ

P z
T 3 (x, µ )

= C I m
3 z,

µ

P z
T 3 µ 2 , ( 1 8)

w h er e V 3 a n d T 3 ar e t h e n o n si n gl et di stri b uti o n s

V 3 (x ) = u (x ) − ū ( x ) − d (x ) − d̄ ( x ) , ( 1 9)

T 3 (x ) = u (x ) + ū ( x ) − d (x ) + d̄ ( x ) . ( 2 0)

E q s. ( 1 7 ) a n d ( 1 8 ) c a n t h e n b e u s e d t o b uil d, t o g et h er
wit h t h e c orr e s p o n di n g v al u e s fr o m t h e l atti c e, a

χ 2 f u n cti o n, w h o s e mi ni mi z ati o n w o ul d l e a d t o t h e
d et er mi n ati o n of V 3 a n d T 3 . I n or d e r t o d e fi n e
a m e a ni n gf ul χ 2 , t h e st ati sti c al a n d s y st e m ati c al
u n c ert ai nti e s o v er e a c h d at a p oi nt, t o g et h er wit h t h eir
c orr el ati o n s, h a v e t o b e k n o w n. O n c e t h e s e t w o pi e c e s
of i nf or m ati o n ar e pr o vi d e d, a fit t o l atti c e d at a c a n
b e p erf or m e d u si n g t h e s a m e fitti n g fr a m e w or k a d o pt e d
f or e x p eri m e nt al d at a, wit h o ut a n y m aj or m o di fi c ati o n.
T hi s e x er ci s e w a s p erf or m e d i n R ef. ( Ci c h y et al. , 2 0 1 9 ),
u si n g d at a f or t h e q u a si- P D F s m atri x el e m e nt c o m p ut e d
b y t h e E T M C c oll a b or ati o n ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 9 d ,
2 0 1 8 b ), wit hi n t h e N N P D F fitti n g fr a m e w or k. V ari o u s
a s s u m pti o n s f or t h e s y st e m ati c u n c ert ai nti e s o n t h e
l atti c e d at a w er e c o n si d er e d, c orr e s p o n di n g t o o pti mi sti c,
r e ali sti c a n d p e s si mi sti c s c e n ari o s, r e s p e cti v el y.  A
r e pr e s e nt ati v e r e s ult of t hi s e x er ci s e i s di s pl a y e d i n
Fi g. 1 5 , w h er e t w o l atti c e r e s ult s o bt ai n e d i n r e ali sti c
s c e n ari o s (l a b ell e d a s S 2 a n d S 5) ar e c o m p ar e d t o t h e
N N P D F 3. 1 gl o b al a n al y si s f or t h e T 3 a n d V 3 n o n si gl et
di stri b uti o n s at a s c al e µ = 1 .6 G e V. A s c a n b e s e e n fr o m
Fi g. 1 5 , t h e l atti c e r e s ult i s a ff e ct e d b y l ar g e u n c ert ai nti e s
i n c o m p ari s o n t o it s p h e n o m e n ol o gi c al c o u nt er p art, a n d
di s pl a y s a f airl y s hift e d s h a p e.

T h e s a m e st e p s c a n b e r e p e at e d f or a n y l atti c e
o b s er v a bl e, e. g. l atti c e c o m p ut a bl e h a dr o n m atri x
el e m e nt s, li k e t h e o n e i n E q. ( 1 5 ) b ut wit h di ff er e nt
p art o n o p er at or s, a s l o n g a s t h e o b s er v a bl e s c a n
b e f a ct ori z e d i nt o p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e c o e ffi ci e nt
f u n cti o n s c o n v ol ut e d wit h t h e s a m e P D F s (M a a n d Qi u ,
2 0 1 8 a ,b ). H er e, t h e d at a of t h e s e l atti c e o b s er v a bl e s pl a y
t h e s a m e r ol e a s e x p eri m e nt al d at a t h at c a n b e u s e d f or
e xtr a cti n g P D F s. Alt h o u g h c urr e nt l atti c e d at a c a n n ot
c o v er a ki n e m ati c r a n g e a s wi d e a s e x p eri m e nt al d at a c a n,
l atti c e c al c ul ati o n s c o ul d b e a d v a nt a g e o u s f or e xtr a cti n g
P D F s, or p art o ni c str u ct ur e i n g e n er al, of h a dr o n s t h at
ar e di ffi c ult t o d o e x p eri m e nt s wit h, s u c h a s fr e e n e utr o n s,
pi o n s ( S u fi a n et al. , 2 0 2 0 , 2 0 1 9 ), a n d k a o n s.

II. 3. 3. U n p ol ari z e d a n d h eli cit y str a n g e P D F s

T h e str a n g e a n d a nti str a n g e P D F s r e m ai n t h e l e a st
k n o w n P D F s a m o n g all of t h e u n p ol ari z e d a n d h eli cit y
di stri b uti o n s. T hi s st at e of a ff air s i s d et er mi n e d b y t h e
l a c k of e x p eri m e nt al d at a s e n siti v e t o t hi s fl a v or, a n d i s
f urt h er a g gr a v at e d b y a p p ar e nt i n c o n si st e n ci e s b et w e e n
di ff er e nt d at a s et s. I n t h e u n p ol a ri z e d c a s e, di s cr e p a n ci e s
h a v e ari s e n i n a n al y s e s of i n cl u si v e W ± / Z pr o d u cti o n
fr o m A T L A S wit h r e s p e ct t o c h ar g e d- c urr e nt n e utri n o
DI S m e a s ur e m e nt s. W hil e t h e f or m e r s u p p ort a r ati o
of t h e str a n g e t o n o n- str a n g e li g ht s e a q u ar k s ar o u n d
u nit y, t h e l att er gi v e a r e s ult ar o u n d o n e h alf at a s c al e
of 1. 9 G e V 2 (A a d et al. , 2 0 1 4 ). T hi s st at e of a ff air s
i s ill u str at e d i n Fi g. 1 6 , w h er e w e c o m p ar e t h e r ati o
(s (x, Q ) + s̄ ( x, Q )) / ū ( x, Q ) + d̄ ( x, Q ) f o r t h e C T 1 8 ,
M M H T 1 4 a n d N N P D F 3. 1 P D F s et s at Q = 2 G e V.
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FI G. 1 5  A c o m p a ri s o n of t w o l a t ti c e r e s ul t s (l a b ell e d S 2 a n d
S 5 ), o b t ai n e d f r o m a n a n al y si s of l a t ti c e d a t a  wi t h a r e ali s ti c
e s ti m a t e of s y s t e m a ti c u n c e r t ai nti e s,  wi t h t h e r e s ul t of t h e
N N P D F 3. 1 gl o b al a n al y si s.  R e s ul t s a r e di s pl a y e d f o r t h e V 3

( t o p ) a n d T 3 ( b o t t o m ) n o n si gl e t  P D F c o m bi n a ti o n s a t a s c al e
µ = 1 .6  G e V.  Fi g u r e f r o m ( Ci c h y et al. , 2 0 1 9 ).

I n all of t h e t h r e e  P D F s et s, t h e r ati o i s d o mi n at e d b y
n e ut ri n o  DI S d at a.  T h e l a c k of hi g h er- or d er  m a s si v e
c or r e cti o n s or n u cl e ar u n c ert ai nti e s ( B all et al. , 2 0 1 9 ) i n
t h e d e s cri pti o n of t h e s e d at a or a s u b- o pti m al e sti m at e of
e x p eri m e nt al c or r el ati o n s i n t h e  A T L A S W ± / Z d at a  m a y
b e r e a s o n s f or t h e di s cr e p a n c y b et w e e n t h e t w o,  w hi c h
a r e c u r r e ntl y b ei n g i n v e sti g at e d.  T h e pi ct u r e i s f u rt h er
c o m pli c at e d if  m e a s u r e m e nt s of k a o n p r o d u cti o n i n SI DI S
a r e a d d e d i n t h e  Q C D a n al y s e s, a f a ct t h at s u p p r e s s e s t h e
r ati o e v e n  m or e ( S at o et al. , 2 0 2 0 ).

I n t h e h eli cit y c a s e, t h e st r a n g e di st ri b uti o n i s
e nti r el y u n c o n st r ai n e d u nl e s s  m e a s ur e m e nt s of SI DI S
a s y m m et ri e s f or k a o n p r o d u cti o n ar e i n c or p or at e d i n
t h e a n al y s e s or if S U f ( 3) c o n st r ai nt s f r o m  w e a k b ar y o n
d e c a y s ar e a s s u m e d. I n b ot h c a s e s, t h e st r a n g e h eli cit y
P D F i s p r o n e t o a t h e or eti c al bi a s di ffi c ult t o q u a ntif y,
c o mi n g r e s p e cti v el y f r o m  mi s si n g u n c ert ai nti e s i n t h e
f r a g m e nt ati o n of a n s q u ar k i nt o a k a o n o r f r o m t h e
vi ol ati o n of S U f ( 3) s y m m et r y.

E x pl or at or y st u di e s u si n g l atti c e  Q C D t o d et er mi n e
t h e u n p ol ari z e d st r a n g e  P D F s ar e o n g oi n g.  A fir st
l atti c e c al c ul ati o n of t h e st r a n g e q u a si- P D F s (Z h a n g
et al. , 2 0 2 0 b ) i s c o m p ar e d t o t h e  F o u ri er t r a n sf or m of
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FI G. 1 6  A c o m p a ri s o n of 6 8 %  C. L. u n c e r t ai nti e s o n
t h e r a ti o ( s ( x,  Q ) + s̄ ( x,  Q ) ) / ū ( x,  Q ) + d̄ ( x,  Q ) , f o r  C T 1 8,
M M H T 2 0 1 4 a n d  N N P D F 3. 1  P D F s a t Q = 2  G e V.

t h e gl o b al fitti n g r e s ult s f r o m N N P D F 3. 1 (B all et al. ,
2 0 1 7 ) a n d C T 1 8 (H o u et al. , 2 0 1 9 b ) at  N N L O i n
Fi g. 1 7 at a s c al e of 4  G e V 2 .  T h e q u a si- P D F  m at ri x
el e m e nt s ar e e xt r a ct e d f r o m c or r el at or s c o m p ut e d o n
t h e a ≈ 0 .1 2 f m, 2 4 3 × 6 4 e n s e m bl e  wit h 2  + 1  + 1
fl a v or s of hi g hl y i m p r o v e d st a g g er e d q u ar k s ( F oll a n a
et al. , 2 0 0 7 ) a n d M π ≈ 3 1 0  M e V  w a s g e n er at e d
b y t h e  MI L C c oll a b or ati o n ( B a z a v o v et al. , 2 0 1 3 ).
H y p er c u bi c s m e ari n g ( H a s e nf r at z a n d  K n e c htli , 2 0 0 1 ) i s
a p pli e d t o t h e c o n fi g u r ati o n s.  T o a p p r o a c h t h e li g ht-
c o n e di st ri b uti o n, t h e n u cl e o n o p er at or i s c o n str u ct e d
wit h  m o m e nt u m s m e ar e d q u ar k s o u r c e s ( B ali et al. ,
2 0 1 6 ) a n d b o o st e d t o  m o m e nt a u p t o P z = 2 .1 8  G e V.
T h e  m at ri x el e m e nt s ar e r e n or m ali z e d  wit h n o n-
p ert ur b ati v e r e n or m ali z ati o n f a ct or s i n t h e  RI / M O M
s c h e m e ( M arti n elli et al. , 1 9 9 5 ) at µ R = 2 .4  G e V , p zR =
0.  D u e t o t h e a s s u m pti o n s (x ) = s̄ ( x ) i n t h e C T 1 8
P D F s et, t h e  F o u ri er t r a n sf or m e d  m at ri x el e m e nt s h a v e a
v a ni s hi n g r e al p art. It i s o b s er v e d t h at t h e r e al p art of t h e
r e n or m ali z e d q u a si- P D F  m at ri x el e m e nt s ar e c o n si st e nt
wit h z er o at l ar g e  m o m e nt u m.  T h e i m a gi n ar y  m at ri x
el e m e nt s ar e p r o p orti o n al t o t h e s u m of t h e q u ar k a n d
a nti q u ar k di st ri b uti o n; t h e  m a g nit u d e i s c o n si st e ntl y
s m all er t h a n t h o s e f r o m  C T 1 8 a n d  N N P D F, p o s si bl y
d u e t o  mi s si n g t h e c o nt ri b uti o n s f r o m ot h er fl a v or
di st ri b uti o n s i n t h e  m at c hi n g k e r n el.  A f ull a n al y si s
of l atti c e- Q C D s y st e m ati c s, s u c h a s fi nit e- v ol u m e e ff e ct s
a n d di s cr eti z ati o n, i s n ot y et i n cl u d e d, a n d pl a n s t o
e xt e n d t h e c u r r e nt c al c ul ati o n s ar e u n d er w a y.
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F I G. 1 7  T h e q u a si- P D F  m a t ri x el e m e nt r e n o r m ali z e d i n
t h e  RI / M O M s c h e m e a t µ R = 2 .4  G e V , p zR = 0 o n t h e
l a t ti c e c o m p a r e d  wi t h t h e  F o u ri e r t r a n sf o r m of t h e  N N L O
N N D P F 3. 1 a n d C T 1 8 P D F s e t s.  T h e u p p e r (l o w e r ) pl o t i s
t h e r e al (i m a gi n a r y ) p a r t.  T h e r e al p a r t of t h e  C T 1 8  P D F i s
e x a c tl y z e r o b e c a u s e of t h e s ( x ) = s̄ ( x ) a s s u m p ti o n e nt e ri n g
t h e fi t.  T h e i m a gi n a r y p a r t of t h e l a t ti c e r e s ul t g r o w s sl o w e r
a t l a r g e z , a n d t h e r e al p a r t i s c o n si s t e nt  wi t h z e r o a t l a r g e
m o m e nt u m.
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III. G E N E R A LI Z E D P D F S ( G P D )

III. 1. I n tr o d u c ti o n

M or e t h a n h alf a c e nt ur y aft er t h e fir st di s c o v er y of t h e
n u cl e o n’ s i nt er n al str u ct ur e, w e still k n o w littl e a b o ut
it s t hr e e- di m e n si o n al str u ct ur e, w hi c h i s d e s cri b e d i n
t er m s of t h e g e n er ali z e d p art o n di stri b uti o n s ( G P D s).
I nt er e st i n G P D s h a s gr o w n r a pi dl y si n c e t h e y w er e
fi r st i ntr o d u c e d i n t h e l at e 9 0’ s ( Ji , 1 9 9 7 ; M üll e r et al. ,
1 9 9 4 ; R a d y u s h ki n , 1 9 9 6 ), b e c a u s e of t h e u ni q u e i n si g ht
t h e y pr o vi d e i nt o t h e s p ati al di stri b uti o n of q u ar k s
a n d gl u o n s i n si d e t h e pr ot o n ( B ur k ar dt , 2 0 0 0 ), a s
w ell a s it s m e c h a ni c al pr o p e rti e s, i n cl u di n g a n g ul ar
m o m e nt u m, pr e s s ur e, a n d s h e ar f or c e s ( P ol y a k o v , 2 0 0 3 )
(f or e xt e n si v e r e vi e w s o n t h e s u bj e ct s e e R ef s. ( B elit s k y
a n d R a d y u s h ki n , 2 0 0 5 ; Di e hl , 2 0 0 3 ; K u m eri c ki et al. ,
2 0 1 6 )). W hil e t h e l att er ar e e n c o d e d i n t h e Q C D e n er g y-
m o m e nt u m t e n s or w hi c h i s c a n o ni c all y pr o b e d t hr o u g h
g r a vit y, it w a s r e ali z e d b y Ji ( Ji , 1 9 9 7 ) t h at it s m atri x
el e m e nt s b et w e e n pr ot o n st at e s c a n b e d e s cri b e d t hr o u g h
M elli n m o m e nt s of G P D s.  G P D s, t h er ef or e, bri n g
t h e e n er g y- m o m e nt u m t e n s or m atri x el e m e nt s wit hi n
e x p eri m e nt al gr a s p t hr o u g h el e ctr o m a g n eti c s c att eri n g.
G P D s c a n b e vi e w e d a s a h y bri d of p art o n di stri b uti o n s

( P D F s), f or m f a ct or s a n d di stri b uti o n a m plit u d e s.
E x p eri m e nt all y, t h e y c a n b e a c c e s s e d i n e x cl u si v e
pr o c e s s e s s u c h a s d e e pl y virt u al C o m pt o n s c att eri n g
or m e s o n el e ctr o pr o d u cti o n. D et er mi ni n g G P D s i s a n
i m p ort a nt mi s si o n of t h e U S D e p art m e nt of E n e r g y
( D O E) dr a wi n g gl o b al s ci e nti fi c i nt er e st. E x p eri m e nt al
c oll a b or ati o n s a n d f a ciliti e s w orl d wi d e h a v e b e e n d e v ot e d
t o s e ar c hi n g f or t h e s e l a st u n k n o w n s of t h e n u cl e o n,
i n cl u di n g H E R M E S at D E S Y, C O M P A S S at C E R N,
G SI i n E ur o p e, B E L L E a n d J P A C i n J a p a n, H all s A,
B a n d C at J e ff er s o n L a b or at or y, a n d P H E NI X a n d
S T A R at R HI C ( Br o o k h a v e n N ati o n al L a b or at or y) i n
t h e U S. T h e st u d y of G P D s a n d t h eir i m a gi n g, or
n u cl e o n f e mt o gr a p h y, h a s l e d b ot h t h e Q C D a n d h a dr o ni c
p h y si c s c o m m u nit y w orl d wi d e t o pr o p o s e b uil di n g a n
El e ctr o n-I o n C olli d er ( EI C) t o f urt h er e x pl or e t h e s e
q u a ntiti e s ( A c c ar di et al. , 2 0 1 6 b ). I n E ur o p e, C E R N
h a s pl a n s f or t h e L H e C, a d di n g a n el e ctr o n a c c el er at or
t o t h e e xi sti n g L H C h a dr o n a c c el er at or. T h er e ar e al s o
C hi n e s e pl a n s f or si mil ar el e ctr o n-i o n c olli d er s.

A n al o g o u s t o t h e u s u al P D F s, G P D s p ar a m etri z e t h e
q u ar k a n d gl u o n c orr el ati o n f u n cti o n s i n v ol vi n g m atri x
el e m e nt s of o p er at or s at a li g htli k e s e p ar ati o n b et w e e n
t h e p art o n fi el d s,

W
[γ + ]
Λ Λ =

1

2

d y

2 π

−

e i k + y −

p , Λ | ψ̄ −
y

2
γ + U −

y

2
,
y

2
ψ

y

2
| p, Λ y + = y T = 0

=
1

2 P +
p , Λ | γ + H (x, ξ, t ) +

i σ + j ∆ j

2 M
E (x, ξ, t ) | p, Λ ( 2 1)

W
[γ + γ 5 ]
Λ Λ =

1

2

d y

2 π

−

e i k + y −

p , Λ | ψ̄ −
y

2
γ + γ 5 U −

y

2
,
y

2
ψ

y

2
| p, Λ y + = y T = 0

=
1

2 P +
p , Λ | γ + γ 5 H (x, ξ, t ) +

γ 5 ∆ +

2 M
E (x, ξ, t ) | p, Λ .

( 2 2)

T w o a d diti o n al ki n e m ati c v ari a bl e s e nt er t h eir d e fi niti o n
b e si d e s t h e q u ar k li g ht c o n e l o n git u di n al m o m e nt u m
f r a cti o n, x = k + / P + ( wit h P = ( p + p )/ 2): t h e li g ht
c o n e c o m p o n e nt of t h e l o n git u di n al m o m e nt u m tr a n sf er
b et w e e n t h e i niti al a n d fi n al pr ot o n, ξ = − ∆ + / ( 2P + ) ≈
x B j / ( 2 − x B j ) > 0 ( wit h ∆ = p − p ), a n d t h e tr a n s v er s e
c o m p o n e nt, ∆ T = p T − p T ; t h e l att er i s t a k e n i nt o
a c c o u nt t hr o u g h t h e i n v ari a nt, t = ∆ 2 = M 2 ξ 2 / ( 1 −
ξ 2 ) − ∆ 2

T / ( 1 − ξ 2 ), t < 0). At l e a di n g (t wi st-t w o) l e v el,
f o ur q u ar k c hir alit y c o n s er vi n g ( c hir al e v e n) G P D s, H ,

E , H a n d E , d e fi n e d i n E q s. (2 1 ) a n d ( 2 2 ), p ar a m etri z e
t h e q u ar k- pr ot o n c orr el ati o n f u n cti o n s.

Li k e t h e P D F s, G P D s ar e n o n p ert ur b ati v e p art o n-
h a dr o n c orr el ati o n f u n cti o n s.  T h e y ar e n ot dir e ct
p h y si c al o b s er v a bl e s, si n c e n o q u ar k or gl u o n h a s b e e n
o b s er v e d i n i s ol ati o n, o wi n g t o Q C D c ol or c o n fi n e m e nt.

L atti c e Q C D c a n n ot c al c ul at e G P D s dir e ctl y, si n c e t h e y
ar e d e fi n e d i n t e r m s of o p er at or s wit h li g htli k e s e p ar ati o n
b et w e e n t h e p art o n fi el d s.  G P D s ar e c o n n e ct e d t o
v ari o u s p h y si c al o b s er v a bl e s t hr o u g h Q C D f a ct ori z ati o n.
F or e x a m pl e, t h e d e e pl y virt u al C o m pt o n s c att eri n g
( D V C S) cr o s s s e cti o n c a n b e e x pr e s s e d i n t er m s of
C o m pt o n f or m f a ct or s ( C F F s) w hi c h ar e f a ct ori z e d i nt o
G P D s c o n v ol ut e d o v er t h e v ari a bl e x wit h p ert ur b ati v el y
c al c ul at e d s h ort- di st a n c e c o e ffi ci e nt f u n cti o n s ( B elit s k y
a n d R a d y u s h ki n , 2 0 0 5 ; Di e hl , 2 0 0 3 ; G o e k e et al. , 2 0 0 1 ;
K u m eri c ki et al. , 2 0 1 6 ). I n a d diti o n t o t h e f o ur c hir al
e v e n G P D s, w e h a v e f o ur m or e q u ar k- fli p / c hir al o d d

G P D s, H T , E T , H T a n d E T a n d f o ur gl u o n G P D s, H g ,

E g , H g a n d E g . T h e l att er c a n b e si n gl e d o ut i n d e e pl y
virt u al m e s o n- pr o d u cti o n e x p eri m e nt s.

W hil e s e v er al d e e pl y virt u al e x cl u si v e e x p eri m e nt s
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p erf or m e d i n t h e p a st d e c a d e ar e a ff e ct e d b y l ar g e
t h e or eti c al a n d e x p eri m e nt al u n c ert ai nti e s o n t h e C F F s
( s e e ( K u m eri c ki et al. , 2 0 1 6 ) f or a d et ail e d li st), t h e
e x p eri m e nt al pr o gr a m of J e ff er s o n L a b at 1 2 G e V will
all o w u s, i n t h e n e xt d e c a d e, t o m a p o ut t h e c o m pl et e
h eli cit y str u ct ur e of t h e cr o s s s e cti o n ( Kri e st e n et al. ,
2 0 2 0 ), m a ki n g it p o s si bl e t o e xtr a ct G P D s i n t h e q u ar k
s e ct or wit h s u ffi ci e ntl y hi g h pr e ci si o n. L o o ki n g i nt o t h e
f ut ur e, t h e u p c o mi n g EI C will b e i n st e a d f o c u s e d o n l o w
x , pr o vi di n g a u ni q u e pr o b e of t h e gl u o n G P D s.

D e e pl y virt u al e x cl u si v e pr o c e s s e s ar e m e a s ur e d i n
c oi n ci d e n c e e x p eri m e nt s w h er e all t h e p arti cl e s i n t h e
fi n al st at e ar e eit h er dir e ctl y or i n dir e ctl y d et e ct e d.
E xtr a cti n g G P D s fr o m d at a i n v ol v e s a m u c h l ar g er
n u m b er of v ari a bl e s t h a n e xtr a cti n g P D F s. F urt h er m or e,
e a c h e x p eri m e nt c a n o nl y a d d a s m all pi e c e t o t h e pi ct ur e.
T hi s m a k e s it v er y di ffi c ult, if n ot i m p o s si bl e, t o e xtr a ct
G P D s fr o m e x p eri m e nt wit h t h e hi g h- pr e ci si o n r e q uir e d
t o o bt ai n i m a g e s at t h e f e mt o s c al e (f e mt o gr a p h y), u si n g
t r a diti o n al gl o b al- fitti n g m et h o d s. M or e s o p hi sti c at e d
a n al y s e s ar e b ei n g d e v el o p e d w or ki n g t o w ar d s t hi s g o al,
a n d a m aj or r e s e ar c h e ff ort h a s b e e n f o c u s e d o n a p pl yi n g
m a c hi n e-l e ar ni n g t o ol s t o t h e e xtr a cti o n of G P D s fr o m
d at a ( S e c. III. 5).

III. 2. S t a t u s of G P D c al c ul a ti o n s

A l ot of a cti vit y a n d pr o gr e s s h a s b e e n r e c e ntl y
d e di c at e d t o e xtr a cti n g i nf or m ati o n o n G P D s fr o m l atti c e
Q C D c al c ul ati o n s a s r e p ort e d i n d et ail i n S e cti o n s
III. 3, III. 4. I n a d diti o n, s e v er al m o d el s / p ar a m etri c
f or m s h a v e b e e n d e v el o p e d t h at, o n o n e si d e, f a cilit at e
t h e c o m p ari s o n wit h e x p eri m e nt al d at a a n d, o n t h e
ot h er, all o w u s t o i d e ntif y n e w d e e pl y virt u al e x cl u si v e
o b s er v a bl e s t h at c a n b e f a ct ori z e d i n t er m s of G P D s.
T h e m ai n e ff ort s i n t hi s dir e cti o n i n cl u d e t h e li g ht-fr o nt
o v erl a p r e pr e s e nt ati o n ( C h o ui k a et al. , 2 0 1 7 a ) u s e d i n t h e
P A R T O N a n al y si s ( B ert h o u et al. , 2 0 1 8 ), t h e r e g g ei z e d
di q u ar k m o d el ( G o n z al e z- H er n a n d e z et al. , 2 0 1 3 ) u s e d i n
t h e r e c e nt e ff ort i n R ef.( Kri e st e n et al. , 2 0 2 0 ), c o nf or m al
m o m e nt s b a s e d m o d el s ( M üll e r et al. , 2 0 1 4 ) u s e d i n
t h e a n al y si s of R ef s.( K u m eri c ki et al. , 2 0 1 1 ; K u m eri č ki
a n d M üll e r , 2 0 1 6 ), a s w ell a s p ar a m etri z ati o n s b a s e d o n
d o u bl e di stri b uti o n s ( G ol o s k o k o v a n d Kr oll , 2 0 0 8 ).

T o b e a bl e t o r el y o n a v ari et y of m o d el s i s
p arti c ul arl y i m p ort a nt f or t h e st u d y of G P D s b e c a u s e
of t h e a d diti o n al c o n str ai nt s t h at h a v e t o b e s ati s fi e d a s
c o m p ar e d t o P D F s a n d ot h er o n e- di m e n si o n al q u a ntiti e s.
Ti m e r e v er s al a n d P arit y c o n s er v ati o n g e n er at e di s c r et e
s y m m etri e s o b e y e d b y G P D s f or ξ → − ξ , x →
− x ;  L or e nt z i n v ari a n c e g e n er at e s t h e pr o p ert y of
p ol y n o mi alit y, n a m el y t h at t h e x j m o m e nt s of q u ar k
G P D s ar e e v e n p ol y n o mi al s i n ξ , a n d t h at x j − 1

m o m e nt s of gl u o n G P D s ar e e v e n p ol y n o mi al s i n ξ
( s e e al s o S e cti o n III. 4. 3); fi n all y, fr o m t h e n or m of

t h e Hil b ert s p a c e o n e o bt ai n s p o siti vit y c o n str ai nt s, or
i n e q u aliti e s b et w e e n G P D s a n d t h e c orr e s p o n di n g P D F s
(B elit s k y a n d R a d y u s h ki n , 2 0 0 5 ; Di e hl , 2 0 0 3 ; K u m eri c ki
et al. , 2 0 1 6 ). T h e b e h a vi or of G P D s, i n cl u di n g t h eir
p ert ur b ati v e e v ol uti o n, u n d e r t h e s e c o n str ai nt s c a n b e
tr a c k e d d o w n a n d m o nit or e d u si n g m o d el s.

T h e w e alt h of G P D p h e n o m e n ol o g y c o m bi n e d wit h it s
i ntri n si c di ffi c ult y h a s p u s h e d s e v er al gr o u p s of t h e ori st s
a n d p h e n o m e n ol o gi st s t o d e v el o p fr a m e w or k s d e di c at e d
t o t h e e xtr a cti o n of G P D s a n d of t h e 3 D str u ct ur e of
t h e n u cl e o n fr o m e x p eri m e nt al d at a. I n S e cti o n III. 5 w e
d e s cri b e pl atf or m s t h at ar e c urr e ntl y b e e n u s e d f or d at a
i nt er pr et ati o n.

III. 3. M o m e n t s of G P D fr o m l a t ti c e Q C D

A wi d el y- u s e d a p pr o a c h t o e xtr a ct i nf or m ati o n of
G P D s o n t h e l atti c e i s vi a a n o p er at or pr o d u ct e x p a n si o n.
B a s e d o n t hi s a p pr o a c h, t h e r e s ulti n g l o c al o p er at or s c a n
b e i n s ert e d b et w e e n h a dr o ni c m atri x el e m e nt s, w hi c h
ar e c al c ul a bl e i n l atti c e Q C D. T h e M elli n m o m e nt s,
o bt ai n e d fr o m s u c h m atri x el e m e nt s, pr o vi d e i m p ort a nt
i nf or m ati o n o n t h e str u ct ur e of t h e h a dr o n u n d er st u d y,
a n d c a n b e c o m p ar e d a g ai n st p h e n o m e n ol o gi c al fit s
of e x p eri m e nt al d at a.  T h e m o m e nt s of G P D s ar e a
g e n er ali z ati o n of t h e m o m e nt s of P D F wit h a n o n z er o
m o m e nt u m tr a n sf er b et w e e n t h e i niti al a n d fi n al st at e:
f or m f a ct or s a n d g e n er ali z e d f or m f a ct or s, e x pr e s s e d i n
t er m s of t h e m o m e nt u m tr a n sf err e d s q u ar e d, Q 2 . F or m
f a ct or s ( F F s) h a v e b e e n st u di e d i nt e n si v el y f or m a n y
y e ar s i n l atti c e Q C D d u e t o m a n y d e c a d e s of s c att eri n g
e x p eri m e nt al r e s ult s t h at o n e c a n c o m p ar e wit h, a n d
r e c e nt i nt er e st s i n pr ot o n r a di u s p u z zl e s wit h all p o s si bl e
t h e or eti c al c al c ul ati o n s. O n t h e ot h er h a n d, t h er e ar e
l e s s i nt e r e st s i n t h e g e n er ali z e d f or m f a ct or s ( G F F s)
w hi c h c a n b e c h all e n gi n g t o e xtr a ct a n d r e d u c e t h e
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s.  L a c k of r eli a bl e e xtr a cti o n
of G F F e x p eri m e nt al d at a h a s al s o p ut m a n y l atti c e
c oll a b or ati o n t o di v er g e t h eir r e s o ur c e s el s e w h er e. Wit h
t h e e x citi n g r e s ult s c o mi n g o ut of J L a b 1 2 G e V pr o gr a m
a n d ot h er f ut ur e c olli d e r s, o n e e x p e ct m or e G F F s l atti c e
c al c ul ati o n s i n t h e n e ar f ut ur e.

III. 3. 1. N u cl e o n el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s

T h e m o st c o m m o nl y c al c ul at e d f or m f a ct or s ar e t h e
n u cl e o n i s o v e ct or el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s, d e fi n e d
b y

N (p f )|V +
µ (x )|N (p i ) =

ū N γ µ F 1 (q 2 ) + i σµ ν
q ν

2 M N
F 2 (q 2 ) u N e i q ·x , ( 2 3)

w h er e t h e i s o v e ct or c urr e nt i s V +
µ (x ) = u γ µ u − d γ µ d

a n d F 1 a n d F 2 ar e Dir a c a n d P a uli f or m f a ct or s,
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r e s p e cti v el y.  T h e S a c h s el e ctri c a n d m a g n eti c f or m
f a ct or s c a n b e o bt ai n e d fr o m F 1 ,2 a s G E (q 2 ) = F 1 (q 2 ) +
q 2 F 2 (q 2 )/ ( 2M N ) 2 a n d G M (q 2 ) = F 1 (q 2 ) + F 2 (q 2 ),
w hi c h c orr e s p o n d t o t h e F o uri er tr a n sf or m s of n u cl e o n
c h ar g e a n d m a g n eti z ati o n d e n sit y di stri b uti o n s i n t h e
B r eit fr a m e. I n s pir e d b y t h e d e c a d e s of c o nti n u o u s
e x p eri m e nt al m e a s ur e m e nt s, t h er e ar e m a n y c al c ul ati o n s
at p h y si c al pi o n m a s s f or t h e el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s
I n Fi g. 1 8 , o nl y s el e ct e d r e s ult s fr o m n e ar- p h y si c al pi o n
m a s s e s ar e s h o w n. P A C S h a s t h e l ar g e st v ol u m e a m o n g
t h e s e c al c ul ati o n s a n d i s a bl e t o pr o b e t h e s m all e st
Q 2 .  T h e p ar a m et er s of t h e l atti c e c al c ul ati o n s ar e
s u m m ari z e d i n T a bl e XI . O v er all, t h e l atti c e- Q C D r e s ult s
a m o n g di ff er e nt c oll a b or ati o n s ar e i n g o o d a gr e e m e nt
wit hi n 1- 2 st a n d ar d d e vi ati o n s.  T h e m a g n eti c f or m
f a ct or s h a v e r e a s o n a bl e a gr e e m e nt wit h t h e e x p eri m e nt al
o n e s, b ut t h e el e ctri c f or m f a ct or s, d e p e n di n g o n t h e
a n al y si s a p pr o a c h, h a v e a s m all t e n si o n.  Wit h m or e
p r e ci si o n e x p eri m e nt al el e ctri c f or m f a ct or s o n t h eir w a y
t o r e s ol v e t h e pr ot o n r a di u s p u z zl e, it w o ul d b e d e sir a bl e
t o h a v e l atti c e f or m f a ct or s at t h e p er c e nt l e v el.  T o
a c hi e v e t hi s, o n e will n e e d t o i n cl u d e Q E D a n d i s o s pi n
s y m m etr y br e a ki n g i n t h e l atti c e c al c ul ati o n, w hi c h will
r e q uir e si g ni fi c a ntl y m or e c o m p ut ati o n al r e s o ur c e s, a s
w ell a s n e w t e c h ni q u e s.

B e si d e s t h e pr o gr e s s i n t h e c al c ul ati o n of t h e c o n n e ct e d
c o ntri b uti o n s t o t h e el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s,
t h er e h a v e b e e n a d v a n c e s i n t h e e v al u ati o n of t h eir
di s c o n n e ct e d (li g ht a n d str a n g e q u ar k) c o ntri b uti o n s.
T h e l att er r e s ult fr o m t h e s elf- c o ntr a cti o n s of t h e i n s ert e d
o p er at or, t h at i s, it s q u ar k a n d a nti- q u ar k of s a m e fl a v or
c o ntr a ct wit h e a c h ot h er. A p pr o xi m at el y s p e a ki n g, t h e
o p er at or c o u pl e s t o t h e h a dr o n vi a gl u o n s, a n d ar e oft e n
vi e w e d a s s e a q u ar k c o ntri b uti o n s. T hi s all o w s a u - a n d
d - q u ar k d e c o m p o siti o n a n d t h e pr o p er e xtr a cti o n of t h e
p r ot o n a n d n e utr o n el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s vi a:

G p (Q 2 ) =
1

2

1

3
G u + d (Q 2 ) + G u − d (Q 2 ) , ( 2 4)

G n (Q 2 ) =
1

2

1

3
G u + d (Q 2 ) − G u − d (Q 2 ) . ( 2 5)

T h e i s o s c al ar c o m bi n ati o n i n t h e a b o v e e q u ati o n s
s h o ul d b e t h e s u m of b ot h c o n n e ct e d a n d di s c o n n e ct e d
c o ntri b uti o n s. T h e el e ctri c a n d m a g n eti c pr ot o n f or m
f a ct or s i n cl u di n g b ot h c o n n e ct e d a n d di s c o n n e ct e d
di a gr a m s h a v e b e e n c al c ul at e d b y E T M C u si n g t wi st e d
m a s s f er mi o n s ( T M) e n s e m bl e s ( N f = 2 a n d N f =
2 + 1 + 1) wit h di ff er e nt v ol u m e s a n d c a n b e f o u n d
i n R ef. (Al e x a n dr o u et al. , 2 0 1 9 a ). H er e w e s h o w t h e
n e utr o n f or m f a ct or s i n Fi g. 1 9 f or t h e m o st a c c ur at e
d at a of E T M C at a v ol u m e wit h L = 5 .1 2 f m (r e d
cir cl e s), w hi c h ar e c o m p ar e d a g ai n st e x p eri m e nt al d at a
s h o w n wit h bl a c k cr o s s e s.  T h e d at a ar e t a k e n fr o m
R ef s. ( B e c k er et al. , 1 9 9 9 ; B er m ut h et al. , 2 0 0 3 ; E d e n
et al. , 1 9 9 4 ; Gl a zi er et al. , 2 0 0 5 ; G ol a k et al. , 2 0 0 1 ;
H er b er g et al. , 1 9 9 9 ; M a d e y et al. , 2 0 0 3 ; M e y er h o ff

L H P C 1 7 2 + 1f
P A C S 1 8 2 + 1f
E T M C 1 8 2 + 1 + 1f

P N D M E 1 9 2 + 1 + 1f 0. 0 9f m
P N D M E 1 9 2 + 1 + 1f 0. 0 6f m
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1. 0

Q 2 (G e V 2 )

G
E

L H P C 1 7 2 + 1f
P A C S 1 8 2 + 1f
E T M C 1 8 2 + 1 + 1f

P N D M E 1 9 2 + 1 + 1f 0. 0 9f m
P N D M E 1 9 2 + 1 + 1f 0. 0 6f m

0 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0. 5 0. 6
1

2

3

4

5

Q 2 (G e V 2 )

G
M

FI G. 1 8 S el e c t e d n u cl e o n i s o v e c t o r el e c t ri c (l ef t ) a n d
m a g n e ti c ( ri g ht ) f o r m f a c t o r r e s ul t s f r o m n e a r p h y si c al
pi o n m a s s a s f u n c ti o n s of t r a n sf e r r e d m o m e nt u m Q 2 .
T h e r ef e r e n c e s c o r r e s p o n di n g t o t h e a b o v e w o r k s a r e: 2f
E T M C 1 8 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 c ) 2 + 1f L H P C 1 4 ( G r e e n
et al. , 2 0 1 4 ), L H P C 1 7 ( H a s a n et al. , 2 0 1 8 ), P A C S 1 8 ( S hi nt a ni
et al. , 2 0 1 9 ); 2 + 1 + 1f E T M C 1 8 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 a ),
P N D M E 1 9 ( J a n g et al. , 2 0 1 8 ) wi t h 2 l a t ti c e s p a ci n g s of 0. 0 6
a n d 0. 0 9 f m.

et al. , 1 9 9 4 ; O stri c k et al. , 1 9 9 9 ; P a s s c hi er et al. , 1 9 9 9 ;
Pl a st er et al. , 2 0 0 6 ; R o h e et al. , 1 9 9 9 ; S c hi a vill a a n d
Si c k , 2 0 0 1 ; W arr e n et al. , 2 0 0 4 ; Z h u et al. , 2 0 0 1 ) f or
t h e el e ctri c f or m f a ct or a n d fr o m R ef s. ( Al ar c o n , 2 0 0 7 ;
A n d er s o n et al. , 2 0 0 7 ; A n kli n et al. , 1 9 9 4 , 1 9 9 8 ; G a o
et al. , 1 9 9 4 ; K u b o n et al. , 2 0 0 2 ) f or t h e m a g n eti c f or m
f a ct or. T h er e i s a v er y g o o d a gr e e m e nt b et w e e n l atti c e
a n d e x p eri m e nt, wit h e x c e pti o n t h e s m all- Q 2 f or G n

M .
N ot e t h at t h e e x p eri m e nt al d at a h a v e, i n g e n er al, l ar g er
u n c ert ai nti e s a s c o m p ar e d t o t h e l atti c e d at a. We w a nt t o
e m p h a si z e t h at, s u c h c o m p ari s o n i s c o n si d er e d a s u c c e s s
f or l atti c e Q C D, a s it i s t h e fir st ti m e t h at t h e pr ot o n
a n d n e utr o n el e ctr o m a g n eti c f or m f a ct or s i n cl u d e b ot h
c o n n e ct e d a n d di s c o n n e ct e d c o ntri b uti o n s. S u c h a pl ot i s



2 0 2 0  P D F L a t ti c e  R e p o r t 3 1

R ef. S e a q u a r k s V al e n c e q u a r k s R e n o r m ali z a ti o n N ∆ t a (f m ) M π ( M e V ) M π L
E T M C’ 1 8 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 a ) 2f  & 2 + 1 + 1f  T M t wi s t e d  m a s s RI’- M O M 3 0. 0 8 0, 0. 0 9 4 1 3 0- 1 3 9  M e V 3. 0 – 4. 0
E T M C’ 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 c ) 2f  T M t wi s t e d  m a s s RI’- M O M 3 0. 0 9 4 1 3 0  M e V 3. 0

L H P C’ 1 4 ( G r e e n et al. , 2 0 1 4 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r S c h r ö di n g e r f u n c ti o n al 3 0. 0 9 – 0. 1 1 6 1 4 9 – 3 5 6 3. 6 – 5. 0
L H P C’ 1 7 ( H a s a n et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r v e c t o r c h a r g e 3 0. 0 9 3 1 3 5 4. 0

P A C S’ 1 8 ( S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r S c h r ö di n g e r f u n c ti o n al 4 0. 0 8 5 1 4 6 8. 0
P N D M E’ 1 9 ( J a n g et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1 + 1f  HI S Q cl o v e r RI- M O M 4 0. 0 9 1 3 8 3. 9

T A B L E  XI  T h e l a t ti c e p a r a m e t e r s u s e d i n c al c ul a ti o n s of t h e el e c t r o m a g n e ti c f o r m f a c t o r s n e a r p h y si c al pi o n  m a s s. N ∆ t

i n di c a t e s t h e n u m b e r of s o u r c e- si n k s e p a r a ti o n u s e d i n t h e l a t ti c e c al c ul a ti o n t o c o nt r ol t h e “ e x ci t e d- s t a t e ” s y s t e m a ti c s  w hi c h
c a n b e si g ni fi c a nt f o r n u cl e o n s t r u c t u r e.

a r e p r e s e nt ati v e e x a m pl e of t h e st at e- of-t h e- art of l atti c e
Q C D f or c al c ul ati o n of f or m f a ct or s.

FI G. 1 9  N e u t r o n el e c t ri c ( t o p ) a n d  m a g n e ti c ( b o t t o m ) f o r m
f a c t o r s a s a f u n c ti o n of Q 2 .  L a t ti c e d a t a a r e s h o w n  wi t h
r e d ci r cl e s o b t ai n e d b y  E T M C ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 a ).
E x p e ri m e nt al d a t a a r e s h o w n  wi t h bl a c k s t a r s.

T h e c o nt ri b uti o n s of st r a n g e s e a q u ar k s t o t h e
n u cl e o n el e ct r o m a g n eti c f or m f a ct or s h a s b e e n of hi g h
i nt er e st i n t h e l a st d e c a d e s.  E x p eri m e nt all y, st r a n g e
el e ct r o m a g n eti c f or m f a ct or s c a n b e e xt r a ct e d t h r o u g h
t h e p arit y- vi ol ati n g a s y m m et r y i n t h e el a sti c s c att eri n g
of p ol ari z e d el e ct r o n s o n u n p ol ari z e d p r ot o n s.  H o w e v er,
t h e s e e x p eri m e nt al  m e a s u r e m e nt s ar e di ffi c ult a n d
p r e ci si o n d et er mi n ati o n s of t h e f or m f a ct or s ar e n ot
y et a v ail a bl e.  T hi s i s o n e pl a c e  w h er e l atti c e- Q C D
c al c ul ati o n s c a n p r o vi d e b ett er r e s ult s  wit h c u r r e ntl y
a v ail a bl e c o m p ut ati o n al r e s o u r c e s.  A n u m b er of
c oll a b or ati o n s h a v e st u di e d t h e st r a n g e el e ct r o m a g n eti c
f or m f a ct or s  wit h l atti c e  Q C D (Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 a ,
2 0 1 8 d ; B a bi c h et al. , 2 0 1 2 ; Dj u k a n o vi c et al. , 2 0 1 9 ;

D oi et al. , 2 0 0 9 ; G r e e n et al. , 2 0 1 5 ; S u fi a n et al. ,
2 0 1 7 ); t h e d et ail s of t h e s e c al c ul ati o n s c a n b e f o u n d
i n  T a bl e XII .  U si n g t h e f or m f a ct or s’ d e p e n d e n c e o n
t r a n sf er- m o m e nt u m ( Q ), t h e el e ct ri c a n d  m a g n eti c r a dii,
a s  w ell a s t h e  m a g n eti c  m o m e nt, ar e o bt ai n e d vi a

r 2
E, M

s = − 6
d G s

E, M ( Q 2 )

d Q 2 Q 2 = 0
, µs ≡ G s

M ( 0) . ( 2 6)

We s u m m ari z e t h e c al c ul ati o n s u si n g d y n a mi c al s e a
q u ar k s i n  Fi g. 2 0 .  E arl y st u di e s o nl y u s e d o nl y
o n e e n s e m bl e  wit h h e a v y pi o n  m a s s e s t o r e d u c e
c o m p ut ati o n al c o st s.  T h er e h a s b e e n gr e at p r o gr e s s  m a d e
i n r e c e nt y e ar s, i n cl u di n g c al c ul ati o n s  m a d e di r e ctl y at
p h y si c al pi o n  m a s s, s u c h a s  E T M C’ s N f =  2 + 1 + 1  w or k
i n  R ef. (Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 a ). χ Q C D ( S u fi a n et al. ,
2 0 1 7 ) u s e d f o u r e n s e m bl e s of v al e n c e o v erl a p f er mi o n s o n
N f = 2  + 1 d o m ai n  w all c o n fi g u r ati o n s  wit h  m ulti pl e
v ol u m e s, l atti c e s p a ci n g s, a n d pi o n  m a s s e s t o i n v e sti g at e
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s.  T h e  M ai n z gr o u p ( Dj u k a n o vi c
et al. , 2 0 1 9 ) u s e d N f = 2  + 1 fl a v o r s of O (a )-i m p r o v e d
Wil s o n f er mi o n s, a n d t h e y al s o e m pl o y e d a n O (a )-
i m p r o v e d v e ct or o p er at or,  wit h l atti c e s p a ci n g a s s m all
a s 0. 0 5 f m.  O v er all, t h er e i s a gr e e m e nt a m o n g t h e
l atti c e d at a, d e m o n st r ati n g t h at s y st e m ati c u n c ert ai nti e s
ar e u n d er c o nt r ol.  H o w e v er, t h e χ Q C D r e s ult f or t h e
m a g n eti c  m o m e nt di s a gr e e s  wit h t h e ot h er l atti c e r e s ult s,
a n d t hi s t e n si o n s h o ul d b e f u rt h er i n v e sti g at e d.

III. 3. 2.  N u cl e o n i s o v e ct or a xi al f or m f a ct or s

T h e r e h a s b e e n al s o r a pi dl y i n cr e a si n g i nt er e st
i n l atti c e- Q C D n u cl e o n a xi al f or m f a ct or s (G A )
c al c ul ati o n s, a k e y i n p ut fr o m t h e S M f or n e ut ri n o
p h y si c s; t h e s e f or m f a ct or s c a n b e c al c ul at e d i n t er m s
of t h e i s o v e ct or a xi al c u r r e nt

N (p f ) |A +
µ ( x ) |N (p i ) =

ū N γ µ γ 5 G A ( q 2 ) + i qµ γ 5 G P ( q 2 ) u N e i q ·x . ( 2 7)

H e r e, q = p f − p i i s t h e  m o m e nt u m t r a n sf e r b et w e e n
t h e i niti al a n d fi n al st at e of n u cl e o n; a n d t h e i s o v e ct or
c u r r e nt i s A +

µ ( x ) = u γ µ γ 5 u − d γ µ γ 5 d . G A ( q 2 ) a n d
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E T M C ’ 1 9

M ai n z ’ 1 9

χ Q C D ’ 1 7

L H P C ’ 1 5

χ Q C D ’ 0 9

- 0. 0 1 0 - 0. 0 0 8 - 0. 0 0 6 - 0. 0 0 4 - 0. 0 0 2 0

N
f
=

2
+

1
+

1
N

f
=

2
+

1
- 0. 0 1 0 - 0. 0 0 8 - 0. 0 0 6 - 0. 0 0 4 - 0. 0 0 2 0

rE
2 

s
(f m2 )

3 2

E T M C ’ 1 9

M ai n z ’ 1 9

χ Q C D ’ 1 7

L H P C ’ 1 5

χ Q C D ’ 0 9

- 0. 0 8 - 0. 0 6 - 0. 0 4 - 0. 0 2 0 0. 0 2

N
f
=

2
+

1
+

1
N

f
=

2
+

1

- 0. 0 8 - 0. 0 6 - 0. 0 4 - 0. 0 2 0 0. 0 2

μ s

E T M C ’ 1 9

M ai n z ’ 1 9

χ Q C D ’ 1 7

L H P C ’ 1 5

χ Q C D ’ 0 9

- 0. 0 5 - 0. 0 4 - 0. 0 3 - 0. 0 2 - 0. 0 1 0 0. 0 1 0. 0 2

N
f
=

2
+

1
+

1
N

f
=

2
+

1

- 0. 0 5 - 0. 0 4 - 0. 0 3 - 0. 0 2 - 0. 0 1 0 0. 0 1 0. 0 2

rM
2 

s
(f m2 )

FI G. 2 0 S u m m a r y of l a t ti c e c al c ul a ti o n s of r 2
E

s (l ef t ), µ s ( mi d dl e ) a n d r 2
M

s ( ri g ht ) f r o m l a t ti c e e n s e m bl e s wi t h d y n a mi c al
s t r a n g e d e g r e e s of f r e e d o m i n t h e s e a. T h e g r e e n s y m b ol s s h o w r e s ul t s u si n g m ul ti pl e e n s e m bl e s t o t a k e t h e c o nti n u u m li mi t
a → 0. D e t ail s of t h e l a t ti c e i n p u t c a n b e f o u n d i n T a b. XI I .

R ef. S e a q u a r k s V al e n c e q u a r k s a (f m ) M π ( M e V ) M π L
χ Q C D’ 0 9 ( D oi et al. , 2 0 0 9 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r 0. 1 2 6 0 0 – 8 4 0 5. 9 7
B U’ 1 0 ( B a bi c h et al. , 2 0 1 2 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r 0. 1 1 4 1 6 4. 7 9

L H P C’ 1 5 ( G r e e n et al. , 2 0 1 5 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r 0. 1 1 3 1 7 5. 9 7
χ Q C D’ 1 6 ( S u fi a n et al. , 2 0 1 7 ) 2 + 1f D W F o v e rl a p 0. 0 8 – 0. 1 4 1 3 5 – 4 0 0 3. 8 9 – 4. 8 2

E T M C’ 1 8 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 8 d ) 2f t wi s t e d m a s s t wi s t e d m a s s 0. 0 9 1 3 0 2. 9 8
M ai n z’ 1 9 ( Dj u k a n o vi c et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r 0. 0 5 – 0. 0 9 2 0 0 – 3 6 0 4. 1 4 – 5. 3 5

E T M C’ 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 a ) 2 + 1 + 1f t wi s t e d m a s s t wi s t e d m a s s 0. 0 8 0 1 3 9 3. 6 2

T A B L E XI I Li s t of r ef e r e n c e s a n d d e t ail s of t h e l a t ti c e- Q C D c al c ul a ti o n s of t h e n u cl e o n s t r a n g e f o r m f a c t o r s. H e r e, w e o mi t
t h e c al c ul a ti o n s u si n g q u e n c h e d a p p r o xi m a ti o n, p e r t u r b a ti v el y r e n o r m ali z e d r e s ul t s, a n d c o nf e r e n c e p r o c e e di n g s.

G P (q 2 ) ar e k n o w n a s n u cl e o n a xi al a n d i n d u c e d-
p s e u d o s c al ar f or m f a ct or s, a n d ū N a n d u N ar e t h e
a s s o ci at e d n u cl e o n s pi n or s. I n t h e li mit |q | → 0,
G A (q 2 = 0) s h o ul d r e c o v er t h e n u cl e o n a xi al c h ar g e
g A = − 1 .2 7 2 3( 2 3), w hi c h i s w ell d et er mi n e d fr o m
n e utr o n β - d e c a y e x p eri m e nt s (T a n a b a s hi et al. , 2 0 1 8 ).
C o ntr ari wi s e, t h e a xi al- c h ar g e r a di u s s q u ar e d r 2

A i s l e s s
k n o w n; o n c e G A (q 2 ) i s o bt ai n e d, o n e c a n o bt ai n t h e
r a di u s vi a

r 2
A ≡

6

G A ( 0)

d G A

d q 2
q 2 = 0

. ( 2 8)

Alt h o u g h t h e fir st l atti c e- Q C D c al c ul ati o n of t h e
i s o v e ct or n u cl e o n a xi al f or m f a ct or s c a n b e tr a c e d b a c k
t o t h e e arl y ’ 9 0 s, t h er e h a s b e e n si g ni fi c a nt pr o gr e s s a n d
i m pr o v e m e nt b y t h e gl o b al l atti c e c o m m u nit y. O n e of
t h e s y st e m ati c s, e x cit e d- st at e c o nt a mi n ati o n, w a s n ot
c o n si st e ntl y a d dr e s s e d 1 0 y e ar s a g o, w hi c h r e s ult e d i n
a l o w er n u cl e o n a xi al c o u pli n g g A a n d t h e w r o n g f or m
f a ct or s. R e m o vi n g t hi s s y st e m ati c h a s b e c o m e e s s e nti al
f or a n y l atti c e- Q C D n u cl e o n c al c ul ati o n.  A n ot h er
e x citi n g br e a kt hr o u g h i n t h e p a st d e c a d e i s t h e i n cr e a si n g
n u m b er of l atti c e n u cl e o n c al c ul ati o n s at t h e p h y si c al
pi o n m a s s, m o stl y d u e t o r e c e nt a d v a n c e s i n b ot h
al g orit h m s a n d a w orl d wi d e i n v e st m e nt i n p ur s ui n g t h e
fi r st e x a s c al e c o m p uti n g m a c hi n e.  M a n y c al c ul ati o n s
n o w c o m e s wit h hi g h st ati sti c s ( O ( 1 0 0 k ) m e a s ur e m e nt s)

a n d s o m e wit h m ulti pl e l atti c e s p a ci n g s a n d v ol u m e s t o
c o ntr ol l atti c e artif a ct s. S u c h pr o gr a m s w o ul d h a v e b e e n
i m p o s si bl e 5 y e ar s a g o. Fi g ur e 2 1 gi v e s a s u m m ar y of t h e
r e c e nt n u cl e o n a xi al f or m f a ct or s d o n e n e ar t h e p h y si c al
pi o n m a s s, a n d t h e st at u s of l atti c e- Q C D c al c ul ati o n s
a n d e x a m pl e s of t h e p h e n o m e n ol o gi c al d et er mi n ati o n s of
r 2

A ar e s h o w n o n t h e ri g ht- h a n d si d e of Fi g. 2 1 . T h e
p ar a m et er s f or e a c h e n s e m bl e e m pl o y e d ar e gi v e n i n
T a bl e XIII . T h e a n al y si s wit h t h e z e x p a n si o n ( M e y er
et al. , 2 0 1 6 ) eli mi n at e s t h e u n c ert ai nt y e sti m at e s of
d et er mi n ati o n s pr e di c at e d o n t h e di p ol e f or m.  T h e
m o d el-i n d e p e n d e nt r e s ult s (r e d; b et w e e n t h e h ori z o nt al
li n e s) ill u str at e t h e b e st e sti m at e of r 2

A wit h o ut s u c h
str o n g a s s u m pti o n s.

III. 3. 3. N u cl e o n i s o v e ct or g e n er ali z e d f or m f a ct or s

T h er e h a s b e e n l atti c e- Q C D e ff ort s i n m o m e nt s of
G P D s c al c ul ati o n s i n t h e p a st f e w d e c a d e s, a n d i n
r e c e nt y e ar s, t h er e h a s b e e n e m er gi n g dir e ct p h y si c al
pi o n m a s s c al c ul ati o n. A c o m m o n l atti c e a p pr o a c h i s t o
u s e t h e o p er at or pr o d u ct e x p a n si o n t o l o c al o p er at or s
wit h t h e n u cl e o n m atri x.  M o st c al c ul ati o n s f o c u si n g
o n t h e l e a di n g-t wi st o p e r at or s, c o m p uti n g i s o v e ct or
n u cl e o n m atri x el e m e nt s of t h e o n e- d eri v ati v e o p er at or s
t o o bt ai n e d t h e g e n er ali z e d f or m f a ct or s ( A 2 0 , B 2 0 , C 2 0 ,
˜A 2 0 , B̃ 2 0 ,C̃ 2 0 ) t h o u g h:



2 0 2 0 P D F L a t ti c e R e p o r t

M ai n z 1 7 2f
E T M C 1 7 2f
R Q C D 1 8 2f
L H P C 1 7 2 + 1f
P A C S 1 8 2 + 1f

P N D M E 1 7 2 + 1 + 1f 0. 0 6f m
P N D M E 1 7 2 + 1 + 1f 0. 0 9f m

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0
0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

1. 2

Q 2 (G e V 2 )

G
A

3 3

P N D M E 1 7

P A C S 1 8

R Q C D 1 8

M ai n z 1 7

E T M C 1 7

Ν d di p ol e 0 7

e N Π p r o d u cti o n 0 7

Ν d z e x p 1 7

M u C a p 1 7

0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0 1. 2 1. 4 1. 6 1. 8

L
at

ti
c
e

N
f

2
1

N
f

2
E
x

pt
s

0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0 1. 2 1. 4 1. 6 1. 8

r A
2

FI G. 2 1  L ef t: n u cl e o n i s o v e c t o r a xi al f o r m f a c t o r a s f u n c ti o n s of q 2 . Ri g ht: s u m m a r y of r 2
A f r o m c al c ul a ti o n s o n e n s e m bl e s

n e a r p h y si c al pi o n m a s s ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 b ; B ali et al. , 2 0 1 9 a ; C a pi t a ni et al. , 2 0 1 9 ; G u p t a et al. , 2 0 1 7 ; H a s a n et al. ,
2 0 1 8 ; S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ), t o g e t h e r wi t h n o n-l a t ti c e d e t e r mi n a ti o n s. T h e c ol o r c o d e f o r r 2

A i s a d a p t e d f r o m t h e Fl a v o r L a t ti c e
A v e r a gi n g G r o u p ( A o ki et al. , 2 0 1 7 ), a s s p e ci fi e d i n t h e A p p e n di x of R ef. ( B h a t t a c h a r y a et al. , 2 0 1 5 ). T h e l e g e n d s a n d r ef e r e n c e s
f o r r 2

A a r e a s f oll o w s: ν d ( di p ol e ) a n d e N → e N π ( B o d e k et al. , 2 0 0 8 ), ν d ( z e x p a n si o n ) ( M e y e r et al. , 2 0 1 6 ), “ M u C a p ” ( Hill
et al. , 2 0 1 8 ).

R ef. S e a q u a r k s V al e n c e q u a r k s R e n o r m ali z a ti o n N ∆ t a (f m ) M π ( M e V ) M π L
E T M C ’ 1 7 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 7 b ) 2f t wi s t e d m a s s t wi s t e d m a s s RI’- M O M 3 0. 0 9 4 1 3 0 M e V 3. 0

L H P C ’ 1 7 ( H a s a n et al. , 2 0 1 8 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r RI’- M O M 3 0. 0 9 3 1 3 5 M e V 4. 0
M ai n z ’ 1 7 ( C a pi t a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2f cl o v e r cl o v e r S c h r ö di n g e r f u n c ti o n al 4 – 6 0. 0 5 – 0. 0 8 1 9 3 – 7 3 4. 0 – 6. 0
P A C S ’ 1 8 ( S hi nt a ni et al. , 2 0 1 9 ) 2 + 1f cl o v e r cl o v e r S c h r ö di n g e r f u n c ti o n al 4 0. 0 8 5 1 4 6 8. 0
P N D M E ’ 1 7 ( G u p t a et al. , 2 0 1 7 ) 2 + 1 + 1f HI S Q cl o v e r RI’- M O M 3 – 4 0. 0 6 – 0. 1 2 1 3 0 – 3 2 0 3. 7 – 5. 5

R Q C D ’ 1 8 ( B ali et al. , 2 0 1 9 a ) 2f cl o v e r cl o v e r RI’- M O M 2 – 6 0. 0 6 – 0. 0 8 1 5 0 – 4 9 0 3. 4 – 6. 7

T A B L E XI I I T h e l a t ti c e p a r a m e t e r s u s e d i n t h e n e a r p h y si c al pi o n m a s s a xi al f o r m-f a c t o r c al c ul a ti o n s

N (p , s )| Oµ ν
V |N (p, s ) = ū N (p , s )

1

2
A 2 0 (q 2 ) γ { µ P ν } + B 2 0 (q 2 )

i σ { µ α q α P ν }

2 m N
+ C 2 0 (q 2 )

1

m N
q { µ q ν } u N (p, s ),

N (p , s )| Oµ ν
A |N (p, s ) = ū N (p , s )

i

2
˜A 2 0 (q 2 ) γ { µ P ν } γ 5 + B̃ 2 0 (q 2 )

q { µ P ν }

2 m N
γ 5 u N (p, s ), ( 2 9)

w h er e u N ar e n u cl e o n s pi n or s, q = p − p i s t h e m o m e nt u m
t r a n sf er, P = ( p + p )/ 2, m N i s t h e n u cl e o n m a s s, a n d
o p er at or s

O µ ν
V = ψ̄ γ { µ ←→

D ν } τ 3

2
ψ,

O µ ν
A = ψ̄ γ 5 γ { µ ←→

D ν } τ 3

2
ψ, a n d ( 3 0)

w h er e ψ ( ψ̄ ) a r e ( a nti-)li g ht q u ar k fl a v or, τ 3 a s
P a uli m atri x, a n d t h e c url y ( s q u ar e) br a c k et s d e n ot e
s y m m etri z ati o n ( a nti s y m m etri z ati o n)

←→
D µ =

1

2
(
−→
D µ −

←−
D µ ), Dµ =

1

2
(∇ µ + ∇ ∗

µ ) ( 3 1)

wit h ∇ µ (∇ ∗
µ ) d e n oti n g t h e f or w ar d ( b a c k w ar d)

d eri v ati v e s o n t h e l atti c e.  F or s p a c e li mit ati o n s, w e
d o n ot i n cl u d e t h e d e c o m p o siti o n of t h e t e n s or c urr e nt
(O µ ν ρ

T ), w hi c h l e a d s t o t h e G F F s A T 2 0 , B T 2 0 , C T 2 0 , a s
w e d o n ot pr e s e nt a n y r e s ult s h er e.

T h e s e n u cl e o n m atri x el e m e nt s c a n b e e x p a n d e d i n
t er m s of g e n er ali z e d f or m f a ct or s ( G F F s), w hi c h ar e
L or e nt z i n v ari a nt f u n cti o n s of t h e m o m e nt u m tr a n sf er
s q u ar e d.  At z er o m o m e nt u m tr a n sf er, t h e s e n u cl e o n
m atri x el e m e nt s yi el d t h e s e c o n d M elli n m o m e nt s of
t h e u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d tr a n s v er sit y P D F s. T h er e
ar e v er y li mit e d c al c ul ati o n s o n t h e g e n er ali z e d f or m
f a ct or s, a s c a n b e s e e n i n T a bl e XI V . I n t hi s s u m m ar y
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w e e x cl u d e c al c ul ati o n s u si n g q u e n c h e d a p pr o xi m ati o n,
p ert ur b ati v el y r e n or m ali z e d r e s ult s, a s w ell a s c o nf er e n c e
p r o c e e di n g s. I n Fi g. r e ffi g: L at G F F w e gi v e t h e r e s ult s
o bt ai n wit h si m ul ati o n s at t h e p h y si c al p oi nt b y E T M C
u si n g t hr e e e n s e m bl e s ( Al e x a n dr o u et al. , 2 0 2 0 c ), a n d
t h e n e ar p h y si c al p oi nt c al c ul ati o n or R Q C D ( B ali et al. ,
2 0 1 9 b ). We s h o w t h e u n p ol ari z e d G F F s ( A 2 0 , B2 0 ) a n d
t h e li n e arl y p ol ari z e d G F F s ( ˜A 2 0 , B̃ 2 0 ). T h e u n p ol ari z e d
G F F C 2 0 i s f o u n d c o n si st e nt wit h z er o a n d, t h u s, n ot
s h o w n h er e. It i s i nt er e sti n g t o o b s er v e t h at t h e t w o
d at a s et s f or A 2 0 i n t h e E T M C c al c ul ati o n e x hi bit
s o m e t e n si o n.  T hi s i s a n i n di c ati o n of s y st e m ati c
u n c ert ai nti e s. Gi v e n t h at t h e bl u e p oi nt s c orr e s p o n d t o
fi n er l atti c e s p a ci n g, a n d l ar g er v ol u m e a n d l ar g er m π L
v al u e, w e e x p e ct t h at t h e bl u e p oi nt s h a v e s u p pr e s s e d
s y st e m ati c u n c ert ai nti e s. B ot h e n s e m bl e s of E T M C l e a d
t o c o m p ati bl e r e s ult s f or t h e r e m ai ni n g G F F s.  T h e
c o m p ari s o n b et w e e n t h e N f = 2 E T M C d at a a n d N f = 2

R Q C D d at a r e v e al s a gr e e m e nt f or A 2 0 , B 2 0 a n d B̃ 2 0 .
H o w e v er, t h e R Q C D d at a h a v e a di ff er e nt sl o p e t h a n t h e
E T M C d at a, w hi c h i s attri b ut e d t o t h e di ff er e nt a n al y si s
m et h o d s, a n d s y st e m ati c u n c ert ai nti e s.

III. 4. x- d e p e n d e n t G P D s fr o m l a t ti c e Q C D

I nf or m ati o n o n G P D s fr o m l atti c e Q C D h a s b e e n
a v ail a bl e vi a t h eir f or m f a ct or s a n d g e n er ali z e d f or m
f a ct or s, u si n g O p er at or Pr o d u ct E x p a n si o n ( O P E). A s
i n t h e c a s e of P D F s, s u c h i nf or m ati o n i s li mit e d d u e
t o s u p pr e s si o n of t h e si g n al a s t h e or d er of t h e M elli n
m o m e nt s i n cr e a s e s, b ut al s o a s t h e m o m e nt u m tr a n sf er
b et w e e n t h e i niti al a n d fi n al st at e i n cr e a s e s.

Si g ni fi c a nt pr o gr e s s h a s b e e n m a d e t o w ar d s n e w
m et h o d s t o a c c e s s t h e x - a n d t- d e p e n d e n c e of G P D s (t =
− Q 2 ), w hi c h i s dri v e n b y t h e a d v a n c e s i n t h e c al c ul ati o n s
of P D F s pr e s e nt e d i n S e c. II. 2. H er e w e pr e s e nt t h e
m et h o d ol o g y f or o bt ai ni n g G P D s fr o m t h e l atti c e u si n g
t h e q u a si- a n d p s e u d o- di stri b uti o n s a p pr o a c h, a s w ell a s
fi r st r e s ult s f or t h e n u cl e o n a n d pi o n G P D s.

III. 4. 1. G P D s u si n g t h e q u a si- di stri b uti o n a p pr o a c h

I n t h e q u a si- di stri b uti o n a p pr o a c h, G P D s c a n b e
e xtr a ct e d i n t h e s a m e w a y a s e xtr a cti n g P D F s, e x c e pt
t h at o n e n e e d s t o t a k e i nt o a c c o u nt t h e o ff-f or w ar d
ki n e m ati c s.  F or t h e u n p ol ari z e d q u ar k G P D s i n t h e
n u cl e o n d e fi n e d b y E q. ( 2 1 ) f or t h e u n p ol ari z e d c a s e. O n
t h e l atti c e w e c a n c al c ul at e t h e s o- c all e d q u a si- G P D s

F̃ ( x, ξ̃, t, P̄ 3 ) =
P̄ 3

P̄ 0

d z

4 π
e i x z P̄ 3 P |Õ γ 0 (z )|P

=
ū ( P )

2 P̄ 0
H (x, ξ̃, t, P̄ 3 )γ 0 + E (x, ξ̃, t, P̄ 3 )

i σ 0 µ ∆ µ

2 M
u (P ) ,

( 3 2)

a s E q. ( 2 1 ) i s n ot a c c e s si bl e o n a E u cli d e a n l atti c e. T h e
s k e w n e s s i s r e pl a c e d b y t h e q u a si- s k e w n e s s

ξ̃ = −
P 3 − P 3

P 3 + P 3
= −

∆ 3

2 P̄ 3
= ξ + O

M 2

( P̄ 3 ) 2
,

t

( P̄ 3 ) 2
( 3 3)

di ff er s fr o m t h e li g ht- c o n e s k e w n e s s ξ b y p o w er
s u p pr e s s e d c orr e cti o n s. It c a n b e r e pl a c e d b y ξ̃ wit h t h e
di ff e r e n c e b ei n g attri b ut e d t o g e n eri c p o w e r c orr e cti o n s.
T h e n t h e q u a si- G P D s c a n b e f a ct ori z e d i nt o t h e G P D s
a s ( Ji et al. , 2 0 1 5 a ; Li u et al. , 2 0 1 9 )

F̃ ( y, ξ, t, P̄ 3 , µ)

=
1

− 1

d x

|ξ |
C

y

ξ
,
x

ξ
,

µ

ξ P̄ 3
F (x, ξ, t, µ ) + . . . , ( 3 4)

w h er e . . . d e n ot e s p o w er c orr e cti o n s of t h e f or m
O (M 2 / P̄ 2

3 , t /P̄ 2
3 , Λ 2

Q C D / (y 2 P̄ 2
3 )).

Pri or t o l atti c e c al c ul ati o n s, q u a si- G P D s
h a v e b e e n st u di e d i n m o d el s,  w hi c h pr o vi d e s a
q u alit ati v e q u alit ati v e u n d er st a n di n g of G P D s. I n
R ef. ( B h att a c h ar y a et al. , 2 0 1 9 b ) t h e q u a si- G P D s
ar e st u di e d i n t h e s c al ar di q u ar k s p e ct at or m o d el.
A m o n g ot h e r, s o m e r o b u st f e at ur e s of q u a si- G P D s
w er e r e v e al e d c o n c er ni n g t h e b e h a vi or at l ar g e x , t h e
b e h a vi or ar o u n d t h e cr o s s- o v er p oi nt s x = ± ξ , a s w ell
a s t h eir b e h a vi or i n t h e E R B L r e gi o n. I n t h e f oll o w- u p
w or k pr e s e nt e d i n R ef.( B h att a c h ar y a et al. , 2 0 1 9 a )
t h e A ut h or s fi n di n g s i n cl u d e t w o m o d el-i n d e p e n d e nt
r e s ult s t h at ar e i nt er e sti n g f or l atti c e c al c ul ati o n s. T hi s
r e g ar d s a di s c u s si o n of t h e m o m e nt s of q u a si- G P D s ( a n d
q u a si- P D F s), a n d t h e b e h a vi or of q u a si- G P D s u n d er
ξ → − ξ . W hil e f or li g ht- c o n e G P D s t h e ξ - s y m m etr y h a s
b e e n of a c a d e mi c i nt er e st, f or t h e q u a si- G P D s t hi s p oi nt
c o ul d p ot e nti all y b e of pr a cti c al r el e v a n c e t o d e cr e a s e
st ati sti c al u n c ert ai nti e s i n l atti c e c al c ul ati o n s.

I n l atti c e Q C D, t h er e ar e s e v er al c h all e n g e s i n
c al c ul ati n g q u a si- G P D s. I n c o ntr a st wit h t h e P D F s,
t h e e xtr a cti o n of G P D s i s m or e c h all e n gi n g b e c a u s e
t h e y r e q uir e m o m e nt u m tr a n sf er, Q 2 , b et w e e n t h e i niti al
( s o ur c e) a n d fi n al ( si n k) st at e s. A n ot h er c o m pli c ati o n i s
t h e f a ct t h at t h e G P D s ar e d e fi n e d i n t h e Br eit fr a m e, i n
w hi c h t h e m o m e nt u m tr a n sf er i s e q u all y di stri b ut e d t o
t h e i niti al a n d fi n al st at e s.

W or ki n g i n t h e Br eit fr a m e h a s n o c o n c e pt u al
di ffi c ult y, h o w e v er, it i n cr e a s e s t h e c o m p ut ati o n al c o st,
a s s e p ar at e c al c ul ati o n s ar e n e c e s s ar y f or e a c h v al u e of
t h e m o m e nt u m tr a n sf er. T h e b ar e m atri x el e m e nt

N (P 3 + Q / 2) |ψ̄ ( z ) ΓW ( 0, z)ψ ( 0) |N (P 3 − Q / 2) ( 3 5)

i s c al c ul at e d u si n g t h e t e c h ni q u e s d e v el o p e d f or P D F s,
a n d t h e u s e of m o m e nt u m s m e ari n g m et h o d ( B ali et al. ,
2 0 1 6 ),

A n ot h er f a ct or t h at i n cr e a s e s t h e c o m p ut ati o n al c o st i s
t h e n e e d of a n o pti mi z e d r ati o of 3 pt- a n d 2 pt-f u n cti o n s,
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R ef. S e a q u a r k s V al e n c e q u a r k s R e n o r m ali z a ti o n N ∆ t a (f m ) M π ( M e V ) M π L
E T M C ’ 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 c ) 2f & 2 + 1 + 1f T M t wi s t e d m a s s RI’- M O M 3 0. 0 8 0, 0. 0 9 4 1 3 0 – 1 3 9 M e V 3. 0 – 4. 0
E T M C ’ 1 3 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 3 ) 2 + 1 + 1f t wi s t e d m a s s t wi s t e d m a s s RI’- M O M 1 0. 0 6 – 0. 0 8 2 1 0, 3 7 0 3. 4 – 5. 0
E T M C ’ 1 1 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 1 ) 2f t wi s t e d m a s s t wi s t e d m a s s RI’- M O M 1 0. 0 5 6 – 0. 0 8 9 2 6 2 – 4 7 0 3. 3 – 5. 3

L H P C ’ 1 0 ( B r a t t et al. , 2 0 1 0 ) 2 + 1f A s t a d d o m ai n w all RI’- M O M 1 0. 1 2 4 2 9 3 – 5 9 6 3. 7 – 7. 5
L H P C ’ 0 7 ( H a gl e r et al. , 2 0 0 8 ) 2 + 1f s t a g g e r e d d o m ai n w all RI’- M O M 1 0. 1 2 4 3 5 0 – 7 6 0 4. 4 – 9. 6
R Q C D ’ 1 9 ( B ali et al. , 2 0 1 9 b ) 2f cl o v e r cl o v e r RI’- M O M 1 – 6 0. 0 6 0 – 0. 0 8 1 1 5 0 – 4 9 0 2. 8 – 6. 7

E T M C' 1 9 2 + 1 + 1f
E T M C' 1 9 2f
R Q C D' 1 8 2f

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0
0. 0 5

0. 1 0

0. 1 5

0. 2 0

0. 2 5

Q 2 (G e V 2 )

A
2
0

T A B L E XI V Li s t of r ef e r e n c e s a n d d e t ail s of t h e l a t ti c e- Q C D m o m e nt s of g e n e r ali z e d f o r m f a c t o r s c al c ul a ti o n s. H e r e w e o mi t
t h e c al c ul a ti o n s u si n g q u e n c h e d a p p r o xi m a ti o n, p e r t u r b a ti v el y r e n o r m ali z e d r e s ul t s, a n d c o nf e r e n c e p r o c e e di n g s.

E T M C' 1 9 2 + 1 + 1f
E T M C' 1 9 2f
R Q C D' 1 8 2f

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0
0

0. 1

0. 2

0. 3

Q 2 (G e V 2 )
B

2
0

E T M C' 1 9 2 + 1 + 1f
E T M C' 1 9 2f
R Q C D' 1 8 2f

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0
0. 0 5

0. 1 0

0. 1 5

0. 2 0

0. 2 5

Q 2 (G e V 2 )

A
2
0

E T M C' 1 9 2 + 1 + 1f
E T M C' 1 9 2f
R Q C D' 1 8 2f

0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0

0

0. 2

0. 4

0. 6

0. 8

1. 0

Q 2 (G e V 2 )

B 2
0

FI G. 2 2 U n p ol a ri z e d (l ef t ) a n d li n e a rl y p ol a ri z e d ( ri g ht ) n u cl e o n i s o v e c t o r G F F s f r o m n e a r p h y si c al pi o n m a s s a s f u n c ti o n s of
t r a n sf e r r e d m o m e nt u m Q 2 . T h e r ef e r e n c e s c o r r e s p o n di n g t o t h e a b o v e w o r k s a r e: 2 + 1 + 1f E T M C 1 9 (Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 c ),
2f E T M C 1 9 ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 2 0 c ) ( o nl y t h e l a r g e r- v ol u m e r e s ul t s i s q u o t e d h e r e ), 2f R Q C D 1 9 ( B ali et al. , 2 0 1 9 b ).

t h at i s:

R O ( Γ; p , p ; ts , ti n ) =
C 3 p t ( Γ; p , p ; ts , ti n )

C 2 p t ( Γ 0 ; p , ti n )
×

C 2 p t ( Γ 0 ; p, t s − ti n ) C 2 p t ( Γ 0 ; p , ti n ) C 2 p t ( Γ 0 ; p , ts )

C 2 p t ( Γ 0 ; p , ts − ti n ) C 2 p t ( Γ 0 ; p, t i n s ) C 2 p t ( Γ 0 ; p, t s )
.( 3 6)

A s c a n b e s e e n, o n e n e e d s t o c al c ul at e t h e 2 pt-f u n cti o n s
wit h m o m e nt u m b o o st e q u al t o t h e s o ur c e m o m e nt u m,
a s w ell a s, t h e si n k m o m e nt u m.  T h e m o m e nt u m
s m e ari n g m et h o d i s a p pli e d o n t h e 2 pt-f u n cti o n s, wit h
t h e e x p o n e nt of t h e a d diti o n al p h a s e, b ei n g i n p ar all el
t o t h e dir e cti o n of t h e m o m e nt u m b o o st. I n a d diti o n t o
t h e a b o v e, di ff er e nt pr oj e ct or s ar e n e e d e d (f or b ar y o n s)
t o di s e nt a n gl e t h e G P D s.

T h e af or e m e nti o n e d m atri x el e m e nt s d e c o m p o s e i nt o
t w o f or m f a ct or s, w hi c h aft er t h e F o uri er tr a n sf or m a n d
t h e m at c hi n g l e a d t o t h e li g ht- c o n e G P D s H, E f or
t h e u n p ol ari z e d c a s e, a n d H, E f or t h e h eli cit y c a s e.
T h er ef or e o n e c a n e xtr a ct t h eir x d e p e n d e n c e at e a c h
v al u e of P 3 a n d m o m e nt u m tr a n sf er.  F or G P D s, s o-
c all e d E R B L r e gi o n i s d e fi n e d f or ξ = 0, vi a |x | < ξ .
A s di s c u s s e d i n R ef. ( Li u et al. , 2 0 1 9 ), t h e m at c hi n g f or
ξ = 0 i s t h e s a m e a s t h e o n e f or P D F s, w hil e ξ = 0
r e q uir e s di ff er e nt m at c hi n g, w hi c h i s d eri v e d i n R ef. ( Li u
et al. , 2 0 1 9 ) u si n g a n RI-t y p e s c h e m e.

T o d at e t h er e h a s b e e n o n e c al c ul ati o n f or t h e n u cl e o n
G P D s b y E T M C, a n d o n e f or t h e pi o n G P D s ( C h e n
et al. , 2 0 1 9 b ). T h e f or m er u s e s o n e e n s e m bl e of N f =
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- 1 - 0. 5 0 0. 5 1
- 2

0

2

4

6

FI G. 2 3 H - G P D f o r P 3 = 1 .6 7  G e V, Q 2 = 0 .6 9  G e V 2 , a n d
ξ = 0, o b t ai n e d b y t h e  E T M  C oll a b o r a ti o n.

- 1 - 0. 5 0 0. 5 1
- 2

0

2

4

6

FI G. 2 4 H - G P D f o r P 3 = 1 .6 7  G e V, Q 2 = 0 .6 9  G e V 2 , a n d
ξ = 0, o b t ai n e d b y t h e  E T M  C oll a b o r a ti o n.

2  + 1  + 1 g a u g e c o n fi g u r ati o n s at a pi o n  m a s s of 2 6 0
M e V.  P art of t h e s e r e s ult s h a v e b e e n p r e s e nt e d i n
R ef. ( Al e x a n d r o u et al. , 2 0 1 9 c ).  T hi s  w or k p r e s e nt s
r e s ult s of t h e u n p ol ari z e d a n d h eli cit y  G P D s, f or b ot h
ξ = 0 a n d ξ = 0.  H er e  w e gi v e r e s ult s f or t h e  G P D s
at ξ = 0.  N ot e t h at E - G P D c a n n ot b e a c c e s s e d i n
t hi s c a s e, a s it s ki n e m ati c f a ct or b e c o m e s z er o.  Fi g. 2 3
c o m p ar e s t h e H - G P D at Q 2 = 0 .6 9  G e V 2 wit h t h e
u n p ol ari z e d  P D F, i n or d er t o s e e t h e e ff e ct of n o n z er o
Q 2 .  T h e  m o m e nt u m b o o st i s 1. 6 7  G e V2 f o r b ot h c a s e s.
O n e c a n s e e t h at t h e H - G P D i s s u p p r e s s e d a s c o m p ar e d
t o t h e  P D F, e s p e ci all y i n all r e gi o n s of x .  A si mil ar
c o m p ari s o n c a n b e s e e n i n  Fi g. 2 4 f or t h e H - G P D a n d t h e
h eli cit y  P D F, f or P 3 = 1 .6 7  G e V. Si mil ar t o t h e c a s e of
t h e H - G P D, t h e i nt r o d u cti o n of t h e  m o m e nt u m t r a n sf er
s u p p r e s s e s t h e  G P D, a s e x p e ct e d f r o m t h e b e h a vi or of
t h e f or m f a ct or s a n d g e n er ali z e d f or m f a ct or s.  F or t h e
i nt er m e di at e- t o l ar g e-x r e gi o n  w e fi n d t h at t h e H - G P D
i s c o m p ati bl e  wit h t h e h eli cit y  P D F.

I n (C h e n et al. , 2 0 1 9 b ), t h e pi o n v al e n c e q u ar k  G P D

0. 0 0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0 1. 2 1. 4

0

1

2

3

4

x

H
vπ

t= 0

t= - 2

t= - 5

P D F

FI G. 2 5  T h e z e r o- s k e w n e s s pi o n v al e n c e q u a r k  G P D

H π +

v ( x, ξ = 0 , t,  µ = 4 G e V ) f o r t = { 0 , − 2 , − 5 } ( 2 π / L ) 2 af t e r
o n e-l o o p  m a t c hi n g a n d t h e  m e s o n- m a s s c o r r e c ti o n. “ P D F ”
d e n o t e s t h e pi o n  P D F r e s ul t i n  R ef. ( Z h a n g et al. , 2 0 1 9 a ).

at z e r o s k e w n e s s  w a s c al c ul at e d u si n g cl o v er v al e n c e
f er mi o n s o n a n e n s e m bl e of g a u g e c o n fi g u r ati o n s  wit h
2  + 1  + 1 fl a v or s ( d e g e n er at e u p / d o w n, st r a n g e a n d
c h ar m) of hi g hl y i m p r o v e d st a g g er e d q u ar k s ( HI S Q)  wit h
l atti c e s p a ci n g a ≈ 0 .1 2 f m, b o x si z e L ≈ 3 f m a n d
pi o n  m a s s m π ≈ 3 1 0  M e V.  T h e r e s ult i s s h o w n i n
Fi g. 2 5 . It t u r n s o ut t h at,  wit h c ur r e nt u n c ert ai nti e s, t h e
r e s ult d o e s n ot s h o w a cl e ar p r ef er e n c e a m o n g di ff er e nt
m o d el a s s u m pti o n s a b o ut t h e ki n e m ati c d e p e n d e n c e of
t h e  G P D.  T o di s e nt a n gl e di ff er e nt  m o d el s, f u rt h er st u di e s
u si n g hi g h er- st ati sti c s d at a  will b e cr u ci al.

III. 4. 2.  G P D s u si n g p s e u d o- di stri b uti o n a p pr o a c h

T h e g e n e r ali z ati o n of t h e p s e u d o- di st ri b uti o n s
a p p r o a c h t o i n cl u d e  G P D s  w a s d e v el o p e d
r e c e ntl y ( R a d y u s h ki n , 2 0 1 9 a ).  F or l atti c e a p pli c ati o n s,
a n d t h e di s c u s si o n p r e s e nt e d h er e  w e c h o o s e z = z 3

wit h o ut l o s s of g e n er alit y.  D e c o m p o si n g t h e h a d r o n
m o m e nt a p 1 a n d p 2 i nt o p 1 = { E 1 , ∆ 1 ,⊥ , P1 } a n d
p 2 = { E 2 , ∆ 2 ,⊥ , P2 } , o n e d e al s  wit h t w o I o ff e-ti m e
i n v ari a nt s ν 1 = P 1 z 3 a n d ν 2 = P 2 z 3 .

T h e c h oi c e of o p er at or γ 0 (i n st e a d of t h e alt er n ati v e
γ 3 ) eli mi n at e s t h e z 0 a n d  ∆ 0

⊥ p a rt s f r o m t h e
p ar a m et ri z ati o n

p 2 |ψ̄ ( − z 3 / 2) γ 0 . . . ψ(z 3 / 2) |p 1 = 2 P 0 M ( ν 1 , ν2 , t; z 2
3 )
( 3 7)

d e fi ni n g t h e d o u bl e I o ff e-ti m e p s e u d o di st ri b uti o n
M (ν 1 , ν2 , t; z 2

3 ).  Aft e r d e n oti n g ν = ( ν 1 + ν 2 ) / 2,
t h e l att er c o n v ert s i nt o t h e g e n e r ali z e d I o ff e-ti m e
p s e u d o di st ri b uti o n ( p s e u d o- GI T D) M (ν, ξ, t ; z 2

3 ).  T o
r e m o v e li n k-r el at e d  U V di v er g e n c e s, o n e  m a y i nt r o d u c e
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t h e r e d u c e d p s e u d o- GI T D ( R a d y u s h ki n , 2 0 1 9 a )

M (ν, ξ, t ; z 2
3 ) ≡

M (ν, ξ, t ; z 2
3 )

M ( 0, 0 , 0; z 2
3 )

. ( 3 8)

F or s m all z 2
3 , it m a y b e e x pr e s s e d ( s e e R ef. (R a d y u s h ki n ,

2 0 1 9 a )) i n t er m s of t h e li g ht- c o n e I T D

I (ν, ξ, t ; µ 2 ) ≡
1

− 1

d x e i x ν H x, ξ, t ; µ 2 ( 3 9)

b y a p ert ur b ati v e m at c hi n g r el ati o n t h at h a s t h e u s u al
p Q C D f a ct ori z ati o n f or m

M (ν, ξ, t ; z 2
3 ) =

1

− 1

d w C (w, ξ, z 2
3 µ 2 ) I (w ν, ξ, t ; µ 2 )

+ O (z 2
3 ) . ( 4 0)

III. 4. 3. E xtr a cti o n of G P D s fr o m d at a u si n g p s e u d o- di stri b uti o n
a p pr o a c h

T o e xtr a ct G P D s, it i s pr o p o s e d t o m o d el I (w ν, ξ, t ; µ 2 )
f r o m s o m e p ar a m etri z ati o n f or H (x, ξ, t ; µ 2 )
(R a d y u s h ki n , 2 0 1 9 a ), a n d fit it s p ar a m et er s u si n g
l atti c e d at a o n M (ν, ξ, t ; z 2

3 ). T h e p ol y n o mi alit y pr o p ert y
(Ji , 1 9 9 7 ; M üll e r et al. , 1 9 9 4 ; R a d y u s h ki n , 1 9 9 7 ) of
G P D s m a y b e e ffi ci e ntl y t a k e n i nt o a c c o u nt b y u si n g t h e
d o u bl e di st ri b uti o n A n s at z (R a d y u s h ki n , 1 9 9 9 ) i n t h e
G P D m o d eli n g.

A n e q ui v al e nt str at e g y i s t o c o n v ert ( 4 0 ) i nt o a k er n el
r el ati o n ( Ci c h y et al. , 2 0 1 9 ; R a d y u s h ki n , 2 0 1 9 a ,c )

M (ν, ξ, t ; z 2
3 ) =

1

− 1

d x R (x ν, ξ, z 2
3 µ 2 ) H (x, ξ, t ; µ 2 )

+ O (z 2
3 ) ( 4 1)

o bt ai n e d b y  writi n g I (w ν, ξ, t, µ 2 ) i n t er m s of
H (x, ξ, t ; µ 2 ) u si n g E q. ( 3 9 ). N ot e t h at E q. ( 4 1 ) dir e ctl y
r el at e s t h e li g ht- c o n e G P D H (x, ξ, t ; µ 2 ) wit h t h e l atti c e
d at a o n M (ν, ξ, t ; z 2

3 ) t hr o u g h a p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e
k er n el R (x ν, ξ, z 2

3 µ 2 ).  H e n c e, n o i nt e r m e di ari e s (li k e
q u a si- P D F s) ar e n e e d e d i n t hi s a p pr o a c h.

T o ai d a q u a ntit ati v e a n al y si s o n e c a n dr a w
i nf or m ati o n fr o m m o d el s. B uil di n g a r el ati v el y si m pl e
m o d el t o e v al u at e G P D s c a n h el p u n d er st a n di n g s o m e
of t h e e s s e nti al f e at ur e s of t h e p s e u d o- p df s a p pr o a c h.
F or e x a m pl e, t h e r e g g ei z e d di q u ar k m o d el ( G o n z al e z-
H er n a n d e z et al. , 2 0 1 3 ) c a n b e u s e d t o h a v e a b ett er
u n d er st a n di n g of t h e “ o ff-t h e-li g ht- c o n e ” b e h a vi or of t h e
P D F s / G P D s, a n d t o p ut m or e stri n g e nt c o n str ai nt s o n
t h e o n s et of p ert ur b ati v e b e h a vi or i n c o or di n at e s p a c e. I n
m o d el s o n e h a s t h e fl e xi bilit y t o p erf or m c al c ul ati o n s t h at
mi mi c t h e e q u al ti m e c o n str ai nt o n t h e l atti c e. I n st e a d
of o bt ai ni n g t h e u s u al li g ht c o n e P D F, f (x ), u si n g t hi s
p r o c e d ur e, o n e o bt ai n s t h e o ff-t h e-li g ht- c o n e P D F s w hi c h
a r e a f u n cti o n of k 3 a n d P 3 . U p o n p erf or mi n g t h e F o uri er
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FI G. 2 6 T h e p r o t o n u n p ol a ri z e d u q u a r k p s e u d o di s t ri b u ti o n
n o r m ali z e d t o o n e i s s h o w n f o r di ff e r e nt v al u e s of q u a r k fi el d
s e p a r a ti o n z i n G e V − 1 . P 3 i s t a g g e d f r o m 0 t o 3 2 G e V
a c c o r di n g t o c ol o r. We s e e t h a t a t s m all I o ff e ti m e ν , f o r
l o w e r v al u e s of P 3 , t h e p s e u d o p df d e vi a t e s s u b s t a nti all y f r o m
t h e e x p e c t e d I o ff e ti m e b e h a vi o r of t h e li g ht c o n e p a r t o n
di s t ri b u ti o n. T h e m o m e nt u m s p a c e G P D u s e d t o e v al u a t e t h e
c u r v e s i n t hi s fi g u r e w a s o b t ai n e d u si n g t h e r e g g ei z e d di q u a r k
m o d el f r o m R ef. ( G o n z al e z- H e r n a n d e z et al. , 2 0 1 3 ).

tr a n sf or m i n k 3 o n e o bt ai n s t h e I o ff e ti m e di stri b uti o n s
w hi c h ar e n o w a f u n cti o n of z a n d P 3 or, e q ui v al e ntl y,
t h e t w o L or e nt z s c al ar s P · z a n d z 2 . O n e e x p e ct s t h at
a s z 2 t e n d s t o z er o a n d P 3 i n cr e a s e s t h e p s e u d o I o ff e
ti m e di stri b uti o n a p pr o a c h e s t h e li g ht c o n e I o ff e ti m e
di stri b uti o n. T hi s i s ill u str at e d i n Fi g ur e 2 6 .

M o vi n g o ff f or w ar d, a si mil ar e x e r ci s e c a n b e r e p e at e d
f or t h e G P D s.  T h e pr e s e n c e of a n a d diti o n al v e ct or
∆ i ntr o d u c e s, i n c o or di n at e s p a c e, t h e d e p e n d e n c e o n
a n ot h er L or e nt z s c al ar ∆ · z . F or z er o s k e w n e s s, t hi s
q u a ntit y i s z er o f or G P D s o n t h e li g ht c o n e. F or p s e u d o
G P D s, h o w e v er, t hi s i s n o l o n g er tr u e. H e n c e, i n a d diti o n
t o z 2 , i n t h e c a s e of P D F s, w hi c h c a pt ur e s t h e “ o ff t h e
li g ht- c o n e n e s s ” of p s e u d o P D F s, i n t h e c a s e of G P D s,
o n e al s o s e e s t h e d e p e n d e n c e o n ∆ · z f or p s e u d o G P D s
at z er o s k e w n e s s. M o d el c al c ul ati o n s of p s e u d o G P D s at
z er o s k e w n e s s r e v e al t h at t h e d e p e n d e n c e o n ∆ ·z i s m or e
pr o n o u n c e d at l ar g e r t.

III. 4. 4. E v al u ati o n of G P D s fr o m t h eir M elli n M o m e nt s a n d
I o ff e Ti m e B e h a vi or

C o m pl e m e nt ar y t o t h e e ff ort of c al c ul ati n g n o n-l o c al
o p er at or s o n t h e l atti c e i s t h e e v al u ati o n of M elli n
m o m e nt s of P D F s.  W hil e h a vi n g t h eir o w n s et of
c o m pli c ati o n s i n t h e e v al u ati o n of hi g h er m o m e nt s, t h e y
pr o vi d e v al u a bl e i n p ut f or a c o m pl et el y i n d e p e n d e nt w a y
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FI G. 2 7 T h e G P D H f o r t h e u q u a r k a t t = − 0 .1 G e V 2

r e c o n s t r u c t e d u si n g t h e G e n e r ali z e d F o r m F a c t o r s c al c ul a t e d
o n t h e l a t ti c e.

of o bt ai ni n g t h e P D F s. I n t h e t ar g et r e st fr a m e, I o ff e
ti m e ν ≡ P ·z q u a nti fi e s t h e di st a n c e al o n g t h e li g ht- c o n e
t h at t h e q u ar k fi el d s d e s cri bi n g t h e P D F ar e s e p ar at e d b y.
I n t hi s s e n s e, it i s a n at ur al c a n di d at e f or s e p ar ati n g t h e
s h ort di st a n c e fr o m t h e l o n g di st a n c e p h y si c s. U si n g t h e
M elli n m o m e nt s, o n e c a n m a p o ut t h e I o ff e ti m e b e h a vi or
of t h e P D F f or s m all er v al u e s of I o ff e ti m e. H a vi n g m or e
m o m e nt s all o w s o n e t o d e s cri b e t h e I o ff e ti m e b e h a vi or
of t h e P D F f or hi g h er a n d hi g h er v al u e s of ν . T h e l ar g e
I o ff e ti m e b e h a vi or, o n t h e ot h er h a n d, i s d e s cri b e d b y
a t er m of t h e f or m ν − α w hi c h e s s e nti all y c a pt ur e s t h e
s m all x p h y si c s.

I n t h e c a s e of G P D s, p ol y n o mi alit y g o v er n s t h e
b e h a vi or of t h e M elli n m o m e nt s f or n o n- z er o s k e w n e s s.
T h e c al c ul ati o n of G e n er ali z e d F or m F a ct or s o n t h e
l atti c e all o w s o n e t o r e c o n str u ct t h e G P D i n I o ff e ti m e
s p a c e f or a gi v e n s k e w n e s s si mil ar t o t h e c a s e of P D F s
a s d e s cri b e d a b o v e. B y v ar yi n g ξ , o n e o bt ai n s t h e x
a n d ξ d e p e n d e n c e of t h e G P D f or a gi v e n t. I n Fi g. 2 7
w e s h o w t h e G P D H f or t h e u q u ar k e v al u at e d b y
F o uri er tr a n sf or m ati o n fr o m c o or di n at e s p a c e. T h e I o ff e
ti m e d e p e n d e n c e of t h e G P D w a s e v al u at e d u si n g t h e
fi r st t hr e e M elli n m o m e nt s c al c ul ati o n s fr o m t h e l atti c e
( s e e S e cti o n III. 3), a n d a s s u mi n g R e g g e b e h a vi or f or t h e
a s y m pt oti c z − d e p e n d e n c e.

III. 5. M a c hi n e L e ar ni n g f or G P D s

D e e pl y virt u al e x cl u si v e pr o c e s s e s ar e m e a s ur e d i n
c oi n ci d e n c e e x p eri m e nt s w h er e all t h e p arti cl e s i n t h e
fi n al st at e ar e eit h er dir e ctl y or i n dir e ctl y d et e ct e d.
T h er ef or e, e xtr a cti n g G P D s fr o m d at a i n v ol v e s a m u c h
l ar g er n u m b er of v ari a bl e s t h a n i n i n cl u si v e d e e p i n el a sti c
s c att eri n g.  F urt h er m or e, e a c h e x p eri m e nt c a n o nl y
a d d a s m all pi e c e t o t h e pi ct ur e c h ar a ct eri z e d b y a
s p e ci fi c p ol ari z ati o n c o n fi g ur ati o n.  T hi s m a k e s o ur
p r o bl e m virt u all y i m p o s si bl e t o s ol v e wit h tr a diti o n al
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FI G. 2 8 T h e c o m p u t a ti o n of a n o b s e r v a bl e i n t e r m s of
G P D s i s g e n e ri c all y l a y e r e d i n t h r e e b a si c s t e p s: d e s c ri p ti o n
of t h e h a d r o n s t r u c t u r e wi t h n o n p e r t u r b a ti v e q u a nti ti e s,
c o m p u t a ti o n of c o e ffi ci e nt f u n c ti o n s, a n d e v al u a ti o n of c r o s s
s e c ti o n s.

m et h o d s: f or hi g h pr e ci si o n f e mt o gr a p h y w hi c h i s
r e q uir e d t o o bt ai n pr ot o n i m a g e s, w e n e e d t o d e v el o p
m or e s o p hi sti c at e d a n al y s e s.  W or ki n g t o w ar d s t hi s
g o al, r e c e nt e ff ort s h a v e f o c u s e d o n d e v el o pi n g M a c hi n e
L e ar ni n g ( M L) t o ol s f or t h e e xtr a cti o n of G P D s fr o m
d at a.

T hr e e di ff er e nt gr o u p s h a v e b e e n att a c ki n g t h e
pr o bl e m.

III. 5. 1. T h e P A R T O N S fr a m e w or k

P A R T O N S ( P A Rt o ni c  T o m o gr a p h y of  N u cl e o n
S oft w ar e) i s a pl atf or m t h at h a n dl e s  m ulti pl e
e x p eri m e nt al c h a n n el s w h er e m o st of t h e t a s k s ar e
a ut o m at e d, all o wi n g t h e u s er s t o s et p h y si c s a s s u m pti o n s
at v ari o u s p oi nt of t h e c o m p ut ati o n ( B ert h o u et al. ,
2 0 1 8 ).  T hi s i s a c hi e v e d b y s plitti n g e x p eri m e nt al
c h a n n el s i nt o t hr e e pi e c e s ( s e e fi g. 2 8 ), a c c or di n gl y t o t h e
fr a m e w or k of c olli n e ar f a ct ori z ati o n. T h e l ar g e di st a n c e
p art c o nt ai n s t h e p h y si c s r el at e d t o G P D s t h e m s el v e s.
V ari o u s m o d el s ( G ol o s k o k o v a n d Kr oll , 2 0 0 8 ; M e zr a g
et al. , 2 0 1 3 ) ar e pr o vi d e d, t o g et h er wit h l e a di n g- or d er
e v ol uti o n r o uti n e s ( Vi n ni k o v , 2 0 0 6 ). T h e s e c o n d st e p
c o n si st s i n t h e c o m p ut ati o n s of a m plit u d e s fr o m G P D s.
N e xt-t o-l e a di n g or d er c o m p ut ati o n s of C o m pt o n F or m
F a ct or s ( C F F s) ar e al s o a v ail a bl e. Fi n all y, C F F s ar e
c o n n e ct e d t o o b s er v a bl e s.  P A R T O N S h a s b e e n u s e d
i n r e c e nt e xtr a cti o n s of C F F fr o m e x p eri m e nt al d at a,
u si n g b ot h f u n cti o n al p ar a m etri z ati o n s ( M o ut ar d e et al. ,
2 0 1 8 ) a n d Arti fi ci al N e ur al N et w or k s ( A N N s) ( M o ut ar d e
et al. , 2 0 1 9 ). T hi s a n al y si s f o c u s e s o n t h e s u p pr e s si o n
of a n y m o d el d e p e n d e n c e, a n d o n a c ar ef ul e sti m ati o n
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of u n c e rt ai nti e s. T hi s w a s a c hi e v e d b y u si n g s e p ar at e
n e ur al n et w or k s f or t h e r e al a n d i m a gi n ar y p art s of
e a c h C F F, a n d b y a v oi di n g a n y pr e-f a ct or s dri vi n g t h e
f u n cti o n al f or m s of C F F s.  T h e r e pli c a m et h o d w a s
u s e d f or t h e pr o p a g ati o n of u n c ert ai nti e s, w hil e t h e
e arl y- st o p pi n g r e g ul ari s ati o n m et h o d w a s utili s e d t o
p r o vi d e t h e a nti ci p at e d gr o wt h of u n c e rt ai nti e s i n t h e
u n c o n str ai n e d ki n e m ati c d o m ai n s. T h e n et w or k s w er e
t r ai n e d t o n e arl y all a v ail a bl e D V C S d at a wit h t h e
g e n eti c al g orit h m.

W or k wit hi n t h e P A R T O N S fr a m e w or k h a s b e e n
al s o r e c e ntl y e xt e n d e d t o e sti m at e ti m e-li k e C o m pt o n
s c att eri n g ( T C S) o b s er v a bl e s t a ki n g a d v a nt a g e of t h e
c o m pl e m e nt arit y b et w e e n h e L e a di n g Or d er ( L O) a n d
N e xt t o L e a di n g Or d er ( N L O) d e s cri pti o n s ( Gr o c h ol s ki
et al. , 2 0 2 0 ); f or a m o d el fr e e e xtr a cti o n of t h e s u btr a cti o n
c o n st a nt e nt eri n g t h e di s p er si o n r el ati o n s a p pr o a c h t o
G P D s ( Di e hl a n d I v a n o v , 2 0 0 7 ) a n d it s i m p a ct o n t h e
e n er g y m o m e nt u m t e n s or m atri x el e m e nt s ( P ol y a k o v ,
2 0 0 3 ). It i s al s o c urr e ntl y u s e d t o m o d el li g ht n u cl ei
G P D s, a n d t o d e v el o p a D V C S e v e nt g e n er at or f or
t h e f ut ur e EI C. T hi s s oft w ar e i s fr e e a n d o p e n- s o ur c e,
r el e a s e d o n G P L v 3. T h e c o d e a n d it s d o c u m e nt ati o n
c a n b e f o u n d o n t h e P A R T O N S w e b sit e 3 .

III. 5. 2. St e p wi s e R e gr e s si o n M et h o d

I n a s eri e s of p a p er s (K u m eri c ki et al. , 2 0 1 1 ; K u m eri č ki ,
2 0 1 9 a ; K u m e ri č ki a n d M üll e r , 2 0 1 6 ; K u m eri č ki et al. ,
2 0 1 4 ), t h e a ut h or s pr o p o s e t o u s e t h e st e p wi s e r e gr e s si o n
m et h o d i n c o nj u n cti o n wit h a n A N N a n al y si s t o a d dr e s s
t h e q u e sti o n of w hi c h of t h e f o ur l e a di n g or d er c hir al-
e v e n C F F s, H , E , H , E c a n b e r eli a bl y e xtr a ct e d fr o m
e x cl u si v e p h ot o n el e ctr o pr o d u cti o n d at a. I n st e p wi s e
r e gr e s si o n, t h e n u m b er of r e al a n d i m a gi n ar y c o m p o n e nt s
of t h e C F F s i s gr a d u all y i n cr e a s e d a n d all c o m bi n ati o n s
a r e tri e d, u ntil t h er e i s n o st ati sti c all y si g ni fi c a nt
i m pr o v e m e nt i n t h e d e s cri pti o n of t h e d at a. It w a s f o u n d
(K u m eri č ki , 2 0 1 9 a ) t h at t h e D V C S d at a a v ail a bl e s o f ar

a r e o nl y s e n siti v e t o m H , e E a n d m H . T hi s m et h o d
w a s u s e d r e c e ntl y t o e xtr a ct t h e e n er g y m o m e nt u m t e n s or
p r e s s ur e f or m f a ct or fr o m D V C S d at a.  A di ff er e nt
c o n cl u si o n fr o m t h e o n e r e p ort e d i n ( B ur k ert et al. ,
2 0 1 8 ) w a s f o u n d u si n g t h e s a m e s et of e x p eri m e nt al d at a
(K u m eri č ki , 2 0 1 9 b ).

III. 5. 3. F e mt o gr a p h y e ff ort at J e ff er s o n L a b

A n o n g oi n g e ff ort at J e ff er s o n L a b f oll o w s t h e
f o ot p at h of a s u c c e s sf ul pil ot pr oj e ct l a u n c h e d i n t h e
S u m m er 2 0 1 9 w h er e t h e p h y si c s c o m m u nit y w a s a s k e d

3 ht t p: / / p a r t o n s. c e a.f r

t o a d dr e s s f e mt o gr a p h y wit hi n c oll a b or ati v e pr oj e ct s.
T h e s e pr oj e ct s ar e n o w a r e alit y: c o m p ut er s ci e nti st s,
d at a s ci e nti st s, m at h e m ati ci a n s, vi s u ali z ati o n e x p ert s
ar e c oll a b or ati n g t o b uil d a pl atf or m a d dr e s si n g t h e
c o m p ut ati o n al a n d t h e or eti c al c h all e n g e s i n m a p pi n g o ut
t h e pr ot o n’ s 3 D str u ct ur e. T h e e xi st e nt pl atf or m will
all o w u s t o r e fi n e o ur f o c u s a n d t o t a k e f urt h er st e p s i nt o
pr o vi di n g b ot h m a c hi n e l e ar ni n g b a s e d a n d virt u al r e alit y
s h ar e a bl e t o ol s f or t h e p h y si c s c o m m u nit y.

III. 6. T o w ar d s gl o b al fi t s f or G P D s

T h e cl e a n e st pr o b e of G P D s i s D V C S, w hi c h i s
m e a s ur e d i n e x cl u si v e pr o d u cti o n of a h ar d p h ot o n i n
l e pt o n- h a dr o n s c att eri n g, e p → e p γ . T h e virt u al p h ot o n
f o ur- m o m e nt u m s q u ar e d, Q 2 = − (k e − k e ) 2 , wit h k e

(k e ) b ei n g t h e i niti al ( fi n al) el e ctr o n f o ur- m o m e nt u m,
pr o vi d e s a h ar d s c al e i n t h e o n e p h ot o n e x c h a n g e
a p pr o xi m ati o n. T h e pr e s e n c e of a h ar d s c al e all o w s u s
t o si n gl e o ut t h e p ert ur b ati v e, s h ort di st a n c e r e a cti o n
fr o m t h e n o n- p ert ur b ati v e, l o n g di st a n c e m atri x el e m e nt s
a c c or di n g t o t h e f a ct ori z ati o n pr o p ert y of Q C D ( pr o of s of
f a ct ori z ati o n f or d e e pl y virt u al e x cl u si v e pr o c e s s e s c a n b e
f o u n d i n (C olli n s et al. , 1 9 9 7 ; Ji a n d O s b or n e , 1 9 9 8 a ,b )).
Si n c e t h e D V C S o b s e r v a bl e i s n ot s e n siti v e t o fl a v or of t h e
p art o n p arti ci p ati n g i n t h e h ar d c olli si o n, pr o b e d pr ot o n
G P D i s writt e n i n t er m s of a s u m of all q u ar k fl a v or
G P D s a s,

H =
q

e 2
q H q ( 4 2)

e q b ei n g t h e q u ar k c h ar g e.  Gl u o n G P D s c a n al s o
c o ntri b ut e t o D V C S cr o s s s e cti o n at hi g h or d er s. T h e
n e utr o n G P D c a n b e o bt ai n e d u si n g i s o s pi n s y m m etr y.

T h e e x cl u si v e h ar d p h ot o n c a n al s o b e pr o d u c e d vi a
t h e B et h e- H eitl er ( B H) s c att eri n g, w h er e t h e p h ot o n i s
e mitt e d fr o m t h e el e ctr o n. T h e B H pr o c e s s pr o vi d e s a
m e a n s t o w ar d s a cl e a n er e xtr a cti o n of t h e Q C D m atri x
el e m e nt s si n c e t h e s e a p p e ar a s li n e ar c o m bi n ati o n s i n
t h e i nt erf er e n c e c o ntri b uti o n t o t h e cr o s s s e cti o n b et w e e n
t h e B H a n d D V C S s c att eri n g a m plit u d e s, at v ari a n c e
wit h t h eir bili n e ar c o u nt er p art s i n t h e p ur e D V C S
c o ntri b uti o n.

E x p eri m e nt al i nf or m ati o n o n G P D s i s al s o o bt ai n e d
fr o m r el at e d c h a n n el s, n a m el y e x cl u si v e p h ot o n pr ot o n
s c att eri n g, or ti m eli k e C o m pt o n s c att eri n g, e x cl u si v e
Dr ell- Y a n pr o c e s s e s, a n d e x cl u si v e m e s o n pr o d u cti o n.
G P D s e nt er t h e cr o s s s e cti o n e n c o d e d i n C o m pt o n
F or m F a ct or s ( C F F s) w hi c h, u si n g Q C D f a ct ori z ati o n,
ar e d e fi n e d a s c o n v ol uti o n s o v er t h e p art o n li g ht c o n e
m o m e nt u m fr a cti o n x , of G P D s a n d Q C D Wil s o n
c o e ffi ci e nt f u n cti o n s ( B elit s k y a n d R a d y u s h ki n , 2 0 0 5 ;
Di e hl , 2 0 0 3 ; G o e k e et al. , 2 0 0 1 ; K u m eri c ki et al. , 2 0 1 6 ).
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At l e a di n g or d er o n e h a s, i n t h e c hir al- e v e n s e ct or,

F q (ξ, t ) = C C + F q ≡
1

− 1

d x C + (x, ξ )F q (x, ξ, t ),

( 4 3)

F (ξ, t ) = C C − F q ≡
1

− 1

d x C − (x, ξ ) F q (x, ξ, t )

. ( 4 4)

w h er e F q = ( H q , E q ), a n d F q = ( H q E q ), r e s p e cti v el y,
wit h l e a di n g or d e r c o e ffi ci e nt s f u n cti o n s gi v e n b y,

C ± (x, ξ ) =
1

x − ξ − i
∓

1

x + ξ − i
. ( 4 5)

G P D s o b s er v e cr o s si n g s y m m etr y r el ati o n s  wit h
r e s p e ct t o x → − x , w hi c h all o w u s t o i ntr o d u c e
v al e n c e ( s y m m etri c) a n d q u ar k si n gl et ( a nti- s y m m etri c)
di stri b uti o n s.

Tr a diti o n al Q C D gl o b al fit s t o e xtr a ct G P D s fr o m d at a
a r e p arti c ul arl y c h all e n gi n g b e c a u s e of t h e c o m pl e xit y of
t h e hi g h er or d er Wil s o n c o e ffi ci e nt f u n cti o n s (r e pl a ci n g
C ± i n E q s. (4 3 ) a n d ( 4 4 )), a n d of t h e f a ct t h at t h e r el ati v e
m o m e nt u m fr a cti o n, x , of G P D s i s n ot dir e ctl y a c c e s si bl e
f r o m e x p eri m e nt b ut o nl y i n dir e ctl y r el e v a nt t hr o u g h t h e
ξ - d e p e n d e n c e of C F F s. I n p arti c ul ar, it i s v er y di ffi c ult
t o e xtr a ct G P D s wit h a n a c c ur at e fl a v or s e p ar ati o n a n d
d et er mi n ati o n of t h e s c al e d e p e n d e n c e, wit h a si mil ar
a c c ur a c y l e v el t o w h at h a s b e e n a c c o m pli s h e d f or P D F s.
Wit h t h e pr e s e nt ki n e m ati c c o v er a g e of e x p eri m e nt s
w orl d wi d e, at t h e b e st of o ur k n o wl e d g e, it h a s n ot b e e n
p o s si bl e t o p erf or m gl o b al fit s of G P D s t h at s p a n fr o m
t h e v al e n c e r e gi o n m e a s ur e d i n fi x e d t ar g et e x p eri m e nt s,
t o t h e s m all- x w hi c h i s a c c e s si bl e at hi g h e n er g y c olli d e r s.
W h at m a k e s s u c h a gl o b al a n al y si s v er y d e m a n di n g i s
fi r st of all, a s m e nti o n e d a b o v e, t h at G P D s n e e d t o
f ul fill a s et of pr o p erti e s d eri v e d fr o m t h e s y m m etri e s
of Q C D, s u c h a s p o siti vit y a n d p ol y n o mi alit y. F ul filli n g
b ot h at t h e s a m e ti m e h a s b e e n a l o n g i s s u e f or G P D
p h e n o m e n ol o gi st s. R e c e ntl y, n e w m o d eli n g t e c h ni q u e s
h a v e b e e n i ntr o d u c e d t h at mi g ht s ol v e t hi s l o n g st a n di n g
i s s u e (C h o ui k a et al. , 2 0 1 7 b ), b ut h a v e n ot b e e n a p pli e d
i n pr a cti c al fit s. A n ot h er i m p ort a nt di ff er e n c e wit h P D F s
i s t h at t h e C F F s fr o m w hi c h G P D s ar e e xtr a ct e d, e nt er
t h e cr o s s s e cti o n i n bili n e ar f or m s.  T h er ef or e, G P D s
c orr e s p o n di n g t o di ff er e nt p ol ari z ati o n c o n fi g ur ati o n s
all c o ntri b ut e t o s p e ci fi c h eli cit y st at e s of t h e v ari o u s
o b s er v a bl e s: f or e x a m pl e, i n D V C S, t h e u n p ol ari z e d
str u ct ur e f u n cti o n, F U U, T (Kri e st e n et al. , 2 0 2 0 ), c o nt ai n s

b ot h t h e v e ct or, H, E , a n d a xi al- v e ct or, H, E , G P D s
(t h e ot h er p ol ari z ati o n c o n fi g ur ati o n s b e h a v e si mil arl y).
A s a r e s ult, i n or d er t o e xtr a ct i nf or m ati o n fr o m
e x p eri m e nt, m a n y m or e o b s er v a bl e s n e e d t o b e a n al y z e d
si m ult a n e o u sl y. T hi s i s w h at m oti v at e d, f or i n st a n c e,
t h e fir st att e m pt s t o gl o b al fit s i n ( K u m eri č ki , 2 0 1 9 b ;
K u m e ri č ki a n d M üll e r , 2 0 1 6 ). T o d et er mi n e t h e v ari o u s

o b s er v a bl e s t h at ar e n e c e s s ar y t o e xtr a ct G P D s fr o m
d at a, c urr e nt e x p e ri m e nt al pr o gr a m s at J e ff er s o n L a b,
C O M P A S S at C E R N a n d J- P A R C ar e s et t o m e a s ur e
D V C S a n d t h e cr o s s e d c h a n n el r e a cti o n s t o D V C S,
n a m el y b ot h T C S, γ p → p µ + µ − (B er g er et al. , 2 0 0 2 b ;
B o ë r et al. , 2 0 1 5 ; M o ut ar d e et al. , 2 0 1 3 ), a n d t h e
e x cl u si v e Dr ell- Y a n pr o c e s s, π ± p → p µ + µ − (S a w a d a
et al. , 2 0 1 6 ).  O n t h e ot h er si d e, G P D s c a n al s o
b e e xtr a ct e d fr o m d e e pl y virt u al m e s o n pr o d u cti o n
alt h o u g h t hi s r e q uir e s a cl e ar u n d er st a n di n g of t h e m e s o n
di stri b uti o n a m plit u d e s.

N L O c orr e cti o n s i n α S t o C F F s a n d e v ol uti o n of G P D s
ar e al s o c h all e n gi n g i n a gl o b al fit. Gl u o n G P D s ar e,
i n f a ct, e x p e ct e d t o bri n g a si g ni fi c a nt c o ntri b uti o n t o
b ot h D V C S a n d T C S C F F s ( M o ut ar d e et al. , 2 0 1 3 ). I n
t h e p er s p e cti v e of t h e u p c o mi n g EI C, N L O st u di e s will
b e c o m e m or e a n d m or e pr e s si n g. F urt h er m or e, m a n y
a v ail a bl e d at a pr e s e nt a virt u alit y Q 2 of f e w G e V 2 , i. e. of
t h e s a m e or d er of m a g nit u d e a s t h e s q u ar e of t h e pr ot o n
m a s s. T h e r ef or e, t ar g et m a s s c orr e cti o n s, b ut al s o fi nit e
t c orr e cti o n s ( Br a u n et al. , 2 0 1 2 ) n e e d t o b e t a k e n i nt o
a c c o u nt. T h e y c o ul d b e r e s p o n si bl e f or h alf of t h e si g n al
m e a s ur e d at s o m e ki n e m ati c al bi n s at J L a b ( D ef ur n e
et al. , 2 0 1 5 ), a n d m a y, t h er ef or e, b e a n e s s e nti al pi e c e
t o c o n n e ct t h e l o w er Q 2 d at a (f e w G e V 2 ) wit h hi g h er
o n e s at t h e EI C.

T h e f o ur a d diti o n al G P D s a p p e ari n g i n t h e c hir al- o d d
s e ct or, H T , ET , H T , E T , c a n b e m e a s ur e d i n pr o c e s s e s
t h at all o w f or q u ar k h eli cit y fli p at t h e a m plit u d e l e v el,
f or i n st a n c e i n π o a n d η p h ot o pr o d u cti o n ( A h m a d et al. ,
2 0 0 9 ; G ol d st ei n et al. , 2 0 1 5 ; G ol o s k o k o v a n d Kr oll ,
2 0 1 1 ) ( π o el e ctr o pr o d u cti o n al s o c o n stit ut e s t h e m ai n
b a c k gr o u n d pr o c e s s f or D V C S). It s h o ul d al s o b e n oti c e d
t h at f a ct ori z ati o n h a s n ot b e e n pr o v e n f or tr a n s v er s el y
p ol ari z e d virt u al p h ot o n e x c h a n g e w hi c h d o mi n at e s t h e
pr o c e s s i n t hi s c a s e, a n d t h at t h e q u ar k fli p pr o c e s s
i n v ol v e s a b e y o n d l e a di n g-t wi st pi o n li g htfr o nt w a v e
f u n cti o n. E x cl u si v e π 0 pr o d u cti o n d at a s e e m t o i n di c at e
t h at st a n d ar d c oli n e ar f a ct ori z ati o n mi g ht n ot b e w or ki n g
at J L a b ki n e m ati c s ( D ef ur n e et al. , 2 0 1 6 ). A si mil ar
sit u ati o n h a s b e e n f o u n d f or t h e Q 2 d e p e n d e n c e of r e c e nt
D V C S d at a ( G e or g e s , 2 0 1 8 ). F ut ur e e x p eri m e nt s will
h el p cl arif yi n g t h e i s s u e of t h e s c al e d e p e n d e n c e i n b ot h
pr o c e s s e s.

C hir al- o d d gl u o n G P D s, c o ntri b ut e t o D V C S at N L O,
g e n er ati n g a c o s 2 φ m o d ul ati o n i n t h e cr o s s s e cti o n.
Alt h o u g h a hi nt of t hi s m o d ul ati o n s i s c o n si st e nt wit h
t h e d at a i n R ef.( D ef ur n e et al. , 2 0 1 7 ), t h e e x p eri m e nt al
pr e ci si o n r e m ai n s t o o l o w t o di s e nt a n gl e it fr o m p o s si bl e
hi g h er-t wi st c o ntri b uti o n s.

I n s u m m ar y, at a ti m e w h e n t h e U S EI C pr oj e ct
i s g etti n g o ff t h e gr o u n d, G P D p h e n o m e n ol o gi st s ar e
f a ci n g m a n y c h all e n g e s, b ot h t h e or eti c al a n d i n s etti n g
u p a n a p pr o pri at e c o m p ut ati o n al fr a m e w or k.  T h e
s ol uti o n s t h at will b e br o u g ht f or w ar d t o t h e v ari o u s
i s s u e s m e nti o n e d i n t hi s r e p ort will c ert ai nl y i m p a ct o ur
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u n d er st a n di n g of t h e f ut ur e EI C m e a s ur e m e nt s, b ut fir st
a n d f or e m o st t h e y will b e k e y t o i nt er pr eti n g t h e d at a
t h at ar e alr e a d y b ei n g t a k e n at fi x e d t ar g et f a ciliti e s. A
b ett er c o ntr ol of t h e cr o s s s e cti o n str u ct ur e f or D V C S
a n d it s cr o s s e d c h a n n el s, T C S a n d e x cl u si v e Dr ell Y a n,
of hi g h er-t wi st t er m s a n d t h eir f a ct ori z ati o n, of ki n e m ati c
a n d t ar g et m a s s c orr e cti o n s a n d N L O e v ol uti o n, will
all o w f or si g ni fi c a nt st e p s t o w ar d s m a p pi n g o ut t h e 3 D
str u ct ur e of t h e n u cl e o n.
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I V. T R A N S V E R S E M O M E N T U M D E P E N D E N T P D F S
( T M D P D F S )

I V. 1. I n tr o d u c ti o n t o T M D P D F s

T h e T M D P D F c o n c e pt, i n t h e m o st b a si c s e n s e,
dir e ctl y e xt e n d s t h e or di n ar y P D F c o n c e pt t o i n c or p or at e
d e p e n d e n c e o n t h e p art o n’ s tr a n s v er s e m o m e nt u m.
T h at i s, i n st e a d of h a vi n g a n u m b er d e n sit y f (x )
of p art o n s p er u nit of li g ht c o n e m o m e nt u m fr a cti o n
x , o n e h a s a d e n sit y f (x, k T ) of p art o n s p er u nit
of b ot h t h e m o m e nt u m fr a cti o n x a n d t h e ( s m all)
t r a n s v er s e m o m e nt u m c o m p o n e nt s. A si mil ar r el ati o n
e xi st s b et w e e n st a n d ar d fr a g m e nt ati o n f u n cti o n s a n d
T M D fr a g m e nt ati o n f u n cti o n s. St a n d ar d f a ct ori z ati o n
t h e or e m s i n v ol v e c olli n e ar P D F s ( a n d fr a g m e nt ati o n
f u n cti o n s) o nl y, w h er e a s sit u ati o n s t h at u s e T M D
P D F s r e q uir e a di ff er e nt ki n d of “ T M D ” f a ct ori z ati o n
t h e or e m ( C olli n s et al. , 1 9 8 5 ).

C olli n e ar f a ct ori z ati o n r eli e s o n pr o c e s s e s b ei n g r at h er
i n cl u si v e, s u c h t h at t h e d et ail s of s m all v ari ati o n s
i n p art o n tr a n s v er s e m o m e nt u m ar e n ot i m p ort a nt.
Tr a n s v er s e- m o m e nt u m – d e p e n d e nt P D F s ( T M D P D F s),
b y c o ntr a st, ari s e i n l e s s i n cl u si v e pr o c e s s e s, p arti c ul arl y
w h er e l o w, a n d e s p e ci all y n o n p ert ur b ati v e, tr a n s v er s e
m o m e nt u m tr a n sf er i s i m p ort a nt. T h er e ar e a n u m b er
of pr o c e s s e s w h er e a c o m pl et e Q C D tr e at m e nt c all s f or
t h e T M D P D F c o n c e pt. T h e s e i n cl u d e e s p e ci all y cr o s s
s e cti o n s di ff er e nti al i n a m e a s ur e d tr a n s v er s e m o m e nt u m
— s o- c all e d m ulti s c al e pr o c e s s e s, w h er e t h er e i s a n
o v er all p h y si c al h ar d s c al e ( u s u all y l a b el e d Q ) a n d a
t r a n s v er s e m o m e nt u m w hi c h m a y al s o b e h ar d i n s o m e
r e gi o n s b ut i s t y pi c all y v er y di ff er e nt fr o m Q . Dr ell-
Y a n s c att eri n g i s a cl a s si c e x a m pl e of t hi s. T h er e, t h e
o v er all h ar d s c al e i s s et b y t h e i n v ari a nt e n e r g y Q of
t h e pr o d u c e d dil e pt o n p air, w hil e t h e t ot al tr a n s v er s e
m o m e nt u m of t h e p air q T pr o vi d e s t h e tr a n s v er s e
m o m e nt u m d e p e n d e n c e. F or a cr o s s s e cti o n i nt e gr at e d
o v er q T , c olli n e ar f a ct ori z ati o n i s r el e v a nt, w h er e a s
c r o s s s e cti o n s di ff er e nti al i n q T r e q uir e a f or m of T M D
f a ct ori z ati o n, e s p e ci all y i n t h e r e gi o n q T Q ( w e
d e n ot e |q T | ≡ q T h er e a n d i n t h e f oll o wi n g).  M or e
o n t hi s e x a m pl e f oll o w s b el o w. T h e i nf or m ati o n a b o ut
t r a n s v er s e d e gr e e s of fr e e d o m i s e s s e nti al i n m a n y n o n-
i n cl u si v e c olli d er o b s er v a bl e s (A n g el e s- M arti n e z et al. ,
2 0 1 5 ).  T h e s e n siti vit y t o a n o n p ert ur b ati v e i ntri n si c
t r a n s v er s e m o m e nt u m i s e s p e ci all y e x citi n g fr o m t h e
p er s p e cti v e of h a dr o n str u ct ur e al s o b e c a u s e t h e i ntri n si c
t r a n s v er s e m o m e nt u m m a y c o u pl e i n n o ntri vi al w a y s wit h
s pi n d e gr e e s of fr e e d o m. E arl y cl a s si c w or k o n T M D
str u ct ur e s ( M ul d er s a n d T a n g er m a n , 1 9 9 6 ) e n u m er at e d
t h e l ar g e n u m b er of T M D P D F str u ct ur e s t h at c a n ari s e
o n c e a tr a n s v er s e m o m e nt u m d e gr e e of fr e e d o m i s all o w e d
f or t h e p art o n.

T h e T M D P D F c o n c e pt al s o ari s e s i n m a n y ot h er ar e a s
of Q C D p h y si c s. A n ot h er a p pr o a c h t o d et er mi n e t h e

tr a n s v er s e m o m e nt u m d e p e n d e n c e, v ali d at l o w x , c a n b e
d e v el o p e d wit hi n t h e c ol or- gl a s s c o n d e n s at e ( G eli s et al. ,
2 0 1 0 ) fr a m e w or k, a n e ff e cti v e m o d el f or m ul at e d wit hi n
Q C D. A s p e ci al li mit, s o- c all e d i m pr o v e d tr a n s v er s e-
m o m e nt u m – d e p e n d e nt ( Alti n ol u k et al. , 2 0 1 9 ; K ot k o
et al. , 2 0 1 5 ) f a ct ori z ati o n, a d dr e s s e s t h e sit u ati o n w h er e
o n e of t h e c olli di n g h a dr o n s i s dil ut e a n d i s c h ar a ct eri z e d
b y c olli n e ar P D F s, a n d t h e ot h er o n e (t h e t ar g et) i s
d e n s e a n d i s p ar a m etri z e d b y a s et of gl u o n d e n siti e s
d e p e n d e nt o n l o n git u di n al a n d tr a n s v er s e m o m e nt u m.
T h e pr o c e s s e s w h er e t hi s f a ct ori z ati o n a p pli e s ar e
li mit e d t o f or w ar d pr o d u cti o n. T h er e i s al s o a M o nt e
C arl o a p pr o a c h t o o bt ai n T M D di stri b uti o n s c all e d
P art o n Br a n c hi n g T M D( B er m u d e z M arti n e z et al. , 2 0 1 9 ;
H a ut m a n n et al. , 2 0 1 8 ). It i s e s s e nti all y b a s e d o n
D G L A P d y n a mi c s.

I n t hi s s e cti o n, w e el a b or at e o n t h e T M D P D F c o n c e pt,
gi vi n g a bri ef i ntr o d u cti o n t o sit u ati o n s w h er e T M D
P D F s a p p e ar i n st e a d of c olli n e ar P D F s, l e a vi n g t e c h ni c al
d et ail s of t h eir d e fi niti o n t o S e c. I V. 2.

It i s i n str u cti v e t o c o ntr a st T M D P D F s wit h t h e
c olli n e ar P D F s st u di e d i n S e c. II, a n d s o w e c o n si d er
t h e s p e ci fi c c a s e of t h e Dr ell- Y a n pr o c e s s, t h e pr o d u cti o n
of a l e pt o n p air wit h m o m e nt u m q µ t hr o u g h t h e pr o c e s s
p p → Z / γ ∗ → + − at a h a dr o n c olli d er, w hil e n oti n g
t h at a si mil ar sit u ati o n al s o ari s e s i n s e mi-i n cl u si v e DI S
a n d el e ctr o n- p o sitr o n a n ni hil ati o n s u c h a s will b e st u di e d
at a f ut ur e EI C ( A c c ar di et al. , 2 0 1 6 b ).

Fir st, c o n si d er t h e c a s e t h at o n e i s o nl y i nt er e st e d i n
m e a s uri n g t h e i n v ari a nt m a s s Q = q 2 of t h e l e pt o n p air,
b ut n ot it s tr a n s v er s e m o m e nt u m q T . T hi s i s d e s cri b e d
b y c olli n e ar f a ct ori z ati o n, w hi c h all o w s o n e t o f a ct ori z e
t h e cr o s s s e cti o n a s

d σ

d Q 2
=

i, j

1

0

d ξ a d ξ b f i / P a
(ξ a )f j / P b

(ξ b )
d σ̂ i j (ξ a , ξb )

d Q 2

× 1 + O
Λ Q C D

Q
. ( 4 6)

H er e, f i / P (ξ ) i s t h e P D F f or a p art o n of t y p e i c arr yi n g
t h e fr a cti o n ξ of t h e m o m e nt u m of it s p ar e nt h a dr o n
P , w e s u m o v er all p o s si bl e fl a v or s i a n d j , a n d ˆσ i j i s
t h e p art o ni c cr o s s s e cti o n f or t h e Dr ell- Y a n pr o c e s s. I n
a n o b s er v a bl e li k e ( 4 6 ), t h at h a s b e e n a v er a g e d o v er all
all o w e d tr a n s v er s e m o m e nt a q T of t h e l e pt o n p air, it i s
r e a s o n a bl e t o a s s u m e t h at t h e i ntri n si c tr a n s v er s e m oti o n
of p art o n s i n t h e pr ot o n i s n u m eri c all y n ot r el e v a nt,
a n d t h u s t h e P D F s i n ( 4 6 ) ar e f u n cti o n s of l o n git u di n al
m o m e nt u m c o m p o n e nt s o nl y. N ot e t h at ( 4 6 ) r e c ei v e s
c orr e cti o n s i n Λ Q C D / Q , w hi c h ar e t y pi c all y n e gli gi bl e at
hi g h- e n er g y e x p eri m e nt s, b ut m a y b e c o m e i m p ort a nt at
l o w- e n er g y c olli d er s.

T h e ai m of T M D f a ct ori z ati o n i s t o g e n er ali z e E q. ( 4 6 )
t o al s o m e a s ur e t h e tr a n s v e r s e m o m e nt u m q T of t h e
pr o d u c e d l e pt o n p air. F or v er y l ar g e q T , it i s a g ai n
r e a s o n a bl e t o a s s u m e t h at t h e i ntri n si c m oti o n of p art o n s
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i n si d e t h e h a dr o n s i s s m all, a n d c olli n e ar f a ct ori z ati o n
a p pli e s:

q T ∼ Q Λ Q C D : ( 4 7)

d σ

d Q 2 d 2 q T
=

i, j

1

0

d ξ a d ξ b f i / P a
(ξ a )f j / P b

(ξ b )
d σ̂ i j (ξ a , ξb )

d Q 2 d 2 q T

× 1 + O
Λ Q C D

Q
,
Λ Q C D

q T
.

I n t hi s c a s e, q T i s d o mi n a ntl y g e n er at e d b y t h e h ar d
p art o ni c pr o c e s s σ̂ i j , w hi c h i s p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e,
w hil e t h e o nl y n o n p ert ur b ati v e i n p ut t o ( 4 7 ) i s t hr o u g h
t h e st a n d ar d P D F s. C o m p ar e d t o ( 4 6 ), (4 7 ) al s o r e c ei v e s
c orr e cti o n s i n Λ Q C D / q T , si g n ali n g t h at it br e a k s d o w n
f or s m all q T . I n d e e d, t h e sit u ati o n b e c o m e s dr a sti c all y
di ff er e nt if o n e c o n si d er s tr a n s v er s e m o m e nt a m u c h
s m all er t h a n t h e i n v ari a nt m a s s of t h e l e pt o n p air, q T

Q . T hi s i s t h e r e al m of T M D f a ct o ri z ati o n , w h er e o n e
h a s

q T Q : ( 4 8)

d σ

d Q 2 d 2 q T
=

i, j

H i j (Q )
1

0

d ξ a d ξ b d 2 b T e i b T ·q T

× f i / P (ξ a , b T )f j / P (ξ b , b T )

× 1 + O
Λ Q C D

Q
,
q T

Q
.

H er e, t h e h ar d f a ct or H i j (Q ) d e s cri b e s t h e u n d erl yi n g
p art o ni c pr o c e s s q i q j → Z / γ ∗ → + − , a n d t h e
f i / P (ξ, b T ) ar e T M D P D F s i n F o uri er s p a c e, d e s cri bi n g
t h e pr o b a bilit y t o fi n d a p art o n of t y p e i wit h
a l o n git u di n al m o m e nt u m fr a cti o n ξ a n d tr a n s v er s e
m o m e nt u m c o nj u g at e t o 4 b T . U p o n t a ki n g t h e i n v er s e
F o uri er tr a n sf or m i n ( 4 8 ), o n e t h e n r e c o v er s t h e q T

di stri b uti o n of t h e l e pt o n p air. ( 4 8 ) i s v ali d b ot h i n t h e
n o n p ert ur b ati v e r e gi m e, w h er e q T ∼ Λ Q C D Q a n d
t h e T M D P D F s ar e i ntri n si c all y n o n p ert ur b ati v e o bj e ct s,
a n d i n t h e p ert ur b ati v e r e gi m e w h e r e Λ Q C D q T Q
a n d t h e T M D P D F s c a n b e p ert ur b ati v el y c al c ul at e d. It
al s o r e c ei v e s c orr e cti o n s i n q T / Q , w hi c h i n t h e lit er at ur e
a r e oft e n i n cl u d e d a s t h e s o- c all e d Y t er m.  T h e s e
c orr e cti o n s ar e i m p ort a nt t o s m o ot hl y tr a n siti o n b et w e e n
t h e r e gi m e s d e s cri b e d b y ( 4 7 ) a n d ( 4 8 ).

4 T h e u nf o r t u n a t e o v e rl a p pi n g u s e of t h e n o t a ti o n b T f o r t w o
di s ti n c t o bj e c t s i n t h e T M D P D F a n d G P D li t e r a t u r e s s h o ul d b e
n o t e d. I n t h e G P D li t e r a t u r e, b T d e n o t e s t h e i m p a c t p a r a m e t e r
of t h e s t r u c k q u a r k wi t h r e s p e c t t o t h e c e nt e r of m o m e nt u m of t h e
h a d r o n; i t i s F o u ri e r c o nj u g a t e t o t h e m o m e nt u m t r a n sf e r ∆ T .
I n t h e T M D P D F li t e r a t u r e, b T d e n o t e s t h e F o u ri e r c o nj u g a t e t o
t h e t r a n s v e r s e m o m e nt u m k T of t h e s t r u c k q u a r k, c o r r e s p o n di n g
t o a r el ati v e s e p a r a ti o n i n t h e r el e v a nt q u a r k bili n e a r o p e r a t o r,
cf. t h e d e fi ni ti o n ( 5 1 ) b el o w. P u t s u c ci n c tl y, t h e r el a ti o n b e t w e e n
t h e c o n v e nti o n s i n t h e t w o li t e r a t u r e s i s a ki n t o t h e r el a ti o n
b e t w e e n c e nt e r- of- m a s s a n d r el a ti v e c o o r di n a t e s. I n t h e p r e s e nt
s e c ti o n, t h e i m p a c t p a r a m e t e r will i n s t e a d b e d e n o t e d b y r T ,
cf. t h e di s c u s si o n a t t h e e n d of s e c ti o n I V. 3.

I V. 2. D e fi ni ti o n s of T M D P D F s

S etti n g u p c o n si st e nt d e fi niti o n s f or T M D P D F s,
u s ef ul b e y o n d t h e m o st b a si c p art o n m o d el a p pr o a c h e s,
i n v ol v e s a si g ni fi c a nt n u m b er of s u btl eti e s b e y o n d w h at
ar e e n c o u nt er e d dir e ctl y i n t h e m or e st a n d ar d c olli n e ar
f a ct ori z ati o n. T h e hi st or y of t h e s e e ff ort s i s l o n g (C olli n s ,
2 0 0 3 ) a n d w e will n ot b e a bl e t o c o v er all a s p e ct s h er e.
S e e, h o w e v er, r e vi e w s i n ( Di e hl , 2 0 1 6 ; R o g er s , 2 0 1 6 ) f or
s o m e w h at br o a d er s u m m ari e s t h at hi g hli g ht s o m e of t h e
m or e s u btl e a s p e ct s.

I n t hi s s e cti o n, w e pr o vi d e m or e d et ail s o n t h e
d e fi niti o n of T M D P D F s.

Cl a s si fi c a ti o n of T M D P D F s. Fir st, w e n ot e
t h at T M D P D F s c a n b e cl a s si fi e d a c c or di n g t o t h e
s c h e m e u s e d f or t h e h ar d f a ct or H i j i n (4 8 ). I n t h e
ori gi n al f or m ul ati o n b y C olli n s, S o p e r a n d St e r m a n,
oft e n r ef err e d t o a s C S S 1, o n e h a s H i j = 1 s u c h t h at
t h e h ar d f a ct or i s e ff e cti v el y a b s or b e d i nt o t h e T M D
P D F s ( C olli n s et al. , 1 9 8 5 ). I n it s r e vi s e d f or m ul ati o n
( C S S 2) d u e t o C olli n s ( C olli n s , 2 0 1 1 ), s e e al s o ( A y b at
a n d R o g er s , 2 0 1 1 ), H i j i s d e fi n e d a s t h e f or m f a ct or
of t h e Dr ell- Y a n pr o c e s s i n t h e M S s c h e m e.  T hi s
s c h e m e c h oi c e i s al s o a d o pt e d b y f or m ul ati o n s of T M D
f a ct ori z ati o n e m pl o yi n g s oft- c olli n e ar e ff e cti v e t h e or y
( S C E T) ( B e c h er a n d N e u b ert , 2 0 1 1 ; C hi u et al. , 2 0 1 2 ;
E c h e v arrı́ a et al. , 2 0 1 3 ; Li et al. , 2 0 1 6 ). L a stl y, T M D
P D F s a s i ntr o d u c e d b y Ji, M a a n d Y u a n ( J M Y) ( Ji
et al. , 2 0 0 5 ) e m pl o y a s c h e m e w h er e H i j d e p e n d s n ot
o nl y o n t h e M S-r e n or m ali z ati o n s c al e µ , b ut al s o o n
a n a d diti o n al p ar a m et er ρ r el at e d t o t h e r e g ul ati o n of
r a pi dit y di v er g e n c e s, w hi c h w e di s c u s s b el o w. All of t h e s e
f or m ul ati o n s ar e p ert ur b ati v el y r el at e d t o e a c h ot h er, a n d
e x pli cit r el ati o n s ar e gi v e n i n ( C olli n s a n d R o g er s , 2 0 1 7 ;
Pr o k u di n et al. , 2 0 1 5 ).

D e fi ni ti o n s of T M D P D F s. C o n si d er a h a dr o n p
wit h m o m e nt u m P µ = ( M 2 + P 2

z , 0 , 0 , P z ). It i s u s ef ul
t o i ntr o d u c e a b a si s of li g htli k e v e ct or s

n µ =
1

√
2

( 1, 0 , 0 , 1) , n̄ µ =
1

√
2

( 1, 0 , 0 , − 1) , ( 4 9)

s u c h t h at p i s m o vi n g cl o s e t o t h e n dir e cti o n. T h e T M D
P D F c a n t h e n b e d e fi n e d a s

f i / P (x, b T , µ, ζ) = li m
→ 0

τ → 0

Z i
u v (µ, ζ, )

f
0 ( u )
i / P x, b T , , τ, x P +

S 0 s u b
n n̄ (b T , , τ )

× S 0
n n̄ (b T , , τ ) . ( 5 0)

H er e, i d e n ot e s t h e p art o n fl a v or, x i s it s l o n git u di n al
m o m e nt u m fr a cti o n, b T i s F o uri er- c o nj u g at e t o t h e
tr a n s v er s e m o m e nt u m of t h e str u c k q u ar k, µ d e n ot e s t h e
M S-r e n or m ali z ati o n, a n d ζ i s t h e s o- c all e d C olli n s- S o p er
s c al e ( C olli n s a n d S o p er , 1 9 8 2 ). O n t h e ri g ht- h a n d si d e,
i s t h e U V r e g ul ari z ati o n p ar a m et er, a n d U V di v er g e n c e s

i n 1/ ar e a b s or b e d b y t h e M S- c o u nt ert er m Z i
u v . f

0 ( u )
i / P
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i s t h e b ar e u n s u btr a ct e d T M D P D F, S 0
n n̄ i s t h e b ar e s oft

f u n cti o n, a n d t h e f a ct or S 0 s u b r e m o v e s o v erl a p b et w e e n

f
0 ( u )
i / P a n d S 0

n n̄ .5 All t h e s e f u n cti o n s ar e pl a g u e d b y

a d diti o n al s o- c all e d r a pi dit y di v er g e n c e s ( B e c h er a n d
N e u b ert , 2 0 1 1 ; C hi u et al. , 2 0 1 2 ; C olli n s , 2 0 0 8 ; C olli n s
a n d S o p er , 1 9 8 1 ; C olli n s a n d T k a c h o v , 1 9 9 2 ; E c h e v arri a
et al. , 2 0 1 2 ), w hi c h ar e r e g ul at e d b y τ . T h er e ar e m a n y

di ff er e nt r a pi dit y r e g ul at or s τ e m pl o y e d i n t h e lit er at ur e,
l e a di n g t o di ff er e nt r e s ult s f or t h e i n di vi d u al i n gr e di e nt s
o n t h e ri g ht- h a n d si d e of ( 5 0 ), b ut t h e fi n al T M D P D F
i s w ell- d e fi n e d a n d u ni q u e u p t o c h oi c e of s c h e m e f or H i j

a s di s c u s s e d a b o v e.
T h e u n s u btr a ct e d T M D P D F f

0 ( u )
i / P i s d e fi n e d a s a

h a dr o n m atri x el e m e nt, a n d a s s u c h i s s e n siti v e t o b ot h
x a n d b T , w hil e t h e s oft f a ct or S 0

n n̄ i s a v a c u u m m atri x
el e m e nt o nl y s e n siti v e t o b T . T h eir d e fi niti o n s r e a d

f
0 ( u )
i / P (x, b T , , τ, x P + ) =

d b −

2 π
e − i b − ( x P + ) p (P ) q̄ ( b µ )W n̄ (b µ ; − ∞ , 0)

γ +

2
W †

n ⊥
(− ∞ n̄, b T , 0) W †

n̄ ( 0; − ∞ , 0) q ( 0)
τ

p (P ) ,

S 0
n n̄ (b T , , τ ) =

1

N c
0 Tr W †

n (b T ; − ∞ , 0) W n̄ (b T ; − ∞ , 0) W †
n ⊥

(− ∞ n̄ ; b T , 0)

× W †
n̄ ( 0; − ∞ , 0) W n ( 0; − ∞ , 0) W n ⊥

(− ∞ n ; b T , 0)
τ

0 . ( 5 1)

wit h Tr d e n oti n g t h e c ol or tr a c e. H er e, b µ = b − n̄ µ + b µ
T ,

li g ht c o n e c o or di n at e s ar e d e fi n e d a s x ± = ( x 0 ± x 3 )/
√

2,
a n d t h e W n ar e p at h- or d er e d Wil s o n li n e s d e fi n e d a s

W n (x ; a, b ) = P e x p − i gs

b

a

d s n ·A (x µ + s n µ ) . ( 5 2)

T h e p at h s of t h e Wil s o n li n e s i n ( 5 1 ) ar e ill u str at e d i n
Fi g. 2 9 . T h e y f or m a cl o s e d p at h b et w e e n t h e q u ar k fi el d s
i n t h e T M D P D F a n d a cl o s e d l o o p i n t h e s oft f u n cti o n,
t h er e b y r e n d eri n g t h e s e f u n cti o n s g a u g e i n v ari a nt.

I n (5 1 ), t h e r e g ul at or τ i s n ot s p e ci fi e d, b ut i s t y pi c all y
i m pl e m e nt e d t o m o dif y t h e Wil s o n li n e str u ct ur e. T h e
r e g ul at or m o st cl o s el y c o n n e ct e d t o t h e l atti c e st u di e s
p r e s e nt e d i n s e cti o n I V. 3 i s t h at of C olli n s, w hi c h i s
i m pl e m e nt e d b y t a ki n g t h e li g htli k e r ef er e n c e v e ct or s n
a n d n̄ o ff t h e li g ht c o n e a s ( C olli n s , 2 0 1 1 )

n µ → n µ
y A

≡ n µ − e − 2 y A n̄ µ ,

n̄ µ → n̄ µ
y B

≡ n̄ µ − e + 2 y B n µ . ( 5 3)

T h e r e g ul at or i s r e m o v e d t hr o u g h t h e li mit y A →
∞ , yB → − ∞ . C o n cr et el y, i n t hi s r e g ul at or s c h e m e t h e
T M D P D F i s o bt ai n e d a s

f i / P (x, b T , µ, ζ) = li m
y B → − ∞

Z u v

f
0 ( u )
i / P (x, b T , , yB , x P + )

S 0
n y n n̄ y B

(b T , )
.

( 5 4)

H er e, y n i s a fr e e p ar a m et er a p p e ari n g o nl y i n t h e Wil s o n
li n e s of t h e s oft f u n cti o n, a n d t h e C olli n s- S o p er ( C S) s c al e

5 I n t h e S C E T- b a s e d li t e r a t u r e, t h e c o m bi n a ti o n f
0 ( u )
i / P

/ S 0 s u b
n n̄ i s

of t e n r ef e r r e d t o a s t h e b e a m f u n c ti o n.

i s d e fi n e d a s ζ = ( x P + e − y n ) 2 . I n t h e T M D P D F f or a
pr ot o n m o vi n g al o n g t h e n̄ di r e cti o n, t h e r ol e s of y A a n d
y B will b e r e v er s e d.

E v ol u ti o n e q u a ti o n s. T h e T M D P D F d e fi n e d i n
t h e M S- s c h e m e d e p e n d s o n t w o s c al e s, n a m el y t h e M S-
r e n or m ali z ati o n s c al e µ a n d t h e C olli n s- S o p er s c al e ζ .
T h e all- or d er f or m of it s e v ol uti o n i s gi v e n b y

d l n f i / P (x, b T , µ, ζ)

d l n µ
= γ i

µ (µ, ζ )

= Γ i
c u s p [α s (µ )] l n

µ 2

ζ
+ γ i

µ [α s (µ )] , ( 5 5)

d l n f i / P (x, b T , µ, ζ)

d l n ζ
=

1

2
γ i

ζ (µ, b T )

= − 2
µ

1 / b T

d µ

µ
Γ i

c u s p [α s (µ )] + γ i
ζ [α s ( 1/ b T )] . ( 5 6)

H er e, Γ i
c u s p i s t h e s o- c all e d c u s p a n o m al o u s di m e n si o n,

a n d t h e γ i [α s ] d e n ot e t h e n o n- c u s p a n o m al o u s
di m e n si o n s. N ot e, h o w e v er, t h at t h e C S k er n el γ ζ , w hi c h
i n t h e lit er at ur e i s al s o oft e n r ef err e d t o a s K , b e c o m e s
n o n p ert ur b ati v e w h e n q T ∼ b − 1

T ∼ Λ Q C D , i n d e p e n d e nt
of t h e c h oi c e of µ . I n p ert ur b ati o n t h e or y, γ ζ i s k n o w n
at t hr e e l o o p s ( Li a n d Z h u , 2 0 1 7 ; Vl a di mir o v , 2 0 1 7 ).

A s ol uti o n t o E q s. ( 5 5 ) a n d ( 5 6 ) i s gi v e n b y

f i / P (x, b T , µ, ζ) = f i / P (x, b T , µ0 , ζ0 ) ( 5 7)

× e x p
µ

µ 0

d µ

µ
γ i

µ (µ , ζ0 ) e x p
1

2
γ i

ζ (µ, b T ) l n
ζ

ζ 0
.

N ot e t h at t h e C olli n s- S o p er e v ol uti o n i n ζ g o v e r n s t h e
e n er g y d e p e n d e n c e of t h e T M D P D F, a s ζ ∝ (x P + ) 2

c orr e s p o n d s t o t h e m o m e nt u m of t h e str u c k q u ar k. T h u s,
si n c e γ ζ it s elf b e c o m e s n o n p e rt ur b ati v e, T M D P D F s at
di ff er e nt e n er gi e s ar e r el at e d t hr o u g h a n o n p ert ur b ati v e
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T

FI G. 2 9 Ill u s t r a ti o n of t h e Wil s o n-li n e s t r u c t u r e s of t h e
u n s u b t r a c t e d T M D P D F ( t o p ) a n d s of t f u n c ti o n ( b o t t o m ), a s
d e fi n e d i n E q. ( 5 1 ). Fi g u r e t a k e n f r o m ( E b e r t et al. , 2 0 1 9 b ),
wi t h sli g ht a dj u s t m e nt of t h e b - c o m p o n e nt l a b eli n g t o m a t c h
t h e n o t a ti o n u s e d i n t h e p r e s e nt w o r k.

e v ol uti o n, a n d h e n c e c al c ul ati n g γ ζ fr o m l atti c e Q C D i s
of m aj or i nt er e st t o T M D p h y si c s.

S pi n- d e p e n d e n t T M D P D F s. F or si m pli cit y, w e
h a v e s o f ar r e stri ct e d o ur s el v e s t o u n p ol ari z e d pr o c e s s e s.
H o w e v er, d u e t o t h e v e ct or n at ur e of q T , or e q ui v al e ntl y
b T , T M D P D F s ar e s e n siti v e t o b ot h t h e p ol ari z ati o n of
t h e h a dr o n a n d t h e s pi n of t h e str u c k p art o n. T hi s i s
e s p e ci all y u s ef ul a n d c a n b e e x pl oit e d w h e n n u cl e o n or
h a dr o n str u ct ur e i s t h e t ar g et t o pi c of i nt er e st.

I n t h e l a n g u a g e a n d n ot ati o n of M ul d er s, T a n g er m a n,
a n d c oll a b or at or s ( B o m h of a n d M ul d er s , 2 0 0 8 ; M ul d er s
a n d T a n g er m a n , 1 9 9 6 ; T a n g er m a n a n d M ul d er s , 1 9 9 5 ),
t h e l e a di n g T M D P D F s ari s e t hr o u g h t h e f oll o wi n g
d e c o m p o siti o n,

Φ( x, k T , P, S) =
1

2
f 1 (x, k 2

T )/P +
1

2
h 1 T (x, k 2

T )γ 5 [/S T , /P ]

+ S L g 1 L (x, k 2
T )γ 5 /P +

k T · S T

M
g 1 T (x, k 2

T )γ 5 /P

+ S L h ⊥
1 L (x, k 2

T )γ 5
[/k T , /P ]

2 M
+

k T · S T

M
h ⊥

1 T (x, k 2
T )γ 5

[/k T , /P ]

2 M

+ i h⊥
1 (x, k 2

T )
[/k T , /P ]

2 M
−

k T S T

T

M
f ⊥

1 T (x, k 2
T )/P , ( 5 8)

w h er e Φ i s, u p t o n or m ali z ati o n c o n v e nti o n s, t h e
m o m e nt u m s p a c e v er si o n of t h e u n s u btr a ct e d T M D

P D F d e fi niti o n o n t h e fir st li n e of E q. ( 5 1 ), b ut
wit h a g e n er al Dir a c str u ct ur e r at h er t h a n t h e
tr a c e o v er Γ.  E q u ati o n ( 5 8 ) di s pl a y s t h e ei g ht
di ff er e nt T M D P D F f u n cti o n s t h at p ar a m etri z e t h e
r a n g e of p o s si bl e c o m bi n ati o n s of c orr el ati o n s b et w e e n
p art o n p ol ari z ati o n, h a dr o n p ol ari z ati o n, a n d tr a n s v er s e
m o m e nt u m.  T h eir c o ntri b uti o n t o, f or e x a m pl e,
t h e SI DI S cr o s s s e cti o n c a n b e s e e n dir e ctl y i n
(B a c c h ett a et al. , 2 0 0 7 ).  B y c o ntr a st, o nl y t hr e e
c orr el ati o n f u n cti o n s s ur vi v e t h e r e d u cti o n t o t h e
c olli n e ar f a ct ori z ati o n c a s e.

S e v er al of t h e p ol ari z ati o n- d e p e n d e nt T M D c orr el ati o n
f u n cti o n s h a v e attr a ct e d p arti c ul ar att e nti o n f or h a vi n g
n o v el pr o p erti e s u ni q u e t o Q C D wit h T M D f a ct ori z ati o n.
F or e x a m pl e, t h e Si v er s f u n cti o n f ⊥

1 T (x, k 2
T ) v a ni s h e s

i n n ai v e d e fi niti o n s of t h e T M D P D F b y P T
i n v ari a n c e (C olli n s , 1 9 9 3 ).  A n o n z er o c o ntri b uti o n i s
o nl y m a d e p o s si bl e b y t h e n o ntri vi al Wil s o n li n e i n
Fi g. 2 9 (Br o d s k y et al. , 2 0 0 2 ). T h e Wil s o n li n e i ntr o d u c e s
a p att er n of n o n- u ni v er s alit y i n t h e f or m of a si g n
c h a n g e of t h e Si v er s T M D f u n cti o n b et w e e n Dr ell- Y a n-
li k e pr o c e s s e s a n d SI DI S-li k e pr o c e s s e s (C olli n s , 2 0 0 2 ).

L a r g e  Tr a n s v e r s e  M o m e n t u m. T h e T M D
f a ct ori z ati o n tr e at m e nt di s c u s s e d a b o v e i s d eri v e d
f or t h e li mit t h at p art o n tr a n s v er s e m o m e nt u m i s
m u c h s m all er t h a n t h e o v er all h ar d s c al e of t h e
pr o bl e m.  A p pr o xi m ati o n s m a d e i n t hi s li mit ar e
n o l o n g er v ali d w h e n q T b e c o m e s of or d er or l ar g e r
t h a n t h e h ar d s c al e Q .  T h er e, a p ur el y fi x e d-
or d er c olli n e ar p ert ur b ati v e tr e at m e nt t h at t a k e s i nt o
a c c o u nt n o nf a ct ori z a bl e tr a n s v er s e m o m e nt u m b e h a vi or
i s t h e a p pr o pri at e a p pr o a c h.  U n d er st a n di n g t h e
tr a n siti o n b et w e e n t h e s e t w o di ff er e nt t y p e s of tr a n s v er s e-
m o m e nt u m d e p e n d e n c e i s i m p ort a nt f or u n d er st a n di n g
t h e T M D P D F s i n p arti c ul ar, e s p e ci all y at m o d er at e
Q , w h er e t h er e i s hi g h er s e n siti vit y t o n o n p ert ur b ati v e
tr a n s v er s e m o m e nt u m b ut a l e s s- cl e ar d e m ar c ati o n
b et w e e n l ar g e a n d s m all tr a n s v er s e m o m e nt u m.

S c h e m ati c all y, t h e c o ntri b uti o n s fr o m s m all a n d l ar g e
tr a n s v er s e m o m e nt u m ar e c o m bi n e d i n t h e f oll o wi n g
a d diti v e w a y:

d σ

d Q 2 d 2 q T
= W + Y , ( 5 9)

w h er e t h e “ W -t er m ” i s t h e f a ct ori z ati o n f or m ul a
i n v ol vi n g T M D P D F s, E q. (4 8 ), w hil e t h e s e c o n d “ Y -
t er m ” i s t h e c orr e cti o n f or l ar g e tr a n s v er s e m o m e nt u m,
p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e u si n g c olli n e ar f a ct ori z ati o n
t e c h ni q u e s.  A c hi e vi n g a r o b u st m at c hi n g b et w e e n
t h e t w o r e gi o n s i s criti c al f or e st a bli s hi n g t h at e a c h
r e gi o n i s u n d er t h e or eti c al c o ntr ol.  A c urr e nt
c h all e n g e i s t h at c al c ul ati o n s d o n e wit h e xi sti n g c olli n e ar
p art o n di stri b uti o n a n d fr a g m e nt ati o n f u n cti o n s pr o d u c e
si g ni fi c a nt t e n si o n wit h d at a i n t h e Y -t er m r e gi o n
of tr a n s v er s e m o m e nt u m ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 9 b ;
G o n z al e z- H er n a n d e z et al. , 2 0 1 8 ; M o ff at et al. , 2 0 1 9 ;
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W a n g et al. , 2 0 1 9 a ). W or k i s n e e d e d t o u n d er st a n d a n d
r e s ol v e t hi s t e n si o n.

O n e c o n s e q u e n c e of t h e l ar g e tr a n s v er s e m o m e nt u m
c o ntri b uti o n i s t h at t h e r el ati o n s hi p b et w e e n t h e T M D
a n d c olli n e ar v er si o n s of f a ct ori z ati o n i s n ot a si m pl e
i nt e gr ati o n o v er tr a n s v er s e m o m e nt u m. T h at i s, fr o m
E q. ( 5 9 ),

d 2 q T
d σ

d Q 2 d 2 q T
= d 2 q T W . ( 6 0)

Ultr a- vi ol et di v er g e n c e s i n t h e tr a n s v er s e m o m e nt u m
i nt e gr al s of T M D f u n cti o n s ar e o n e s y m pt o m of
t h e a b s e n c e of a Y t er m i n t h e tr e at m e nt.  T h e
s e n siti vit y t o t h e ultr a vi ol et tr a n s v er s e m o m e nt u m c a n
b e n o ntri vi al ( Qi u et al. , 2 0 2 0 ).  M or e w or k i n
t h e dir e cti o n of q u a ntif yi n g a n d u n d er st a n di n g t h e s e
ultr a vi ol et e ff e ct s i s n e e d e d.

W h e n t h e l ar g e tr a n s v e r s e m o m e nt u m q T b e c o m e s
e v e n l ar g er t h a n Q , b ot h o b s er v e d m o m e nt u m s c al e s ar e
i n t h e p ert ur b ati v e r e gi m e. I n t h e c a s e of t h e Dr ell- Y a n
p r o c e s s, si n c e t h e tr a n s v er s e m o m e nt u m of t h e c olli di n g
p art o n s i s s u ffi ci e ntl y s m all er t h a n b ot h Q a n d q T , t h e
D r ell- Y a n cr o s s s e cti o n c a n b e f a ct ori z e d i n t er m s of
P D F s c o n v ol ut e d wit h a p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e s h ort-
di st a n c e h ar d p art. H o w e v er, d u e t o t h e l ar g e di ff er e n c e
of t h e t w o o b s er v e d m o m e nt u m s c al e s, q T Q , t h e
l ar g e l o g arit h m s l o g (q T / Q ) of t h e s h ort- di st a n c e h ar d
p art n e e d t o b e r e s u m m e d, a n d c a n b e s y st e m ati c all y
s u b s u m e d i nt o a n e ff e cti v e fr a g m e nt ati o n f u n cti o n f or a
p art o n t o fr a g m e nt i nt o a Dr ell- Y a n l e pt o n p air ( B er g er
et al. , 2 0 0 2 a ; F ai et al. , 2 0 0 3 ).

I V. 3. T M D o b s er v a bl e s fr o m l a t ti c e Q C D

A n o n g oi n g pr o gr a m of e v al u ati n g tr a n s v er s e-
m o m e nt u m – d e p e n d e nt o b s er v a bl e s i n h a dr o n s wit hi n
l atti c e Q C D h a s b e e n r e p ort e d i n R ef s. (E n g el h ar dt ,
2 0 1 7 ; E n g el h ar dt et al. , 2 0 1 8 , 2 0 1 6 ; H a gl er et al. , 2 0 0 9 ;
M u s c h et al. , 2 0 1 2 , 2 0 1 1 ; Y o o n et al. , 2 0 1 7 ).  T h e s e
st u di e s ar e b a s e d o n c al c ul ati n g h a dr o n m atri x el e m e nt s
of t h e t y p e

Φ [ Γ] ≡
1

2
P , S |q̄ ( − b / 2) Γ U [− b / 2 , b /2] q (b / 2) |P, S ;

( 6 1)

Φ i s a v er si o n of t h e u n s u btr a ct e d T M D P D F d e fi n e d i n
t h e fir st li n e of ( 5 1 ) c a st p ur el y i n t er m s of s p a c eti m e
s e p ar ati o n s, i. e., e v e n t h e d e p e n d e n c e o n m o m e nt u m
f r a cti o n x h a s b e e n r e pl a c e d b y a d e p e n d e n c e o n t h e
F o uri er- c o nj u g at e l o n git u di n al s e p ar ati o n b − ( cf. al s o
t h e c o m pl e m e nt ar y d e fi niti o n ( 5 8 ), w hi c h i n st e a d i s c a st
p ur el y i n m o m e nt u m s p a c e). S e v er al g e n er ali z ati o n s
a n d a dj u st m e nt s ar e m a d e t o arri v e at a f or m ul ati o n
s uit a bl e f or l atti c e c al c ul ati o n s.  A n ar bitr ar y Dir a c
str u ct ur e Γ i s all o w e d f or, a n d t h e st at e s c a n al s o c arr y

d e fi nit e s pi n i n a d diti o n t o m o m e nt u m. Al s o o ff-f or w ar d
m atri x el e m e nt s, P = P , ar e of i nt er e st, a s will b e
d et ail e d f urt h e r b el o w. I n a c o n cr et e l atti c e c al c ul ati o n,
t h e st a pl e- s h a p e d g a u g e c o n n e cti o n b et w e e n t h e q u ar k
o p er at or s q̄ , q , s u m m a ri z e d h er e b y U , h a s fi nit e e xt e nt;
i n t h e f oll o wi n g, t h e v e ct or v s p e ci fi e s t h e dir e cti o n of t h e
st a pl e l e g s, wit h t h eir l e n gt h s c al e d b y t h e p ar a m et er η .
F or η = 0, t h e p at h b e c o m e s a str ai g ht li n k b et w e e n
t h e q u ar k o p er at or s. St a n d ar d T M D o b s er v a bl e s ar e
o bt ai n e d b y e xtr a p ol ati n g t h e o bt ai n e d d at a t o η → ∞ .

A s di s c u s s e d f urt h er a b o v e, u n s u b str a ct e d m atri x
el e m e nt s of t h e t y p e ( 6 1 ) c o nt ai n di v er g e n c e s, w hi c h
h a v e t o b e a b s or b e d i nt o c orr e s p o n di n g m ulti pli c ati v e
s oft f a ct or s. T h e T M D o b s er v a bl e s c o n si d er e d i n t h e
f oll o wi n g ar e, h o w e v er, a p pr o pri at e r ati o s i n w hi c h t h e
s oft f a ct or s c a n c el. A s a r e s ult, t h e s oft f a ct or s d o n ot
n e e d t o b e s p e ci fi e d i n d et ail f or pr e s e nt p ur p o s e s. T o
r e g ul at e r a pi dit y di v er g e n c e s, t h e st a pl e dir e cti o n v i s
t a k e n o ff t h e li g ht c o n e i nt o t h e s p a c eli k e d o m ai n ( C olli n s ,
2 0 1 1 ).  T hi s s c h e m e i s p arti c ul arl y s uit e d f or t h e
c o n n e cti o n t o l atti c e Q C D, a s will b e c o m e cl e ar pr e s e ntl y.
A u s ef ul p ar a m et er c h ar a ct eri zi n g h o w cl o s e v i s t o t h e
li g ht c o n e i s t h e C olli n s- S o p er t y p e p ar a m et er ζ̂ = v ·
P / (|v ||P |), i n t er m s of w hi c h t h e li g ht c o n e i s a p pr o a c h e d

f or ζ̂ → ∞ .
T h e a p pli c ati o n of st a n d ar d l atti c e Q C D m et h o d s t o

e v al u at e ( 6 1 ) r e q uir e s t h e o p er at or i n ( 6 1 ) t o e xi st at
a si n gl e ti m e; gi v e n t h at b a n d v ar e s p a c eli k e (t h e
l att er b y virt u e of t h e r a pi dit y r e g ul at or s c h e m e), t h er e
i s n o o b st a cl e t o b o o sti n g t h e pr o bl e m t o a L or e nt z
fr a m e i n w hi c h t hi s i s t h e c a s e.  T h e tr a n sf or m ati o n
of t h e r e s ult s b a c k t o t h e ori gi n al fr a m e i s f a cilit at e d
b y a d e c o m p o siti o n of ( 6 1 ) i nt o L or e nt z i n v ari a nt s t h at
p ar all el s t h e d e c o m p o siti o n ( 5 8 ) of t h e m o m e nt u m s p a c e
c orr el at or i nt o T M D P D F s. F or e x a m pl e, i n t h e Γ = γ +

c h a n n el, f or a pr ot o n ( M u s c h et al. , 2 0 1 2 ),

1

2 P +
Φ [γ + ] = A 2 B + i mN i j b i S j A 1 2 B ( 6 2)

T h e i n v ari a nt s A i B e s s e nti all y c orr e s p o n d t o F o uri er-
tr a n sf or m e d T M D P D F s.  T hr o u g h t h e m, o n e c a n
fi n all y d e fi n e o b s er v a bl e s s u c h a s t h e g e n er ali z e d Si v er s
s hift ( M u s c h et al. , 2 0 1 2 ),

k T T U (b 2 , b · P, ζ̂, η v · P, . . . ) =

− m N
A 1 2 B (b 2 , b · P, ζ̂, η v · P, . . . )

A 2 B (b 2 , b · P, ζ̂, η v · P, . . . )
. ( 6 3)

I n t h e b T → 0 li mit, ( 6 3 ) f or m all y r e pr e s e nt s t h e
a v er a g e tr a n s v er s e m o m e nt u m k T of u n p ol ari z e d ( “ U ”)
q u ar k s ort h o g o n al t o t h e tr a n s v er s e ( “ T ”) s pi n of t h e
pr ot o n, n or m ali z e d t o t h e c orr e s p o n di n g n u m b er of
v al e n c e q u ar k s. N ot e t h at a n y m ulti pli c ati v e s oft f a ct or s
r e n or m ali zi n g t h e A i B ar e c a n c el e d b y f or mi n g t hi s t y p e
of r ati o.
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FI G. 3 0  L ef t:  P r o t o n Si v e r s s hif t a s a f u n c ti o n of s t a pl e l e n g t h f o r fi x e d b T a n d ζ̂ ; η → ∞ d e fi n e s t h e SI DI S li mi t.  Ri g ht:
E x t r a p ol a ti o n of t h e SI DI S-li mi t d a t a f o r t h e pi o n  B o e r- M ul d e r s s hif t t o l a r g e ζ̂ a t fi x e d b T ( E n g el h a r d t et al. , 2 0 1 6 ).  O p e n

s y m b ol s r e p r e s e nt a p a r ti al c o nt ri b u ti o n t h a t d o mi n a t e s a t l a r g e ζ̂ , p r o vi di n g f u r t h e r i n si g ht i nt o t h e a p p r o a c h t o t h e a s y m p t o ti c
r e gi m e.

L atti c e c al c ul ati o n s t o d at e h a v e p r e d o mi n a ntl y
f o c u s e d o n t h e s p e ci al c a s e b · P = 0, c or r e s p o n di n g
t o e v al u ati n g i nt e gr al s of t h e  T M D  P D F s i n q u e sti o n
o v er t h e l o n git u di n al q u ar k  m o m e nt u m f r a cti o n x , a n d
t h u s c o n c e nt r ati n g p u r el y o n t h e t r a n s v e r s e- m o m e nt u m
d e p e n d e n c e. S o m e e x a m pl e r e s ult s ar e e x hi bit e d b el o w.
G e n er ali zi n g t h e s e c al c ul ati o n s t o a s c a n of t h e ( b · P )-
d e p e n d e n c e all o w s o n e t o a c c e s s al s o t h e d e p e n d e n c e o n
x ,  w hi c h i s  F o u ri er c o nj u g at e t o b · P .  N ot e t h at, si n c e
s oft f a ct or s d o n ot d e p e n d o n b · P , t h e y c a n b e f a ct or e d
o ut si d e t h e c or r e s p o n di n g  F o u ri er t r a n sf or m s a n d still
c a n c el e d i n r ati o s.  C a st i n  L or e nt z-i n v ari a nt f or m, t h e
l atti c e g e o m et ri e s r el e v a nt f or  T M D o b s er v a bl e s  m u st
o b e y t h e r el ati o n ( M u s c h et al. , 2 0 1 2 )

v · b

v · P
=

b · P

m 2
N

1 − 1 + 1 / ζ̂ 2 , ( 6 4)

w hi c h f o r c e s o n e t o u s e g e n er al o ff- a xi s di r e cti o n s o n
t h e l atti c e, si g ni fi c a ntl y c o m pli c ati n g t h e a n al y si s.  D at a
f r o m a p r eli mi n ar y s c a n of t h e (b ·P )- d e p e n d e n c e i n di c at e
t h at it i s f e a si bl e t o o bt ai n al s o t h e x - d e p e n d e n c e of  T M D
r ati o s s u c h a s ( 6 3 ).  A c or r e s p o n di n g c o m p r e h e n si v e
d at a p r o d u cti o n e ff ort i s c u r r e ntl y i n p r o gr e s s.  A
c o m pl e m e nt ar y a p p r o a c h t o t h e x - d e p e n d e n c e of  T M D
P D F s b a s e d o n q u a si- T M D  P D F s i s p r e s e nt e d i n d et ail
i n t h e n e xt s e cti o n.

I n a c o n cr et e l atti c e c al c ul ati o n, o n e  m u st e xt r a p ol at e
t h e d at a t o t h e η → ∞ li mit i n or d er t o  m a k e
c o nt a ct  wit h st a n d ar d  T M D  P D F s.  T hi s e xt r a p ol ati o n
i s t y pi c all y u n d er g o o d c o nt r ol, a s s h o w n i n  Fi g. 3 0
(l eft), e x hi biti n g fi r st d at a r e c e ntl y o bt ai n e d di r e ctl y
at t h e p h y si c al pi o n  m a s s.  M or e o v er, t h e l atti c e d at a
n e e d t o b e e xt r a p ol at e d t o t h e r e gi m e of l ar g e ζ̂ .  T hi s
p r e s e nt s a c o n si d er a bl e c h all e n g e, si n c e it r e q ui r e s d at a
at s u ffi ci e ntl y hi g h h a d r o n  m o m e nt a.  Fi g u r e 3 0 ( ri g ht)
di s pl a y s r e s ult s of a c or r e s p o n di n g d e di c at e d st u d y of

t h e  B o er- M ul d er s s hift i n a pi o n ( E n g el h ar dt et al. ,
2 0 1 6 ); t h e  B o er- M ul d er s s hift i s a c o u nt er p art t o t h e
Si v er s s hift i n  w hi c h t h e h a d r o n i s u n p ol ari z e d, b ut t h e
q u ar k i s t r a n s v er s el y p ol ari z e d.  A f u rt h er q u e sti o n t o
b e f a c e d i s  w h et h er t h e  m ulti pli c ati v e r e n or m ali z ati o n
p att er n of c o nti n u u m  T M D  P D F s c ar ri e s o v er t o t h e
l atti c e f or m ul ati o n.  T hi s i s s u e  w a s e x pl or e d i n  R ef. (Y o o n
et al. , 2 0 1 7 ) b y v ar yi n g t h e di s cr eti z ati o n s c h e m e a n d
t e sti n g f or vi ol ati o n s of a  m ulti pli c ati v e r e n or m ali z ati o n
p att er n; a s a m pl e c o m p ari s o n i s s h o w n i n  Fi g. 3 2
(l eft), c or r o b or ati n g t h at s oft f a ct or s c a n c el i n t h e
Si v er s s hift r ati o t o t h e a c c u r a c y a c c e s si bl e i n t h e
c al c ul ati o n.  N ot e t h at, f or s el e ct e d  Di r a c st r u ct u r e s
a n d di s cr eti z ati o n s c h e m e s, o p er at or  mi xi n g h a s b e e n
s h o w n t o o c c u r f or q u ar k bili n e ar o p er at or s  wit h st a pl e-
s h a p e d g a u g e c o n n e cti o n s ( C o n st a nti n o u et al. , 2 0 1 9 ;
G r e e n et al. , 2 0 2 0 ; S h a n a h a n et al. , 2 0 2 0 b ), i n v ali d ati n g
si m pl e  m ulti pli c ati v e r e n or m ali z ati o n.  Fi g. 3 1 ill u st r at e s
t h e  mi xi n g p att er n i n t h e  RI’ / M O M s c h e m e f or q u ar k
bili n e ar o p er at or s c o n st r u ct e d u si n g i m p r o v e d  Wil s o n
f er mi o n s  wit h st a pl e- s h a p e d g a u g e c o n n e cti o n s i n t h e
c a s e of a p u r el y t r a n s v er s e q u ar k o p er at or s e p ar ati o n
b (S h a n a h a n et al. , 2 0 2 0 b ).

Fi n all y, b y e xt e n di n g c al c ul ati o n s of ( 6 1 ) t o n o n z er o
t r a n s v er s e  m o m e nt u m t r a n sf er  ∆ T = P − P , o n e c a n
c or r el at e q u ar k t r a n s v er s e  m o m e nt u m  wit h p o siti o n;  ∆ T

i s  F o u ri e r c o nj u g at e t o t h e q u ar k i m p a ct p ar a m et er
r T .  T hi s all o w s o n e t o di r e ctl y a c c e s s l o n git u di n al
q u ar k or bit al a n g ul ar  m o m e nt u m ( O A M), r T × k T .
T h e c h oi c e of g a u g e li n k U c or r e s p o n d s t o di ff er e nt
d e c o m p o siti o n s of p r ot o n s pi n.  A st a pl e li n k e xt e n di n g
t o i n fi nit y, s u c h a s u s e d i n st a n d ar d  T M D  P D F
st u di e s, yi el d s J a ff e- M a n o h ar  O A M,  w h er e a s t h e η = 0
li mit yi el d s Ji  O A M (B u r k ar dt , 2 0 1 3 ; H att a , 2 0 1 2 ; Ji
et al. , 2 0 1 2 ; R aj a n et al. , 2 0 1 6 , 2 0 1 8 ).  B y v ar yi n g η
wit hi n a l atti c e c al c ul ati o n, a c o nti n u o u s, g a u g e-i n v ari a nt
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FI G. 3 1  Mi xi n g p a t t e r n i n t h e  RI’ / M O M s c h e m e f o r q u a r k bili n e a r o p e r a t o r s c o n s t r u c t e d u si n g i m p r o v e d  Wil s o n f e r mi o n s
wi t h s t a pl e- s h a p e d g a u g e c o n n e c ti o n s.  T h e q u a r k o p e r a t o r s e p a r a ti o n b i s p u r el y t r a n s v e r s e,  wi t h b T / a = 3 , 7 , 1 1 f r o m l ef t t o
ri g ht,  w h e r e a = 0 .0 6 f m d e n o t e s t h e l a t ti c e s p a ci n g.  T h e s t a pl e l e n g t h i s gi v e n b y η / a = 1 4.  C ol o r s i n di c a t e  mi xi n g s t r e n g t h s.
W hi t e ci r cl e s i n di c a t e  mi xi n g s al r e a d y o b t ai n e d i n o n e-l o o p l a t ti c e p e r t u r b a ti o n t h e o r y ( C o n s t a nti n o u et al. , 2 0 1 9 ).

i nt e r p ol ati o n b et w e e n t h e t w o i s o bt ai n e d (E n g el h ar dt ,
2 0 1 7 ).  Fi g. 3 2 ( ri g ht) di s pl a y s c or r e s p o n di n g r e s ult s
r e p ort e d i n  R ef. ( E n g el h ar dt et al. , 2 0 1 8 ). J a ff e- M a n o h ar
o r bit al a n g ul ar  m o m e nt u m i s e n h a n c e d i n  m a g nit u d e
c o m p ar e d t o it s Ji c o u nt er p art.

I V. 4.  Q u a si- T M D  P D F s

A n alt e r n ati v e a p p r o a c h t o c al c ul ati n g  T M D  P D F s
f r o m l atti c e  Q C D u si n g s o- c all e d q u a si- T M D  P D F s (Ji ,
2 0 1 3 , 2 0 1 4 ) h a s b e e n b e e n e x pl or e d r e c e ntl y b y s e v er al
g r o u p s ( E b ert et al. , 2 0 2 0 a , 2 0 1 9 a ,b , 2 0 2 0 b ; Ji et al. ,
2 0 1 9 a ,b ,c , 2 0 2 0 , 2 0 1 5 b ; Vl a di mi r o v a n d S c h äf e r , 2 0 2 0 ).
H e r e, t h e k e y i d e a i s t o c o n st r u ct a n e q u al-ti m e c or r el at or
b y r e pl a ci n g li g htli k e s e p ar ati o n s i n ( 5 1 ) b y a s p a c eli k e
s e p ar ati o n al o n g t h e z di r e cti o n al o n e.  U n d er a  L or e nt z
b o o st, t h e s e s p a c eli k e di r e cti o n s a p p r o a c h t h e li g ht c o n e,
wit h t h e  mi s m at c h b ei n g a c c o u nt e d f or b y a p e rt u r b ati v e
m at c hi n g.

F oll o wi n g t h e n ot ati o n of  R ef. ( E b ert et al. , 2 0 1 9 b ),  w e
d e fi n e t h e q u a si- T M D  P D F a n al o g o u s t o ( 5 0 ) a s

f̃ i / P ( x, b T ,  µ,  P z )  = li m
a → 0
η → ∞

Z̃ i
u v ( µ, a )

× f̃
0 ( u )
i / P x, b T , a, η, P z ∆̃ q

S ( b T , a, η) . ( 6 5)

H e r e, t h e l atti c e s p a ci n g a a ct s a s  U V r e g ul at or, η li mit s
t h e l e n gt h of t h e  Wil s o n li n e s, a n d ∆̃ q

S i s a q u a si- s oft
f a ct or r e q ui r e d t o c a n c el di v er g e n c e s a s η / b T → ∞ .
W hil e it h a s b e e n s h o w n i n  R ef. ( E b ert et al. , 2 0 1 9 b )
t h at t h er e i s n o st r ai g htf or w ar d c o n st r u cti o n of a q u a si-
s oft f a ct or di r e ctl y r el at e d t o t h e s oft f u n cti o n s a p p e ari n g
i n (5 0 ),  R ef. ( Ji et al. , 2 0 1 9 b ) r e c e ntl y p r o p o s e d t o
c al c ul at e it  wit hi n l atti c e  Q C D, e m pl o yi n g a f or m ul ati o n
b a s e d o n h e a v y- q u ar k e ff e cti v e t h e or y. I m p ort a ntl y,
t hi s f a ct or c a n c el s i n r ati o s of q u a si- T M D  P D F s, a n d

h e n c e, si mil arl y t o t h e  m et h o d di s c u s s e d i n I V. 3, a
d et er mi n ati o n of ∆̃ q

S i s n ot n e e d e d t o a c c e s s s u c h r ati o s.
T h e u n s u bt r a ct e d q u a si- T M D  P D F i s d e fi n e d a s

f̃
0 ( u )
i / P ( x, b T , a, η, P z ) =

d b z

2 π
e i b z ( x P z ) N Γ̃

× P q̄ ( b / 2) Ũ Γ̃
2 q ( − b / 2) P , ( 6 6)

w h er e b µ = ( 0 , b T , bz ), a n d t h e  Wil s o n li n e p at h Ũ
i s c h o s e n s u c h t h at it c o n n e ct s b / 2 → ( 0, b T / 2 , η) →
( 0, − b T / 2 , η) → − b / 2.  F or u n p ol ari z e d  T M D  P D F s, t h e
Di r a c st r u ct ur e c a n b e c h o s e n a s Γ̃ = γ 0 , γ3 ,  wit h t h e
n o r m ali z ati o n f a ct or N γ 0 = 1 , Nγ 3 = P z / P 0 .

F o r p ol a ri z e d q u ar k s a n d p r ot o n s, o n e c a n g e n er ali z e
(6 6 ) u si n g di ff er e nt  Di r a c st r u ct u r e s Γ̃.  H o w e v e r, t h e
r el ati o n b et w e e n q u a si- T M D  P D F s a n d  T M D  P D F s h a s
b e e n ar g u e d t o b e s pi n-i n d e p e n d e nt ( E b ert et al. , 2 0 2 0 a ;
Vl a di mi r o v a n d S c h äf e r , 2 0 2 0 ), a n d h e n c e t h e f oll o wi n g
r e s ult s al s o a p pl y t o t h e p ol ari z e d c a s e.

T h e k e y r el ati o n b et w e e n q u a si- T M D  P D F s a n d  T M D
P D F s i s ( E b ert et al. , 2 0 1 9 b ; Ji et al. , 2 0 1 9 c , 2 0 2 0 ;
Vl a di mi r o v a n d S c h äf e r , 2 0 2 0 )

f̃ n s ( x, b T ,  µ,  P z ) = C n s ( µ, x P z ) g S
q ( b T , µ)

× e x p
1

2
γ q

ζ ( µ, b T ) l n
( 2x P z ) 2

ζ
f n s ( x, b T ,  µ, ζ) , ( 6 7)

w hi c h h ol d s u p t o c or r e cti o n s i n b T / η , 1/ (b T P z ) a n d
1 / (P z η ). I n ( 6 7 ), t h e q u a si- T M D  P D F f̃ n s i n t h e
n o n si n gl et n s  = u − d c h a n n el i s r el at e d t o t h e  T M D
P D F f n s t h r o u g h a p e rt u r b ati v e k er n el C n s ,  w hi c h i s
k n o w n at o n e l o o p ( E b ert et al. , 2 0 1 9 b ). It al s o
i n v ol v e s a n o n p ert u r b ati v e f a ct or g S

q b e c a u s e t h e q u a si-
T M D  P D F  w a s n ot d e fi n e d  wit h t h e p h y si c al s oft
f u n cti o n. I n t h e a p p r o a c h of  R ef. (Ji et al. , 2 0 1 9 b ), it
c or r e s p o n d s t o t h e r e d u c e d s oft f a ct or, g S

q =
√

S r , s e e al s o
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FI G. 3 2  L ef t:  C o m p a ri s o n b e t w e e n SI DI S-li mi t d a t a f o r t h e p r o t o n Si v e r s s hif t o b t ai n e d f o r t w o di s ti n c t l a t ti c e di s c r e ti z a ti o n s,
a s a f u n c ti o n of b T a t fi x e d ζ̂ ( Y o o n et al. , 2 0 1 7 ).  T h e d a t a a r e c o m p a ti bl e  wi t hi n u n c e r t ai nti e s, s u g g e s ti n g t h a t n o si g ni fi c a nt
vi ol a ti o n s of  m ul ti pli c a ti v e r e n o r m ali z a ti o n a r e p r e s e nt.  Ri g ht:  L o n gi t u di n al q u a r k  O A M i n t h e p r o t o n L 3 a s a f u n c ti o n of
s t a pl e l e n g t h a t fi x e d ζ̂ ( E n g el h a r d t et al. , 2 0 1 8 ).  T h e li mi t η = 0 yi el d s Ji  O A M, η →  ± ∞ J a ff e- M a n o h a r  O A M.  T h e r a ti o of
L 3 t o t h e n u m b e r of v al e n c e q u a r k s n i s e v al u a t e d t o c a n c el  m ul ti pli c a ti v e r e n o r m ali z a ti o n s, a n al o g o u s t o  E q. (6 3 ).  D a t a a r e
s h o w n i n u ni t s of t h e a b s ol u t e v al u e of Ji  O A M.

R ef. ( Ji et al. , 2 0 2 0 ).  O n c e c al c ul ati o n s of t hi s r e d u c e d
s oft f a ct or b e c o m e a v ail a bl e, q u a si- T M D  P D F s c a n b e
f or m ul at e d  wit h o ut t hi s n o n p ert u r b ati v e f a ct or (Ji et al. ,
2 0 1 9 b ,c ).  L a stl y, ( 6 7 ) al s o i n v ol v e s t h e n o n p ert u r b ati v e
C S e v ol uti o n k er n el, s e e ( 5 6 ),  w hi c h r el at e s t h e h a d r o n
e n er gi e s P z a n d ζ .

T h e  C olli n s- S o p er k er n el γ ζ i s r e q ui r e d t o r el at e
T M D  P D F s at di ff er e nt h a d r o n e n er gi e s, a n d t h u s it s
n o n p ert u r b ati v e d et er mi n ati o n f r o m l atti c e  Q C D i s of
k e y i nt er e st.  B a s e d o n ( 6 7 ),  R ef s. ( E b ert et al. , 2 0 1 9 a ,b )
p r o p o s e d t o d et er mi n e it f r o m r ati o s of q u a si- T M D  P D F s
at di ff er e nt  m o m e nt a P z

1 = P z
2 ,

γ q
ζ ( µ, b T ) =

1

l n(P z
1 / P z

2 )
l n

C n s ( µ, x P z
2 ) f̃ n s ( x, b T ,  µ,  P z

1 )

C n s ( µ, x P z
1 ) f̃ n s ( x, b T ,  µ,  P z

2 )
,

( 6 8)

s e e al s o  R ef. ( Vl a di mi r o v a n d S c h äf e r , 2 0 2 0 ) f o r a r el at e d
p r o p o s al. I n t h e r ati o i n ( 6 8 ), t h e q u a si- s oft f a ct or
∆̃ q

S c a n c el s, a n d t h u s t h e  C olli n s- S o p er k er n el c a n b e
o bt ai n e d f r o m a r ati o of u n s u bt r a ct e d ( b ut r e n or m ali z e d)
q u a si- T M D  P D F s al o n e.  A n ot h er k e y a d v a nt a g e i s t h e
i n d e p e n d e n c e of (6 8 ) o n t h e h a d r o n st at e, a n d h e n c e it
c a n b e c al c ul at e d i n a pi o n st at e r at h er t h a n a p r ot o n
st at e.

Wit h o ut ∆̃ q
S , b ot h n u m e r at or a n d d e n o mi n at or i n

(6 8 ) s u ff er f r o m di v er g e n c e s a s s o ci at e d  wit h  Wil s o n-
li n e s elf e n er gi e s, t h at i s, di v er g e n c e s i n η / b T .  T h e s e
di v e r g e n c e s c a n c el i n t h e r ati o, b ut i n p r a cti c e it c a n
b e n u m eri c all y  m or e r eli a bl e t o e nf or c e t hi s c a n c ell ati o n
s e p ar at el y i n n u m er at or a n d d e n o mi n at or. I n  R ef. ( E b ert
et al. , 2 0 2 0 b ), it  w a s s u g g e st e d t o i n s ert a c o m m o n
r e n or m ali z ati o n f a ct or d et er mi n e d n o n p ert ur b ati v el y i n
t h e  RI’ / M O M s c h e m e o n t h e l atti c e, a n d it s c o n v er si o n
t o t h e M S s c h e m e  w a s c al c ul at e d at o n e l o o p.  T h e
fi r st l atti c e st u di e s of t hi s r e n or m ali z ati o n f a ct or  w er e

e x pl or e d i n  R ef. ( S h a n a h a n et al. , 2 0 2 0 b ), r e v e ali n g
si g ni fi c a nt o p er at or  mi xi n g o n t h e l atti c e, cf.  Fi g. 3 1 ,
w hi c h  w a s t r e at e d b y di a g o n ali zi n g t h e r e n or m ali z ati o n
a n d  m at c hi n g  m at ri c e s f or t h e  RI’ / M O M s c h e m e.

T h e f e a si bilit y of t h e a b o v e  m et h o d of d et er mi ni n g t h e
C olli n s- S o p er k er n el  w a s d e m o n st r at e d i n  R ef. ( S h a n a h a n
et al. , 2 0 2 0 a ) u si n g a l atti c e of si z e L 3 × T = ( 2 f m) 3 ×
4 f m a n d l atti c e s p a ci n g a = 0 .0 6 f m  wit h a h e a v y
pi o n  m a s s m π = 1 .2  G e V.  T a ki n g a d v a nt a g e of ( 6 8 )
b ei n g i n d e p e n d e nt of t h e h a dr o n st at e, t h e  C olli n s- S o p er
k er n el f or n f = 0 q u a r k fl a v or s  w a s e xt r a ct e d f r o m
a q u e n c h e d c al c ul ati o n of q u a si  T M D  P D F s i n a pi o n
st at e  wit h  m o m e nt a P z ∈ { 1 .2 9 , 1 .9 4 , 2 .5 8 } G e V.  T h e
st u d y f o u n d t h at t h e e xt r a p ol ati o n of t h e p o siti o n- s p a c e
m at ri x el e m e nt t o b z → ∞ p o s e s a k e y c h all e n g e i n
t h e  F o u ri er t r a n sf or m i n ( 6 6 ).  T w o di ff er e nt fit s t o t h e
l atti c e d at a  w er e p erf or m e d u si n g  B er n st ei n a n d  H er mit e
p ol y n o mi al s, a n d st r o n g s e n siti vit y t o t h e fi nit e si z e of
t h e l atti c e  w a s o b s er v e d b y c o m p ari n g t h e e xt r a p ol ati o n s
of t h e t w o p ol y n o mi al fit s t o b z >  L / 2.  A d diti o n al
s y st e m ati c e ff e ct s f r o m t h e p o w er c or r e cti o n s  m e nti o n e d
b el o w ( 6 7 ) c o ul d n ot b e r e s ol v e d  wit h t h e li mit e d d at a
f r o m t h e e m pl o y e d l atti c e si m ul ati o n.  N e v ert h el e s s,
p r o mi si n g r e s ult s  w er e o bt ai n e d, d e m o n st r ati n g t h at
l atti c e r e s ult s f or t h e  C S k er n el i n t h e n o n p ert u r b ati v e
r e gi o n u p t o b T ∼ 1 f m a r e t r a ct a bl e p r o vi d e d t h at f ut u r e
c al c ul ati o n s ar e p erf or m e d o n si g ni fi c a ntl y l ar g e r l atti c e
v ol u m e s.

Fi g u r e 3 3 s h o w s t h e r e s ult of  R ef. ( S h a n a h a n
et al. , 2 0 2 0 a ) f or t h e b T - d e p e n d e n c e of t h e  C S k er n el,
c o m p ari n g t h ei r t w o e xt r a cti o n s u si n g  B er n st ei n a n d
H er mit e p ol y n o mi al s t o p e rt u r b ati v e p r e di cti o n s of t h e
s a m e q u a ntit y.  T h e p ert u r b ati v e r e s ult s di v e r g e at b T ≈
0 .2 5 f m d u e t o t h e  L a n d a u p ol e of t h e st r o n g c o u pli n g,
w hil e t h e l atti c e c al c ul ati o n yi el d s e n c o u r a gi n g r e s ult s f or
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FI G. 3 3 R e s ul t s of R ef. ( S h a n a h a n et al. , 2 0 2 0 a ) f o r t h e
b T - d e p e n d e n c e of C olli n s- S o p e r e v ol u ti o n.  T h e r e d a n d
p u r pl e d a t a e x hi bi t r e s ul t s u si n g t w o di ff e r e nt i nt e r p ol a ti o n s
of t h e u n s u b t r a c t e d q u a si- T M D P D F. T h e d a s h e d a n d s oli d
li n e s i n di c a t e p e r t u r b a ti v e r e s ul t s f o r t h e s a m e q u a nti t y,
w hi c h b r e a k d o w n a t t h e L a n d a u p ol e a t b T ≈ 0 .2 5 f m.
B o t h i n t h e s m all- b T li mi t a s w ell a s i n t h e l a r g e-b T r e gi o n
t h e r e a r e a d di ti o n al s y s t e m a ti c u n c e r t ai nti e s o wi n g t o p o w e r
c o r r e c ti o n s t h a t h a v e n o t b e e n e s ti m a t e d i n t h e fi g u r e.

all v al u e s of b T , e x c e pt f or v er y s m all b T w h er e 1 / (b T P z )
p o w er c orr e cti o n s b e c o m e i m p ort a nt.

It will al s o b e i nt er e sti n g t o c o n si d er ot h er r ati o s of
T M D P D F s o bt ai n e d fr o m l atti c e Q C D, f or e x a m pl e
r ati o s of ( q u a si-) T M D P D F s i n di ff er e nt h a dr o n st at e s, or
r ati o s of s pi n- d e p e n d e nt ( q u a si-) T M D P D F s. S u c h r ati o s
of q u a si- T M D P D F s ar e i n d e p e n d e nt of t h e s oft f a ct or,
a n d, w h e n e v al u at e d at e q u al m o m e nt a, ar e f urt h er m or e
i n d e p e n d e nt of t h e C S e v ol uti o n i n (6 7 ); t h e y c a n t h u s b e
r el at e d p ert ur b ati v el y t o c orr e s p o n di n g r ati o s of T M D
P D F s.  Of p arti c ul ar v al u e will b e l atti c e r e s ult s of
s u ffi ci e nt q u alit y, a n d i n t h e r el e v a nt ki n e m ati c al r e gi m e s,
t o b e u s ef ul a s a u xili ar y i n p ut t o p h e n o m e n ol o gi c al fit s
of T M D P D F s, di s c u s s e d i n t h e n e xt s e cti o n.

I V. 5. S t a t u s of gl o b al T M D fi t s

T M D P D F s c arr y ri c h i nf or m ati o n o n p art o n c o n fi n e d
m oti o n i n si d e a b o u n d h a dr o n, a s w ell a s o n c orr el ati o n s
b et w e e n t h e m oti o n of q u ar k s a n d gl u o n s a n d t h e
dir e cti o n of h a dr o n s pi n.  T h eir i nf or m ati o n c a n b e
e xtr a ct e d fr o m d at a o n Q C D f a ct ori z a bl e h a dr o ni c
c r o s s s e cti o n s or l atti c e o b s er v a bl e s ( s u c h a s q u a si- or
p s e u d o- T M D P D F s), a n d t h eir pr o p erti e s c o ul d al s o b e
st u di e d i n t er m s of m o d el c al c ul ati o n s.  T h e li mit e d
ki n e m ati c c o v er a g e f or t h e di ff er e nti al c r o s s s e cti o n s
p r o vi d e d b y e x p eri m e nt al d at a l e a d s t o a c h all e n gi n g
i n v er s e pr o bl e m; it i s u nli k el y, if n ot i m p o s si bl e, t h at
o n e c a n c o m pl et el y fi x t h e T M D P D F s a s c o nti n u o u s
f u n cti o n s o v er t h e f ull r a n g e of ki n e m ati c s.  T o pi n
d o w n T M D P D F s t o t h e b e st p o s si bl e a c c ur a c y, w e n e e d
d at a fr o m m ulti pl e o b s er v a bl e s, e x p eri m e nt all y m e a s ur e d
o r c al c ul at e d wit hi n L atti c e Q C D, t h at ar e r el at e d t o

t h e s a m e u ni v er s al s et of T M D P D F s, c o v eri n g a wi d e
ki n e m ati c r e gi m e, a n d t o p erf or m Q C D gl o b al a n al y s e s
a n d fit s, si mil ar t o w h at i s d o n e t o e xtr a ct t h e P D F s a s
d e s cri b e d i n S e c. II. 3.

H o w e v er, t h er e ar e f u n d a m e nt al di ff er e n c e s b et w e e n
gl o b al fit s t o e xtr a ct P D F s a n d t h e gl o b al fit s f or
e xtr a cti n g T M D P D F s.  Wit h t h e li n e ar D G L A P
e v ol uti o n e q u ati o n s, P D F s ar e u ni q u el y d et er mi n e d o n c e
w e h a v e a s et of i n p ut P D F s a s a f u n cti o n of x at a l o w e st
p o s si bl e i n p ut h ar d s c al e Q 0 ∼ G e V, si n c e all D G L A P
e v ol uti o n k er n el s ar e p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e f or s c al e s
l ar g er t h a n Q 0 . T h e n, P D F s at Q > Q 0 c a n b e g e n er at e d
b y t h e D G L A P e v ol uti o n, w hi c h i s t h e pr e di cti v e p o w er
of Q C D d y n a mi c s a n d it s f a ct ori z ati o n f or m ali s m.

F or T M D P D F s wit h t w o m o m e nt u m s c al e s, Q a n d k T

( or it s F o uri er c o nj u g at e b T ), Q C D e v ol uti o n i n v ol v e s
t w o c o u pl e d e v ol uti o n e q u ati o n s a n d c o v er s a t w o-
di m e n si o n al p h a s e s p a c e, e. g., ( Q, b T ), w h er e b T ∈
[ 0, ∞ ) (C olli n s et al. , 1 9 8 5 ).  A s a c o n s e q u e n c e, t h e
p at h u s e d i n s ol vi n g t h e s e t w o c o u pl e d e q u ati o n s i s
n ot u ni q u e, w hi c h c o ul d a ff e ct t h e si z e of hi g h er or d er
c orr e cti o n s, l e a di n g t o a n a d diti o n al s c h e m e d e p e n d e n c e
of t h e T M D P D F s ( S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ).
H o w e v er, t h e f u n d a m e nt al a n d m o st i m p ort a nt di ff er e n c e
fr o m D G L A P e v ol uti o n i s t h at e v ol uti o n k er n el s f or
e v ol vi n g T M D P D F s fr o m a n i n p ut s c al e Q 0 t o a n y hi g h er
o b s er v e d s c al e Q , r ef err e d a s t h e C olli n s- S o p er k er n el s
( cf. S e c. I V. 2), d e p e n d o n t h e v al u e of b T , a n d ar e n ot
p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e f or t h e r e gi o n w h er e b T > 1 / Q 0 .
T h at i s, if t h e F o uri er tr a n sf or m t o o bt ai n m o m e nt u m
s p a c e k T - d e p e n d e nt T M D P D F s, w hi c h ar e n e e d e d f or
e v al u ati n g m o m e nt u m- s p a c e c r o s s s e cti o n s, i s s e n siti v e
t o t h e l ar g e b T -r e gi o n of t h e e v ol v e d b T - di stri b uti o n s,
Q C D p ert ur b ati o n t h e or y a n d it s f a ct ori z ati o n f or m ali s m
c a n n ot u ni q u el y g e n er at e T M D P D F s at a l ar g e s c al e Q
fr o m i n p ut T M D P D F s at Q 0 a s a f u n cti o n of x a n d k T

( or b T i n F o uri er s p a c e) (C olli n s et al. , 1 9 8 5 ).

I n hi g h e n e r g y c olli si o n s, a p art o n s h o w e r d e v el o p s
f oll o wi n g t h e br e a ki n g u p of t h e c olli di n g h a dr o n( s), a n d
t h e c h ar a ct eri sti c s of t h e s h o w er d e p e n d o n t h e h ar d s c al e
of t h e c olli si o n Q a n d t h e a v ail a bl e p h a s e s p a c e f or t h e
s h o w e r, w hi c h i s s e n siti v e t o pr o b e d p art o n m o m e nt u m
fr a cti o n x (Gr e w al et al. , 2 0 2 0 ).  C o n s e q u e ntl y, t h e
pr o b e d a cti v e p art o n’ s k T i n h ar d c olli si o n s, d e s cri b e d
b y t h e m e a s ur e d T M D P D F s, i s n ot t h e s a m e a s t h e
i ntri n si c tr a n s v er s e m o m e nt u m k T 0 of t h e s a m e p art o n
i n si d e a b o u n d h a dr o n.  T h e di ff er e n c e i s e n c o d e d
i n t h e Q C D e v ol uti o n of T M D P D F s.  F or p h y si c al
o b s er v a bl e s w h o s e m o m e nt u m tr a n sf er Q i s l ar g e a n d
a cti v e p art o n x i s e ff e cti v el y s m all, s u c h a s t h e tr a n s v er s e
m o m e nt u m q T - d e p e n d e n c e of W / Z or Hi g g s pr o d u cti o n
at c olli d er e n er gi e s, Q C D e v ol uti o n ( or t h e e ff e ct of
t h e s h o w er) i s d o mi n at e d b y p ert ur b ati v el y c al c ul a bl e
l ar g e l o g arit h m s, or e q ui v al e ntl y, t h e b T - d e p e n d e n c e of
t h e r el e v a nt T M D P D F s i n F o uri er s p a c e i s c o m pl et el y
d o mi n at e d b y t h e p ert ur b ati v e s m all- b T r e gi o n ( Gr e w al
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et al. , 2 0 2 0 ; Qi u a n d Z h a n g , 2 0 0 1 b ). I n t hi s c a s e, n o n-
p ert ur b ati v e e v ol uti o n k er n el s fr o m t h e l ar g e- b T r e gi o n
a r e e ff e cti v el y irr el e v a nt, t h e e xtr a ct e d k T - d e p e n d e n c e
of T M D P D F s f or t h e s e o b s er v a bl e s i s p ert ur b ati v el y
g e n er at e d ( b y t h e c al c ul a bl e p art of t h e s h o w er), a n d t h e
o nl y r el e v a nt n o n- p ert ur b ati v e i nf or m ati o n i s gi v e n b y
n or m al c olli n e ar P D F s. P h y si c all y, f or s u c h o b s er v a bl e s
a n d t h e c orr e s p o n di n g T M D P D F s, t h e i nf or m ati o n
o n n o n- p ert ur b ati v e p art o ni c m oti o n ( or i ntri n si c k T 0 -
d e p e n d e n c e) i n si d e a b o u n d h a dr o n w a s dil ut e d b y t h e
t r e m e n d o u s s h o w er d e v el o p e d d uri n g t h e c olli si o n ( or
t h e e ff e cti v e k T 0

2 q T
2 ). I n t hi s c a s e, Q C D

p ert ur b ati o n t h e or y a n d it s T M D f a ct ori z ati o n f or m ali s m
s h o ul d h a v e e x c ell e nt pr e di cti v e p o w er si mil ar t o t h at
of c olli n e ar f a ct ori z ati o n ( B e r g e r a n d Qi u , 2 0 0 3 ; Gr e w al
et al. , 2 0 2 0 ; Qi u a n d Z h a n g , 2 0 0 1 a ). Q C D gl o b al a n al y s e s
a n d fit s of d at a o n t hi s ki n d of o b s er v a bl e at hi g h
e n er g y c olli d er s s h o ul d pr o vi d e e x c ell e nt pr e ci si o n t e st s of
Q C D f a ct ori z ati o n a n d r e s u m m ati o n of l ar g e l o g arit h m s,
a n d a d diti o n al o p p ort u niti e s or c h a n n el s t o e x pl or e n e w
p h y si c s; t h e y s h o ul d b e p ur s u e d f or L H C p h y si c s.

O n t h e ot h er h a n d, f or e xtr a cti n g i nf or m ati o n o n t h e
m oti o n of q u ar k s a n d gl u o n s i n si d e a b o u n d h a dr o n,
a f u n d a m e nt al e m er g e nt Q C D p h e n o m e n o n, w e n e e d
t o pr o b e T M D P D F s t hr o u g h s c att eri n g pr o c e s s e s
wit h r el ati v el y l e s s dil uti o n fr o m p art o ni c s h o w er s,
a n d o b s er v a bl e s wit h a r el ati v el y s m all er m o m e nt u m
t r a n sf er Q . I n t hi s c a s e, Q C D e v ol uti o n ( or t h e
c o n n e cti o n b et w e e n t h e m e a s ur e d k T - d e p e n d e n c e at t h e
h ar d c olli si o n s c al e Q a n d t h e i ntri n si c k T 0

d e p e n d e n c e
i n si d e a b o u n d h a dr o n) i s v er y m u c h s e n siti v e t o t h e
n o n- p ert ur b ati v e l ar g e b T r e gi o n ( Gr e w al et al. , 2 0 2 0 ;
Qi u a n d Z h a n g , 2 0 0 1 b ; S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ).
A n y gl o b al a n al y s e s of T M D P D F s a n d fit s of d at a fr o m
t hi s ki n e m ati c r e gi m e h a v e t o cl e arl y d e fi n e h o w t h e n o n-
p ert ur b ati v e e v ol uti o n i n t h e l ar g e b T -r e gi m e i s tr e at e d
(C olli n s a n d R o g er s , 2 0 1 5 ).

T h er e h a v e b e e n t hr e e t y p e s of a p pr o a c h e s t o tr e ati n g
t h e n o n- p ert ur b ati v e e v ol uti o n i n t h e l ar g e- b T r e gi m e.
A s ori gi n all y pr o p o s e d i n t h e pi o n e eri n g p a p er o n T M D
p h y si c s ( or p h y si c s of t w o- s c al e o b s er v a bl e s) ( C olli n s
et al. , 1 9 8 5 ), t h e e v ol uti o n i s c o m pl et el y t a k e n c ar e of b y
p ert ur b ati v e C olli n s- S o p er e v ol uti o n k er n el s i n t h e s m all
b T -r e gi m e b y i ntr o d u ci n g a “b ∗ - pr e s cri pti o n ”,

f i / P (x, b T , Q) ≡ f i / P (x, b T
∗ , Q) F N P (x, b T , Q) , ( 6 9)

w h er e b T
∗ ≡ b T / 1 + ( b T / b T m a x ) 2 , s u c h t h at b ∗

T <
b T m a x

f or b T ∈ [ 0, ∞ ), a n d F N P (x, b T , Q) i s a
n o n p ert ur b ati v e f u n cti o n t o b e fitt e d t hr o u g h d at a fr o m
gl o b al fit s ( C olli n s a n d R o g er s , 2 0 1 5 ; D a vi e s et al. , 1 9 8 5 ;
L a n dr y et al. , 2 0 0 3 ; M e n g et al. , 1 9 9 6 ).  T h e s e c o n d
a p pr o a c h i s t o k e e p t h e p ert ur b ati v el y e v ol v e d T M D
P D F s i n t h e s m all- b T r e gi o n a s t h e y ar e, a n d i ntr o d u c e
a m o d el e v ol uti o n k er n el f or t h e l ar g e- b T r e gi o n w h o s e
p ar a m et er s ar e fitt e d b y e x p eri m e nt al d at a ( Qi u a n d

Z h a n g , 2 0 0 1 b ; S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ).  T h e
t hir d a p pr o a c h i s t o c al c ul at e t h e s e n o n- p ert ur b ati v e
e v ol uti o n k er n el s wit hi n l atti c e Q C D, a s di s c u s s e d i n
t h e pr e vi o u s s u b s e cti o n, a n a p pr o a c h w hi c h n e e d s t o
b e e x pl or e d f urt h er. I n vi e w of t h e r e a c h of l atti c e
T M D c al c ul ati o n s p erf or m e d t o d at e, it s e e m s pl a u si bl e
t o a nti ci p at e t h at, i n t h e m e di u m t er m, o bt ai ni n g n o n-
p ert ur b ati v e e v ol uti o n k er n el s wit h a n a c c ur a c y i n t h e
r a n g e of 1 0- 2 0 % u p t o b T ∼ 1 f m at h a dr o n m o m e nt a u p
t o a b o ut 2 G e V at t h e p h y si c al pi o n m a s s will b e p o s si bl e.
T h e r e stri cti o n i n t h e h a dr o n m o m e nt u m i s li k el y t o
r e m ai n a si g ni fi c a nt s o ur c e of s y st e m ati c u n c ert ai nt y,
e n g e n d eri n g hi g h er-t wi st p o w er c orr e cti o n s t h at m u st b e
br o u g ht u n d er n u m eri c al c o ntr ol. Al s o e ff e ct s of t h e fi nit e
si z e of t h e l atti c e ar e still o nl y r u di m e nt aril y u n d er st o o d.
N o n et h el e s s, s u c h i n p ut c o ul d pr o vi d e v al u a bl e a d diti o n al
i nf or m ati o n f or gl o b al fit s.

P h e n o m e n ol o gi c all y, m o st e ff ort s t o e xtr a ct T M D
P D F s fr o m e xi sti n g d at a ar e c o n c e ntr at e d o n t h e
u n p ol ari z e d f 1 (x, k 2

T ) i n E q. ( 5 8 ). I n r e c e nt y e ar s, t h er e
h a s b e e n tr e m e n d o u s pr o gr e s s b ot h i n t h e a c c ur a c y of
t h e t h e or eti c al fr a m e w or k a n d i n t h e di m e n si o n of t h e
d at a s et i n cl u d e d i n t h e fit. E xtr a cti o n s of f 1 (x, k 2

T ) fr o m
SI DI S d at a w er e p erf or m e d i n t h e s o- c all e d e xt e n d e d
p art o n m o d el ( A n s el mi n o et al. , 2 0 1 4 ; Si g n ori et al. ,
2 0 1 3 ) (t h e l att er b ei n g t h e o nl y a n al y si s s o f ar wit h a n
e x pli cit fl a v or d e p e n d e n c e i n t h e fitti n g p ar a m et er s of
t h e f u n cti o n al f or m), a n d w er e f oll o w e d b y e xtr a cti o n s i n
t h e a p pr o pri at e T M D fr a m e w or k b ut li mit e d t o Dr ell-
Y a n a n d Z - b o s o n pr o d u cti o n d at a. I n t h e s e c a s e s,
t h e d e s c ri pti o n of t h e T M D e v ol uti o n f or m ul a ( 5 7 )
w a s c o nti n u o u sl y i m pr o v e d, m o vi n g fr o m t h e N L L
l e v el (B a c c h ett a et al. , 2 0 1 7 ; E c h e v arri a et al. , 2 0 1 4 ; S u n
et al. , 2 0 1 8 ) t hr o u g h t h e N N L L o n e ( B ert o n e et al. , 2 0 1 9 ;
D’ Al e si o et al. , 2 0 1 4 ; S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 8 ), u p
t o t h e N N N L L l e v el ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 9 a ; S ci m e mi
a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ) t h at m at c h e s t h e a c c ur a c y of
st a n d ar d p h e n o m e n ol o g y at t h e L H C ( s e e T a bl e 1 a n d
S e c. 2. 3 of R ef. ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 9 a ) f or m or e d et ail s
o n t h e p ert ur b ati v e e x p a n si o n). I n t h e m o st r e c e nt
a n al y s e s ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 9 a ; B ert o n e et al. , 2 0 1 9 ;
S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 8 , 2 0 1 9 ), v e r y pr e ci s e d at a
fr o m t h e L H C (i n p arti c ul ar, fr o m A T L A S) w e r e i n cl u d e d
i n t h e fit a n d t ur n e d o ut t o h a v e a l ar g e i m p a ct o n
t h e b e h a vi o ur of f 1 (x, k 2

T ) at s m all x . C o n v er s el y, t h e
i m p a ct of a fl a v or- d e p e n d e nt T M D ( a s o bt ai n e d fr o m
t h e l o w- e n er g y a n al y si s of R ef. ( Si g n ori et al. , 2 0 1 3 ))
o n t h e e xtr a cti o n of St a n d ar d M o d el p ar a m et er s at t h e
L H C w a s e x pl or e d i n R ef. ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 9 c )
u si n g t h e t e m pl at e- fit t e c h ni q u e, r e a c hi n g t h e c o n cl u si o n
t h at fl a v or s e n siti vit y i n t h e i ntri n si c q u ar k tr a n s v er s e
m o m e nt u m mi g ht i n d u c e a n a d diti o n al u n c ert ai nt y i n t h e
e xtr a cti o n of t h e W b o s o n m a s s t h at i s c o m p ar a bl e t o t h e
err or c orr el at e d t o P D F u n c ert ai nti e s.

T h e fir st e xtr a cti o n of f 1 (x, k 2
T ) i n t h e T M D fr a m e w or k

fr o m a gl o b al fit of b ot h SI DI S d at a a n d m e a s ur e m e nt s
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of t h e Dr ell- Y a n a n d Z - b o s o n pr o d u cti o n pr o c e s s e s
c a n b e f o u n d i n R ef. ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 7 ).  T h e
a p pr o a c h i s b a s e d o n t h e d e s cri pti o n at N L L of
t h e p ert ur b ati v e C olli n s- S o p er e v ol uti o n k er n el pl u s
a m o di fi e d “ b ∗ - pr e s cri pti o n ”.  T h e fit i n cl u d e s 8 0 5 9
d at a p oi nt s wit h a q u alit y of χ 2 / d. o.f.  = 1. 5 5 ±
0. 0 5 wit h o nl y 1 1 p ar a m et er s.  T h e r e s ult s c o n fir m
t h e u ni v er s alit y of T M D P D F s b ut s h o w a m ar k e d
a nti- c orr el ati o n b et w e e n T M D P D F s a n d T M D F F s,
c alli n g f or a n i n d e p e n d e nt e xtr a cti o n of tr a n s v e r s e-
m o m e nt u m d e p e n d e nt fr a g m e nt ati o n f u n cti o n s fr o m e + -
e − a n ni hil ati o n d at a ( w hi c h i s still mi s si n g).  T h e
s a m e fi n di n g i s o bt ai n e d i n t h e m or e r e c e nt gl o b al fit
of R ef. ( S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ), w h er e t h e
p ert ur b ati v e a c c ur a c y of t h e T M D at s m all b T i s p u s h e d
t o t h e N N N L O l e v el a n d t h e n o n p ert ur b ati v e p art of t h e
e v ol uti o n at l ar g e b T i s fitt e d t o d at a. T h e a n al y si s of
R ef. ( S ci m e mi a n d Vl a di mir o v , 2 0 1 9 ) i n cl u d e s r e c e nt v er y
p r e ci s e L H C d at a, alt h o u g h t h e t ot al n u m b er of a n al y z e d
d at a p oi nt s ( 1 0 3 9) f all s s h ort of t h e hit h ert o l ar g e st s et
of 8 0 5 9 a n al y z e d i n R ef. ( B a c c h ett a et al. , 2 0 1 7 ).

A s f or p ol ari z e d T M D P D F s i n E q. ( 5 8 ), t h e b e st
k n o w n i s t h e Si v er s f u n cti o n f ⊥

1 T (x, k 2
T ). It d e s cri b e s h o w

t h e k T di stri b uti o n of a n u n p ol ari z e d q u ar k i s di st ort e d
i n a tr a n s v er s el y p ol ari z e d h a dr o n (Si v e r s , 1 9 9 0 ). I n
f a ct, f or a n u cl e o n wit h m a s s M m o vi n g al o n g t h e ˆz
dir e cti o n a n d tr a n s v er s el y p ol ari z e d al o n g t h e ŷ di r e cti o n,
t h e p r o b a bilit y d e n sit y of a q u ar k wit h fl a v or q i s gi v e n,
at a c ert ai n ( u n d er st o o d) s c al e Q , b y

f q / N ↑ (x, k x , ky ) = f q
1 (x, k 2

T ) − f ⊥ q
1 T (x, k 2

T )
k x

M
, ( 7 0)

cf. E q. ( 5 8 ). If t h e n u cl e o n w er e u n p ol ari z e d, t h e f q / N

w o ul d b e d et er mi n e d o nl y b y t h e u n p ol ari z e d T M D
P D F f 1 a n d t h e d e n sit y w o ul d b e p erf e ctl y s y m m etri c
a r o u n d t h e ẑ di r e cti o n. T h e tr a n s v er s e p ol ari z ati o n of
t h e n u cl e o n i n d u c e s a di st orti o n of t h e d e n sit y al o n g
t h e x̂ di r e cti o n t h r o u g h t h e Si v er s T M D P D F f ⊥

1 T .
E vi d e ntl y, f ⊥

1 T d e s cri b e s a s pi n- or bit e ff e ct at t h e p art o ni c
l e v el. T h e Si v er s f u n cti o n i s r e pr e s e nt ati v e of t h e cl a s s
of n aı̈ v e T- o d d T M D s, n a m el y of t h o s e T M D s t h at
a r e n ot c o n str ai n e d b y T- r e v er s al i n v ari a n c e ( B o er a n d
M ul d er s , 1 9 9 8 ).  T h eir u ni v er s alit y i s br o k e n b ut i n
a c al c ul a bl e w a y.  F or e x a m pl e, t h e Si v er s f u n cti o n
e xtr a ct e d i n a Dr ell- Y a n pr o c e s s wit h a tr a n s v er s el y
p ol ari z e d pr ot o n s h o ul d t ur n o ut o p p o sit e t o t h e o n e
t h at i s e xtr a ct e d i n SI DI S. T h e f ⊥

1 T |D Y = − f ⊥
1 T |S I D I S

pr e di cti o n i s b a s e d o n v er y g e n er al a s s u m pti o n s, a n d it
r e pr e s e nt s a f u n d a m e nt al t e st of Q C D ( C olli n s , 2 0 0 2 ).
T h er ef or e, it i s t h e s u bj e ct of i nt e n s e e x p eri m e nt al
i n v e sti g ati o n.  Pr eli mi n ar y r e s ult s hi nt t o st ati sti c all y
f a v or t h e pr e di cti o n (A d a m c z y k et al. , 2 0 1 6 ; A g h a s y a n
et al. , 2 0 1 7 ; A n s el mi n o et al. , 2 0 1 7 ) alt h o u g h m or e pr e ci s e
d at a ar e n e e d e d t o dr a w a s h ar p c o n cl u si o n.  M a n y
p ar a m etri z ati o n s of t h e Si v er s f u n cti o n ar e a v ail a bl e (f or
e x a m pl e, s e e R ef s. ( A n s el mi n o et al. , 2 0 1 2 ; A y b at et al. ,

FI G. 3 4 U p p e r p a n el s: q u a r k d e n si t y f q / N = f 1 ( x = 0 .1 , k2T )

a t Q 2 = 1 G e V 2 f o r a n u n p ol a ri z e d p r o t o n m o vi n g i d e all y
t o w a r d s t h e r e a d e r; l ef t p a n el f o r u p q u a r k, ri g ht p a n el f o r
d o w n q u a r k. L o w e r p a n el s: q u a r k d e n si t y f q / N ↑ = f 1 ( x =

0 .1 , k2T ) − f ⊥ q
1 T ( x = 0 .1 , k2T ) k x / M i n t h e s a m e c o n di ti o n s b u t

f o r a p r o t o n t r a n s v e r s el y p ol a ri z e d al o n g t h e ŷ di r e c ti o n ( s e e
t e x t ).

2 0 1 2 ; B a c c h ett a a n d R a di ci , 2 0 1 1 ; B o er , 2 0 1 3 ; C olli n s
et al. , 2 0 0 6 ; S u n a n d Y u a n , 2 0 1 3 ; V o g el s a n g a n d Y u a n ,
2 0 0 5 )). I n R ef. ( B a c c h ett a et al. , 2 0 2 0 b ), t h e d e n sit y
f q / N ↑ of E q. ( 7 0 ) i s r e c o n str u ct e d b y c o m bi ni n g t h e
e xtr a cti o n of t h e u n p ol ari z e d f 1 fr o m R ef. (B a c c h ett a
et al. , 2 0 1 7 ) wit h t h e e xtr a cti o n of t h e Si v er s f ⊥

1 T fr o m
SI DI S d at a i n t h e s a m e a p pr o a c h. I n t hi s w a y, t h e
q u ar k d e n sit y i s r e c o n str u ct e d i n a c o n si st e nt w a y fr o m
r e al e x p eri m e nt al d at a f or n u cl e o n s wit h or wit h o ut
tr a n s v er s e p ol ari z ati o n. I n Fi g. 3 4 , f q / N ↑ i s r e pr e s e nt e d
at x = 0 .1 a n d Q 2 = 1 G e V 2 f or a pr ot o n i d e all y m o vi n g
t o w ar d s t h e r e a d er. T h e u p p er p a n el s c orr e s p o n d t o t h e
s y m m etri c sit u ati o n of a n u n p ol ari z e d pr ot o n. T h e l o w er
p a n el s s h o w t h e di st orti o n al o n g t h e x̂ di r e cti o n i n d u c e d
b y t h e tr a n s v er s e p ol ari z ati o n al o n g t h e ŷ di r e cti o n,
w hi c h t ur n s o ut o p p o sit e f or t h e u p q u ar k (l eft p a n el) a n d
t h e d o w n q u ar k (ri g ht p a n el). T h e t o m o gr a p h y d e pi ct e d
i n Fi g. 3 4 gi v e s a r e ali sti c e sti m at e of t h e n o n-tri vi al
c orr el ati o n b et w e e n t h e m oti o n of q u ar k s a n d t h e s pi n
dir e cti o n of t h e p ar e nt pr ot o n.

A s f or t h e tr a n s v er sit y T M D P D F h 1 (x, k 2
T ) i n

E q. ( 5 8 ), w e r ef er t o S e c. II. 1. 4. Ver y r e c e ntl y, a gl o b al
fit of all si n gl e- s pi n a s y m m etri e s i n v ol vi n g p ol ari z e d
T M D s i n SI DI S, Dr ell- Y a n, e + -e − a n ni hil ati o n, a n d
h a dr o n- h a dr o n c olli si o n pr o c e s s e s h a s b e e n pr e s e nt e d i n
R ef. ( C a m m ar ot a et al. , 2 0 2 0 ), e xtr a cti n g a u ni v er s al
s et of T M D f u n cti o n s i n cl u di n g t h e Si v er s a n d t h e
tr a n s v er sit y di stri b uti o n s. H o w e v er, t h e a n al y si s w a s n ot
p erf or m e d i n t h e T M D fr a m e w or k, t h u s n e gl e cti n g t h e
e ff e ct s of T M D e v ol uti o n w hi c h mi g ht b e i m p ort a nt w h e n
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c o n n e cti n g e x p eri m e nt al d at a c oll e ct e d at v er y di ff er e nt
s c al e s.

I n s u m m ar y, it h a s n o w b e c o m e p o s si bl e t o b uil d t h e
fi r st a c c ur at e t o m o gr a p h y i n m o m e nt u m s p a c e of q u ar k s
i n si d e ( p ol ari z e d) n u cl e o n s, a n d w e c a n d e s cri b e h o w
t hi s pi ct ur e e v ol v e s wit h t h e h ar d s c al e Q a n d h o w it
c h a n g e s wit h t h e q u ar k l o n git u di n al m o m e nt u m fr a cti o n
x . H o w e v er, w e h a v e n o si mil ar r e s ult s f or t h e gl u o n T M D
P D F s. S e v er al st u di e s h a v e e x pl or e d u s ef ul c h a n n el s
at R HI C a n d t h e L H C wit h p − p c olli si o n s l e a di n g t o
J / ψ + X , or J / ψ + γ + X , or η c + X fi n al st at e s ( B o er
et al. , 2 0 1 6 ; D’ Al e si o et al. , 2 0 1 9 , 2 0 1 7 ; d e n D u n n e n
et al. , 2 0 1 4 ).  At t h e EI C, it w o ul d b e p o s si bl e t o
c o n si d er al s o SI DI S pr o c e s s e s li k e e − p c olli si o n s l e a di n g
t o J / ψ + X , h 1 + h 2 + X , j et +j et +X , J / ψ +j et + X
fi n al st at e s ( B a c c h ett a et al. , 2 0 2 0 a ; B o er et al. , 2 0 1 6 ;
M u k h erj e e a n d R aj e s h , 2 0 1 7 ; R aj e s h et al. , 2 0 1 8 ).

Wit h m or e a n d hi g h er q u alit y d at a b e c o mi n g a v ail a bl e
f r o m J e ff er s o n L a b at 1 2 G e V, C O M P A S S at C E R N,
a n d t h e f ut ur e EI C, a n d a b ett er u n d er st a n di n g of n o n-
p ert ur b ati v e e v ol uti o n at l ar g e b T fr o m l atti c e Q C D
c al c ul ati o n s, t h e c o m m u nit y s h o ul d b e a bl e t o p erf or m
m u c h m or e a c c ur at e gl o b al fit s of T M D P D F s t o l e ar n
a b o ut t h e “tr u e ” c o n fi n e d p art o ni c m oti o n i n h a dr o n s,
i s ol ati n g it fr o m t h e c o nt a mi n ati o n fr o m p art o n s h o w er s
t ri g g er e d b y hi g h e n er g y c olli si o n s. I n a d diti o n t o
t h e s p e ci fi c i s s u e of t h e C olli n s- S o p er e v ol uti o n k er n el
hi g hli g ht e d a b o v e, l atti c e Q C D c a n pr o vi d e f urt h er
a u xili ar y i n p ut f or f ut ur e gl o b al fit s. T M D o b s er v a bl e s
at s e p ar ati o n s u p t o b T ∼ 1 f m at h a dr o n m o m e nt a u p
t o a b o ut 2 G e V will b e a c c e s si bl e at t h e p h y si c al pi o n
m a s s i n t h e m e di u m t er m, w h e r e it c a n b e e x p e ct e d t h at
m o m e nt s i n t h e m o m e nt u m fr a cti o n x will c o nti n u e t o
b e o bt ai n e d wit h b ett er pr e ci si o n t h a n t h e x - d e p e n d e nt
q u a ntiti e s, e v e n a s d et e r mi n ati o n s of t h e l att er ar e
d e v el o p e d. U s e d t o a n c h or p h e n o m e n ol o gi c al fit s, s u c h
m o m e nt s m a y r e pr e s e nt t h e m o st a c c e s si bl e a v e n u e f or
l atti c e Q C D t o c o ntri b ut e t o gl o b al fit e ff ort s.

V. O U T L O O K, C H A L L E N G E S & C O N C L U SI O N S

V. 1. O u tl o o k

T h e st u d y of t h e di stri b uti o n s of p art o n s i nt o h a dr o n s
i s a n a cti v e i nt er di s ci pli n ar y r e s e ar c h fi el d l yi n g at t h e
cr o s sr o a d s of hi g h- e n er g y, h a dr o ni c a n d n u cl e ar p h y si c s.
I n t hi s r e p ort, w e h a v e pr o vi d e d a s u c ci n ct r e vi e w
of r e c e nt d e v el o p m e nt s c o n c er ni n g P D F s, G P D s a n d
T M D P D F s fr o m b ot h n o n p ert ur b ati v e l atti c e Q C D
a n d p ert ur b ati v e gl o b al a n al y si s.  T hr o u g h o ut, w e
h a v e hi g hli g ht e d t h e s y n er g y b et w e e n t h e s e t w o di sti n ct
a p pr o a c h e s a n d pr o vi d e d e x a m pl e s of w h er e e a c h c a n
r ei nf or c e t h e ot h er.

Fr o m t h e p er s p e cti v e of Q C D gl o b al a n al y si s,
fit s of P D F s, G P D s a n d T M D P D F s ar e oft e n
li mit e d b y ki n e m ati c al r e gi o n s w hi c h h a v e eit h er b e e n
w e a kl y pr o b e d e x p eri m e nt all y or ar e i n a c c e s si bl e t o
c o nt e m p or ar y m e a s ur e m e nt s, s u c h a s ( v er y) hi g h or
( v er y) l o w x , i n t h e c a s e of P D F s. Si mil arl y, pr e ci s e
e xtr a cti o n s of t h e fl a v or d e p e n d e n c e of t h e P D F s
a n d r el at e d q u a ntiti e s ar e fr e q u e ntl y hi n d er e d b y t h e
s p ar sit y of d at a wit h dir e ct s e n siti vit y. F or i n st a n c e,
i n st u di e s of u n p ol ari z e d P D F s, d et er mi n ati o n s of t h e
n u cl e o n’ s str a n g e n e s s c o nt e nt c o m m o nl y r e q uir e fi n al-
st at e t a g gi n g of c h ar m q u ar k s i n di m u o n pr o d u cti o n
o ff n u cl ei or ot h e r s e mi-i n cl u si v e pr o c e s s e s f or w hi c h
v ari o u s a m bi g uiti e s e xi st r e g a r di n g t h e tr e at m e nt of
n u cl e ar m e di u m e ff e ct s, h a dr o ni z ati o n, a n d ot h er i s s u e s.
D u e t o t h e s e c o m pl e xiti e s, l atti c e- Q C D d at a o n P D F
m o m e nt s or q u a si- / p s e u d o- di stri b uti o n s c a n alr e a d y h a v e
a v al u a bl e i m p a ct a s fitt e d d at a or t h e or eti c al pri or s
i n gl o b al P D F fit s. I n c o ntr a st, c o nt e m p or ar y d at a
i nf or mi n g t h e u - a n d d - q u ar k di stri b uti o n s ar e s u ffi ci e ntl y
c o n str ai ni n g t h at l atti c e c al c ul ati o n s o n t h e l o w e st P D F s
m o m e nt s d o n ot y et p o s s e s s t h e n e e d e d pr e ci si o n t o
b e q uit e a s i nf or m ati v e i n a gl o b al a n al y si s.  All t h e
s a m e, t e c h ni c al i m pr o v e m e nt s i n t h e e v al u ati o n of P D F
m o m e nt s, t h e e xt e n si o n of l atti c e c al c ul ati o n s t o hi g h er
m o m e nt s, a n d s u p pl e m e nt ati o n of t hi s i nf or m ati o n wit h
q u a si- a n d p s e u d o- P D F s will g ai n p a c e i n c o mi n g y e ar s.
T h e s e d e v el o p m e nt s s u g g e st t h e p o s si bilit y of f ut ur e
gl o b al P D F fit s i n w hi c h e xtr a cti o n s of u n p ol ari z e d P D F s
ar e a u g m e nt e d b y a n arr a y of l atti c e c al c ul ati o n s t h at
pr o vi d e e n h a n c e d pr e ci si o n.

Str at e gi e s a n d t h e or y d e v el o p m e nt s f or t hi s a p pr o a c h
c a n b e g ui d e d b y l atti c e c al c ul ati o n s a n d Q C D
a n al y s e s f or t h e c o m p ar ati v el y l e s s c o n str ai n e d p art o ni c
di stri b uti o n s, s u c h a s t h e h eli cit y a n d tr a n s v er sit y
c olli n e ar di stri b uti o n s, G P D s, a n d T M D P D F s.. T h e
i m p a ct of l atti c e c al c ul ati o n s i n Q C D gl o b al fit s
c a n b e r e ci pr o c all y e n h a n c e d b y t h e p h e n o m e n ol o gi c al
d et er mi n ati o n s t h e m s el v e s, w hi c h, b y t h eir pr e ci si o n,
c a n pr o vi d e b e n c h m ar k s f or m a n y st a n d ar d l atti c e
o b s er v a bl e s.  We t h er ef or e e n vi si o n a P D F- L atti c e
s y n er g y d eri vi n g fr o m t h e a bilit y of Q C D gl o b al fitt er s



2 0 2 0 P D F L a t ti c e R e p o r t 5 4

t o dri v e i m pr o v e m e nt s i n l atti c e c al c ul ati o n s wit h
b e n c h m ar k s i nf or m e d b y hi g h- e n er g y d at a, w hil e t h e
l atti c e pr o vi d e s i nf or m ati v e c o n str ai nt s i n ki n e m ati c al
r e gi o n s t h at ar e ot h er wi s e c h all e n gi n g t o c o n str ai n
e m piri c all y.

A s a n e s s e nti al i n gr e di e nt f or t hi s r el ati o n s hi p,
b ot h c o m m u niti e s m u st e st a bli s h a c o m m o n b a si s f or
c o m p ari n g r e s ult s fr o m l atti c e Q C D a n d gl o b al fit s — a
c h all e n gi n g u n d ert a ki n g gi v e n t h e c o m pl e x c o nt e m p or ar y
l a n d s c a p e of l atti c e c al c ul ati o n s a n d gl o b al fit s, w hi c h
i n v ol v e a p at c h w or k of t h e or eti c al s etti n g s, s y st e m ati c
a s s u m pti o n s, a n d, i n t h e c a s e of Q C D a n al y s e s, e m piri c al
d at a s et s. T hi s i s a pri m ar y g o al of t hi s r e p ort, w hi c h,
i n a d diti o n t o n u m er o u s u p d at e s, ai m e d t o e xt e n d t h e
c o m p ar ati v e P D F-l atti c e b a si s fr o m t h e ar e n a of c olli n e ar
di stri b uti o n s d e v el o p e d i n t h e 2 0 1 7 P D F L atti c e w hit e
p a p er t o m ulti di m e n si o n al di stri b uti o n s f or w hi c h l atti c e
i nf or m ati o n c a n m or e i m m e di at el y dri v e gl o b al fit s. T h e
st u d y of 1- di m e n si o n al c olli n e ar u n p ol ari z e d P D F s i s a
v er y m at ur e fi el d a n d b e n e fit s fr o m d e c a d e s of i nt e n s e
e x p eri m e nt al a n d t h e or eti c al a c c o m pli s h m e nt s.  B y
c o ntr a st, st u d y of t h e c olli n e ar h eli cit y a n d tr a n s v er sit y
P D F s a n d of t h e 3- di m e n si o n al h a dr o ni c str u ct ur e
r e pr e s e nt s a c o m p ar ati v el y n e w fi el d w hi c h o ff er s a w e alt h
of o p p ort u niti e s f or n e w m e a s ur e m e nt s, t o ol s, a n d i d e a s.

T h e T M D P D F s a n d G P D s di s c u s s e d i n t hi s r e p ort
a r e e x a m pl e s of h o w w e c a n a u g m e nt o ur c urr e nt
c olli n e ar P D F s t o m or e f ull y m a p o ut t h e h a dr o ni c
str u ct ur e.  T h e s e g e n er ali z e d di stri b uti o n s pr o vi d e a
s p e ci al o p p ort u nit y wit h n e w f a ciliti e s o n t h e h ori z o n
s u c h a s t h e H L- L H C, L H e C, a n d EI C. F or e x a m pl e,
t h e EI C i s w ell s uit e d t o p erf or m h a dr o n t o m o gr a p h y
m e a s ur e m e nt s, gi v e n it s hi g h-l u mi n o sit y c o v er a g e of
t h e l o w Q 2 q u ar k- h a dr o n tr a n siti o n r e gi o n i n t h e
ki n e m ati c al p ar a m et er s p a c e. T h e s e h a dr o n t o m o gr a p h y
m e a s ur e m e nt s c a n b e cr u ci al i n u nf ol di n g t h e n u cl e o n’ s
c olli n e ar a n d tr a n s v er s e str u ct ur e at s c al e s a dj a c e nt t o
t h e n u cl e o n m a s s, a n d f or c o n str ai ni n g t h e q u a ntiti e s
a c c e s si bl e i n n e xt- g e n er ati o n l atti c e- Q C D c al c ul ati o n s.

V. 2. C h all e n g e s

L o o ki n g a h e a d t o t h e n e xt d e c a d e, w h at will w e n e e d
t o a c c o m pli s h ?.

• F or t h e u n p ol ari z e d pr ot o n P D F s, t h e g o al i s
t o c o nti n u e r e d u ci n g u n c ert ai nti e s s o t h e s e ar e
n o l o n g er a li miti n g f a ct or f or m a n y pr e ci si o n
m e a s ur e m e nt s. T h e s e a n al y s e s ar e p erf or m e d at
N N L O a s st a n d ar d. It will t a k e a c o n c ert e d e ff ort
o n b ot h t h e e x p e ri m e nt al a n d t h e or eti c al fr o nt s t o
m o v e t h e s e a n al y s e s t o t h e n e xt d e sir e d pr e ci si o n.

• F or t h e h eli cit y a n d tr a n s v er sit y P D F s, k n o wl e d g e
i s si g ni fi c a ntl y m or e li mit e d t h a n f or u n p ol ari z e d
P D F s, b ot h t h e or eti c all y a n d e x p eri m e nt all y. T h e
st a n d ar d a c c ur a c y f or gl o b al a n al y s e s of t h e s e
P D F s i s c urr e ntl y N L O a n d L O, r e s p e cti v el y. T h e
q u alit y a n d q u a ntit y of d at a li mit t h eir s e n siti vit y
t o o nl y a li mit e d s u b s et of p art o n s i n a f airl y
r e stri ct e d ki n e m ati c r e gi o n. T hi s st at e of a ff air s
will b e o v er c o m e b y t h e a d v e nt of a n EI C.

• F or t h e n u cl e ar P D F s, t h e u n c ert ai nti e s ar e
si g ni fi c a ntl y l ar g er t h a n t h o s e f or t h e pr ot o n P D F s.
T h e n u cl e ar P D F a n al y s e s h a v e m or e d e g r e e s
of fr e e d o m, b ut t y pi c all y h a v e l e s s d at a p oi nt s
t h a n t h e pr ot o n P D F s; h o p ef ull y, t hi s sit u ati o n
will b e r e m e di e d b y t h e pr o p o s e d e x p eri m e nt al
f a ciliti e s. A d diti o n all y, n e w L atti c e Q C D e ff ort s
ar e b e gi n ni n g t o e x pl or e li g ht n u cl ei; t hi s c o ul d b e
h el pf ul i n d e s c ri bi n g n P D F s a s si m pl e A - d e p e n d e nt
i nt er p ol ati o n s i n t hi s r e gi o n m a y b e i n s u ffi ci e nt.
A s t h e n P D F pr e ci si o n i n cr e a s e s, w e c a n b ei n g t o
i n v e sti g at e c oll e cti v e e ff e ct s a n d ot h er p h e n o m e n a
t h at ar e pr e s e nt f or n u cl ei b ut m a y n ot b e e vi d e nt
i n t h e pr ot o n.

• I n l atti c e Q C D, c al c ul ati o n s of P D F m o m e nt s
h a v e i m pr o v e d f or b ot h u n p ol ari z e d, h eli cit y a n d
tr a n s v er sit y m o m e nt s.  A d diti o n all y, n e w i d e a s
o n Q C D f a ct ori z a bl e a n d l atti c e- Q C D c al c ul a bl e
q u a ntiti e s, s u c h a s q u a si- a n d p s e u d o- P D F s a n d
c orr el ati o n s of c urr e nt s, o ff er n e w a v e n u e s of
i n q uir y a n d t h e p o s si bilit y t o e xtr a ct P D F s
o v e r a br o a d er r a n g e of x .  T h e or eti c al e ff ort s
i n i d e ntif yi n g n e w Q C D f a ct ori z a bl e q u a ntiti e s,
e s p e ci all y t h o s e di ffi c ult t o m e a s ur e e x p eri m e nt all y,
w o ul d all o w u s t o l e v er a g e t h e t h e p o w er of l atti c e
Q C D t o m a p o ut u n k n o w n str u ct ur e s.

• T h e st u d y of G P D s o ff er s i n si g ht i nt o t h e 3 D
str u ct ur e of t h e n u cl e o n vi a e x cl u si v e pr o c e s s e s s u c h
a s D V C S a n d m e s o n pr o d u cti o n.  A si g ni fi c a nt
c h all e n g e of t h e s e m e a s ur e m e nt s i s t h at t h e y
i n v ol v e a l ar g er n u m b er of v ari a bl e s a s c o m p ar e d
t o c olli n e ar P D F s. A s s u c h, pr o gr e s s o n t hi s t o pi c
will r e q uir e a m ultif a c et e d e ff ort c o m bi ni n g n e w
e x p eri m e nt al d at a wit h a v ari et y of t h e or eti c al
m et h o d s i n cl u di n g M elli n m o m e nt s, q u a si- a n d
p s e u d o- di stri b uti o n s, a n d M a c hi n e L e ar ni n g t o
pr o vi d e a 3 D t o m o gr a p hi c i m a g e of t h e n u cl e o n
str u ct ur e.
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• T h e e xt e n si o n of c olli n e ar P D F s t o T M D P D F s
pr o vi d e s a n e w a n d f ertil e ar e a f or r e s e ar c h, a n d
t h er e ar e a n u m b er of t o pi c s w hi c h ar e p arti c ul arl y
w ell s uit e d t o t h e L atti c e Q C D a p pr o a c h. R e c e nt
pr o gr e s s h a s e n a bl e d t h e s e c al c ul ati o n s t o s c a n t h e
(b · P )- d e p e n d e n c e of t h e h a dr o ni c m atri x el e m e nt s
t o a c c e s s t h e x - d e p e n d e n c e of t h e T M D P D F s.
F urt h e r e xt e n si o n s of t h e c al c ul ati o n s t o n o n z er o
tr a n s v er s e m o m e nt u m tr a n sf er o ff er t h e p o s si bilit y
t o m e a s ur e t h e q u ar k or bit al a n g ul ar m o m e nt u m.
T h e s e a d v a n c e s, c o m bi n e d wit h r e c e nt w or k t h at
pr o vi d e s a ri g or o u s t h e or eti c al f or m ali s m f or t h e
T M D P D F fr a m e w or k, i n di c at e a pr o mi si n g f ut ur e
f or t hi s li n e of r e s e ar c h.

V. 3. C o n cl u si o n s

T hi s r e p ort i s t h e o ut c o m e of a 2 0 1 9 w or k s h o p w hi c h
b r o u g ht t h e p ert ur b ati v e a n d n o n- p ert ur b ati v e P D F
c o m m u niti e s t o g et h er t o a d dr e s s h o w a c o m bi n e d e ff ort
f r o m t h e s e c o m pl e m e nt ar y p er s p e cti v e s c a n a d v a n c e o ur
k n o wl e d g e of t h e n u cl e o n str u ct ur e. I n a d diti o n t o
p r o vi di n g a n u p d at e of t h e tr a diti o n al c olli n e ar P D F s,
w e h a v e e xt e n d e d o ur a n al y si s t o i n cl u d e b ot h t h e G P D s
a n d T M D P D F s w hi c h, w h e n t a k e n t o g et h er, c a n pr o vi d e
a c o m pl et e d e s cri pti o n of b ot h t h e tr a n s v er s e m oti o n a n d
p o siti o n of t h e p art o n s i n si d e a n u cl e o n.

T h e br o a d er s c o p e of o ur i n v e sti g ati o n s hi g hli g ht s
a r e a s w h er e p ert ur b ati v e gl o b al P D F a n al y s e s a n d t h e
L atti c e Q C D c al c ul ati o n s c a n b e n e fit e a c h ot h er. F or
e x a m pl e, t h e gl o b al a n al y s e s of t h e u n p ol ari z e d c olli n e ar
P D F s ar e v er y m at ur e a n d c a n t h u s pr o vi d e c o n str ai nt s
w hi c h c a n b e utili z e d b y t h e L atti c e Q C D c al c ul ati o n s.
C o n v er s el y, f or s o m e of t h e p ol ari z e d a n d g e n er ali z e d
P D F m e a s ur e m e nt s, t h e L atti c e Q C D a p pr o a c h c a n
p r o vi d e i m p ort a nt i n p ut s.

Wit h t h e pr o s p e ct of n e w f a ciliti e s a n d e x p eri m e nt s
i n t h e n e ar f ut ur e, t h er e i s a ur g e nt n e e d f or i m pr o v e d
t h e or eti c al t o ol s t o k e e p p a c e wit h t h e e x p eri m e nt al
d at a.  T hi s w or k i s o n g oi n g, a n d t h e t e c h ni q u e s a n d
m et h o d s d e s cri b e d h er e will n ot o nl y f or m t h e b a si s
of n e xt- g e n er ati o n P D F s, b ut al s o a ff or d a d e e p er
u n d er st a n di n g of t h e Q C D t h e or y w hi c h will f a cilit at e
p r e ci si o n m e a s ur e m e nt s a n d n e w di s c o v eri e s f or f ut ur e
e x p eri m e nt s.

A C K N O W L E D G M E N T S

We ar e gr at ef ul t o A ut u m n H e witt, Ni c ol e K o k x a n d
Br e n d a We n zli c k, f or t h eir h el p i n t h e or g a ni z ati o n of
t h e w or k s h o p.  T h e w or k s h o p w a s p artl y s u p p ort e d
b y  Mi c hi g a n St at e  U ni v er sit y a n d  U S  N ati o n al
S ci e n c e F o u n d ati o n vi a t h e gr a nt u n d er P H Y 1 6 5 3 4 0 5
“ C A R E E R: C o n str ai ni n g P art o n Di stri b uti o n F u n cti o n s
f or N e w- P h y si c s S e ar c h e s ” We t h a n k K o st a s Or gi n o s f or
hi s e arl y- st a g e i n v ol v e m e nt i n or g a ni zi n g t h e w or k s h o p,
a n d Al b ert o A c c ar di, J or g e B e n el, Ni k hil K art hi k,
Z h o u y o u F a n, Ji a n Li a n g, P a ul R ei m er, D a v e S o p er,
Mi c h a el W a g m a n, Z hit e Y u f or t h eir p arti ci p ati o n
a n d di s c u s si o n s d uri n g t h e P D F L atti c e 2 0 1 9 w or k s h o p.
We t h a n k J o s e p h K ar pi e a n d G u n n ar B ali f or
pr o vi di n g n u m b er s f or Fi g s. 7 a n d 2 2 , r e s p e cti v el y, a n d
P hi al a S h a n a h a n f or r e m a ki n g Fi g. 3 3 f or t hi s p a p er.
We t h a n k H. M o ut ar d e, I n g o S c hi e n b ei n, P. S z n aj d er,
a n d Y o n g Z h a o a s w ell a s m e m b er s of t h e L atti c e
H a dr o n P h y si c s C oll a b or ati o n ( L H P C) a n d t h e L atti c e
T M D C oll a b or ati o n f or u s ef ul di s c u s si o n d uri n g t h e
pr e p ar ati o n of t hi s r e p ort.

We ar e pl e a s e d t o a c k n o wl e d g e s u p p ort fr o m: t h e
U. S. D e p art m e nt of E n er g y, gr a nt s D E- S C 0 0 2 0 4 0 5
[ M. C o n st a nti n o u], D E- S C 0 0 1 1 0 9 0 [ M. E b ert], D E-
F G 0 2- 9 6 E R 4 0 9 6 5 [ M.  E n g el h ar dt];  D E- S C 0 0 1 0 1 2 9
[ T. H o b b s, F. Ol n e s s, P. N a d ol s k y], D E- S C 0 0 1 6 2 8 6
[ S. Li uti],  D E- A C 0 5- 0 6 O R 2 3 1 7 7 [ J. W. Qi u],  D E-
F G 0 2- 9 7 E R 4 1 0 2 8 [ A.  R a d y u s h ki n],  D E- S C 0 0 1 2 7 0 4
[ A. R aj a n], D E- S C 0 0 1 8 1 0 6 [ T. C. R o g er s], & t h e D O E
T o pi c al C oll a b or ati o n o n T M D s [ M. E n g el h ar dt,
J. W.  Qi u]; J e ff er s o n S ci e n c e  A s s o ci at e s,  L L C
u n d er  U. S.  D O E  C o ntr a ct  D E- A C 0 5- 0 6 O R 2 3 1 7 7
[ J. W. Qi u, A. R a d y u s h ki n, T. C. R o g er s]; t h e U S
N ati o n al S ci e n c e  F o u n d ati o n gr a nt s  P H Y- 1 7 1 4 4 0 7
[ M. C o n st a nti n o u], P H Y 1 6 5 3 4 0 5 [ H. Li n]; t h e E ur o p e a n
R e s e ar c h C o u n cil ( E R C) u n d er t h e E ur o p e a n U ni o n’ s
H ori z o n 2 0 2 0 r e s e ar c h a n d i n n o v ati o n pr o gr a m gr a nt
a gr e e m e nt N. 6 4 7 9 8 1, 3 D S PI N [ M. R a di ci], gr a nt
a gr e e m e nt N. 8 2 4 0 9 3 [ C. M e zr a g], a n d t h e M ari e
S kl o d o w s k a- C uri e A cti o n gr a nt a gr e e m e nt N. 7 5 2 7 4 8,
P ar D H o n S [ E. N o c er a]; t h e U ni v er si d a d N a ci o n al
A ut ó n o m a d e M é xi c o g r a nt D G A P A- P A PII T I A 1 0 1 7 2 0
[ A. C o urt o y]; t h e S c otti s h F u n di n g C o u n cil gr a nt
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A. S c h äf e r ( 2 0 1 6 ), P h y s.  R e v. D 9 3 ( 5 ), 0 5 4 5 0 1 ,
a r Xi v: 1 5 0 6. 0 7 8 2 6 [ h e p-l a t] .

E s k ol a, K. J., P. P a a k ki n e n, a n d H. P a u k k u n e n ( 2 0 1 9 ), E u r.
P h y s. J. C 7 9 ( 6 ), 5 1 1 , a r Xi v: 1 9 0 3. 0 9 8 3 2 [ h e p- p h] .

E s k ol a, K. J., P. P a a k ki n e n, H. P a u k k u n e n, a n d C. A. S al g a d o
( 2 0 1 7 ), E u r. P h y s. J. C 7 7 ( 3 ), 1 6 3 , a r Xi v: 1 6 1 2. 0 5 7 4 1 [ h e p-
p h] .

E t hi e r, J. J., a n d E. R. N o c e r a ( 2 0 2 0 ), A n n. R e v. N u cl. P a r t.
S ci. ( 7 0 ), 1 , a r Xi v: 2 0 0 1. 0 7 7 2 2 [ h e p- p h] .

E t hi e r, J. J., N. S a t o, a n d W. M el ni t c h o u k ( 2 0 1 7 ), P h y s. R e v.
L e t t. 1 1 9 ( 1 3 ), 1 3 2 0 0 1 , a r Xi v: 1 7 0 5. 0 5 8 8 9 [ h e p- p h] .

https://doi.org/10.1103/PhysRevD.91.074020
https://arxiv.org/abs/1412.3820
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054011
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054011
https://arxiv.org/abs/1705.07167
https://doi.org/10.1016/0550-3213(93)90262-N
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9208213
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9208213
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(02)01819-1
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0204004
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0204004
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0304122
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0304122
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.56.2982
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.56.2982
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9611433
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9411444
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9411444
https://doi.org/10.1016/0550-3213(81)90339-4
https://doi.org/10.1016/0550-3213(81)90339-4
https://doi.org/10.1016/0550-3213(82)90453-9
https://doi.org/10.1016/0550-3213(82)90453-9
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90479-1
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90479-1
https://doi.org/10.1142/9789814503266_0001
https://doi.org/10.1142/9789814503266_0001
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0409313
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0409313
https://doi.org/10.1016/0370-2693(92)91541-G
https://doi.org/10.1016/0370-2693(92)91541-G
https://arxiv.org/abs/hep-ph/9208209
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0509076
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0509076
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054506
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.054506
https://arxiv.org/abs/1705.11193
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.074508
https://arxiv.org/abs/1901.03862
https://arxiv.org/abs/1901.03862
https://doi.org/10.22323/1.352.0029
https://arxiv.org/abs/1906.01884
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.85.114023
https://arxiv.org/abs/1202.0323
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.115.162001
https://arxiv.org/abs/1503.06814
https://arxiv.org/abs/1503.06814
https://doi.org/10.1007/JHEP11(2014)098
https://arxiv.org/abs/1407.3311
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135347
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2020.135347
https://arxiv.org/abs/2001.01573
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-7551-4
https://arxiv.org/abs/1910.09640
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.036011
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.96.036011
https://arxiv.org/abs/1705.04169
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90402-X
https://doi.org/10.1016/0550-3213(85)90402-X
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.100.114027
https://arxiv.org/abs/1902.10548
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.92.055202
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.92.055202
https://arxiv.org/abs/1504.05453
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.117.262001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.117.262001
https://arxiv.org/abs/1608.01003
https://doi.org/10.1038/s41467-017-01819-3
https://arxiv.org/abs/1703.09442
https://doi.org/10.22323/1.334.0106
https://arxiv.org/abs/1810.12194
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.73.014501
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.73.014501
https://arxiv.org/abs/hep-lat/0507007
https://doi.org/10.1016/j.physrep.2003.08.002, 10.3204/DESY-THESIS-2003-018
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0307382
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0307382
https://doi.org/10.1140/epja/i2016-16149-3
https://arxiv.org/abs/1512.01328
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-007-0401-9
https://arxiv.org/abs/0707.0351
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.212001
https://arxiv.org/abs/1903.12566
https://arxiv.org/abs/1903.12566
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.094503
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.80.094503
https://arxiv.org/abs/0903.3232
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.83.1111
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.83.1111
https://arxiv.org/abs/1105.3694
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.93.033006
https://arxiv.org/abs/1506.07443
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.112.212001
https://arxiv.org/abs/1401.7611
https://arxiv.org/abs/1401.7611
https://arxiv.org/abs/2004.14831
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.034505
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.99.034505
https://arxiv.org/abs/1811.00026
https://doi.org/10.1007/JHEP09(2019)037
https://doi.org/10.1007/JHEP09(2019)037
https://arxiv.org/abs/1901.03685
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2020)099
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2020)099
https://arxiv.org/abs/1910.08569
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.89.074013
https://arxiv.org/abs/1401.5078
https://doi.org/10.1007/JHEP07(2012)002
https://doi.org/10.1007/JHEP07(2012)002
https://arxiv.org/abs/1111.4996
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2013.09.003
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2013.09.003
https://arxiv.org/abs/1211.1947
https://doi.org/10.1103/PhysRevC.50.R1749
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.95.094505
https://arxiv.org/abs/1701.01536
https://doi.org/10.22323/1.346.0047
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.93.054501
https://arxiv.org/abs/1506.07826
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6982-2
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-019-6982-2
https://arxiv.org/abs/1903.09832
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-017-4725-9
https://arxiv.org/abs/1612.05741
https://arxiv.org/abs/1612.05741
https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-011720-042725
https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-011720-042725
https://arxiv.org/abs/2001.07722
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.132001
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.119.132001
https://arxiv.org/abs/1705.05889


2 0 2 0 P D F L a t ti c e R e p o r t 6 0

E v a n s, L., a n d P. B r y a nt ( 2 0 0 8 ), JI N S T 3 , S 0 8 0 0 1.
F ai, G. I., J.- w. Qi u, a n d X.-f. Z h a n g ( 2 0 0 3 ), P h y s. L e t t.

B 5 6 7 , 2 4 3, a r Xi v: h e p- p h / 0 3 0 3 0 2 1 [ h e p- p h] .
F a n, Z.- Y., Y.- B. Y a n g, A. A nt h o n y, H.- W. Li n, a n d

K.- F. Li u ( 2 0 1 8 ), P h y s. R e v. L e t t. 1 2 1 ( 2 4 ), 2 4 2 0 0 1 ,
a r Xi v: 1 8 0 8. 0 2 0 7 7 [ h e p-l a t] .

Fi s c h e r,  C. S., J. M. P a wl o w s ki,  A. R o t h k o pf, a n d
C. A. Wel z b a c h e r ( 2 0 1 8 ), P h y s. R e v. D 9 8 ( 1 ), 0 1 4 0 0 9 ,
a r Xi v: 1 7 0 5. 0 3 2 0 7 [ h e p- p h] .

d e Fl o ri a n, D., R. S a s s o t, M. S t r a t m a n n, a n d W. V o g el s a n g
( 2 0 0 9 ), P h y s. R e v. D 8 0 , 0 3 4 0 3 0, a r Xi v: 0 9 0 4. 3 8 2 1 [ h e p- p h] .

d e Fl o ri a n, D., R. S a s s o t, M. S t r a t m a n n, a n d W. V o g el s a n g
( 2 0 1 4 ), P h y s. R e v. L e t t. 1 1 3 ( 1 ), 0 1 2 0 0 1 , a r Xi v: 1 4 0 4. 4 2 9 3
[ h e p- p h].

F oll a n a, E., Q. M a s o n, C. D a vi e s, K. H o r n b o s t el, G. P.
L e p a g e, J. S hi g e mi t s u, H. Tr o t ti e r, a n d K. W o n g ( H P Q C D,
U K Q C D ) ( 2 0 0 7 ), P h y s. R e v. D 7 5 , 0 5 4 5 0 2, a r Xi v: h e p-
l a t / 0 6 1 0 0 9 2 [ h e p-l a t].

G a o, H., et al. ( 1 9 9 4 ), P h y s. R e v. C 5 0 , R 5 4 6.
G e h r m a n n,  T., et al. ( 2 0 1 8 ), P r o c e e di n g s, 1 3t h

I nt e r n ati o n al S y m p o si u m o n  R a di ati v e  C o r r e cti o n s:
A p pli c ati o n of Q u a nt u m Fi el d T h e o r y t o P h e n o m e n ol o g y
( R A D C O R 2 0 1 7 ): St. Gil g e n, A u st ri a, S e pt e m b e r 2 4-
2 9, 2 0 1 7 , P o S R A D C O R 2 0 1 7 , 0 7 4, a r Xi v: 1 8 0 1. 0 6 4 1 5
[ h e p- p h].

G eli s, F., E. I a n c u, J. J alili a n- M a ri a n, a n d R. Ve n u g o p al a n
( 2 0 1 0 ), A n n. R e v. N u cl. P a r t. S ci. 6 0 , 4 6 3, a r Xi v: 1 0 0 2. 0 3 3 3
[ h e p- p h].

G e o r g e s, F. ( 2 0 1 8 ), D e e pl y vi rt u al C o m pt o n s c att e ri n g at
J e ff e r s o n L a b , P h. D. t h e si s (I n s ti t u t d e P h y si q u e N u cl é ai r e
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