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Grundlagen der Lehre
Hier: Die Additionstheoreme.

R. Ansorge

Nachdem man am Einheitskreis und unter Ausnutzung des 2. Strahlensatzes (vgl. z.B. [1]) auch
an rechtwinkligen Dreiecken die trigonometrischen Funktionen eingefiihrt hat, iiberdies inzwischen
den Studierenden, auch denen der Anwendungsficher (Physik, Ingenieurwissenschaften), Skalarpro-
dukte von Vektoren und deren Eigenschaften, etwa

(@,8) = llall[|b]] cos @ (1)

-

(¢ = Winkel zwischen @ und b) und bei orthogonaler Basis

-

(EI:, b) = a1b1 + asby (2)

mit @ = Zl , b = Zl bekannt sind, ergibt sich, insbesondere im Hinblick auf die
2 2
Herleitung der Ableitungen der trigonometrischen Funktionen unter Auswertung der Differenzen-

quotienten, der Wunsch nach Nutzung und damit Beweis der Additionstheoreme.

Hierfiir gibt es iibersichtliche anschaulich geometrische Beweise (siehe z.B. [2], S. 16), die jedoch bei
Kenntnis der Skalarprodukte unter Verwendung von (1) und (2) auch sehr leicht direkt gewonnen
werden konnen. Wertet man dabei (1) als Definition des Skalarprodukts, so ist fiir die Herleitung
von (2) die Kenntnis der Additionstheoreme nicht erforderlich.
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Fig.1 mit |[|@] = ||| =1



So liefert Fig.1 bei im mathematisch positiven Sinne gezéhlten Winkeln «, 8 wegen @ = ( Z?sz ) ,

b= ( cos 3 ) (auch bei negativen Winkeln oder bei Winkeln, die grosser sind als §) unmittelbar

—sin 3
(a, Iz) = cos(a + ) (gemiss (1))  oder
(@,b) = cosacos f —sinasin 3 (gemiss (2))

und damit das Additionstheorem des cosinus. Aus diesem gewinnt man mittels der am Einheitskreis
sofort einsichtigen Formeln

COS(()O - g) = SIH(P 9 Sln((’D — g) = — COSQD , tangp — %

auch die Additionstheoreme des sinus und des tangens, z.B.
sin(a + ) = cos(av+  — §) = cosacos(f — §) — sinasin(f — §) = cosasin 3 + sin a cos 3

Miitels der Additionstheoreme lassen sich nun in einer auch fiir Studierende der Anwendungsféacher
bekannten Weise die Ableitungen der geometrisch an rechtwinkligen Dreiecken eingefiihrten trigono-
metrischen Funktionen gewinnen, also
d . . (3)
—sinx =cosx , ——cosxz = —sinxz
dx dx ’
die dann per Taylor-Entwicklung zu den Potenzreihendarstellungen der trigonometrischen Funk-
tionen fithren.

Auf diese Weise ermoglichen die Additionstheoreme schliesslich den Nachweis der Identitat der mit-
tels Potenzreihen definierten trigonometrischen Funktionen mit den elementar-geometrisch einge-
fiihrten gleichnamigen Funktionen.
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