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1.1  Kurs auf grundlegendem Niveau

Aufgabe 1 Pflanzschalen

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2008

Mit der Einfilhrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Eine Glashiitte stellt eine Serie hochwertiger gré@diger
Pflanzschalen her, die in der Form alle &hnlicll sgtwa so
wie in der nebenstehenden Abbildung gezeigt.

Die einzelnen Modelle der Serie unterscheiden aigr in der
Breite ihrer Silhouette (Seitenansicht).

Diese Seitenansichten lassen sich gut beschreibeh d
Funktionerf, mit

f.(X)= a—l—?, a>0.
X

Fur verschiedene Werte varergeben sich unterschiedlich breite Schalen.
Dabei ist der Boden imméeiy = 0, und der obere Rand iseiy=5.
Eine Einheit entspricht dabei 10 cm in der Realitat

Drehen Sie das Blatt ,Anlage 1“ um 90° im Uhrzegjen. Sie sehen nun flr drei verschiedake
Seitenansichten mit ix- und iny-Richtung gleich langen Einheiten. Die waagerechfaren in der
Zeichnung markieren die Wernye= 0 undy = 5.

a) In der Anlage 1 sind die Graphen i 131 a= 2—30 unda = 8 eingezeichnet.

Ergénzen Sie eine passende AchsenbeschriftungrdndroSie den drei Graphen die
zugehorigen Werte voabegriindet zu. 5P

b) Berechnen Sie den Wert féy bei dem der Durchmesser der Schale am oberen dranaal
4 Einheiten betragt. 10P

C) Begriinden Sie, dass die Beschreibung der Pflaniescfiga < 5 nicht sinnvoll ist.

Hinweis: Uberlegen Sie, wie groR der Radius der Schaletzrea Rand sein kann. 10P
d) Die Pflanzschalen werden drauRen vor 6ffentlich
Gebéauden aufgestellt und missen besonders \ /

standfest sein. Deshalb sollen sie aus massivem
Glas hergestellt werden, und der Innenraum soll
kegelférmig sein.

Die nebenstehende Abbildung zeigt das Prinzip.
Die eingezeichneten geraden Mantellinien des
Innenkegels (Begrenzung des Innenkegels)
verlaufen am oberen Rand tangential zur
Randkurve.

Bestétigen Sie, dass das Volumen des Innenkegels
fur a=7 etwa 31 Liter betragt.

25P



1
7—X
Zeigen Sie durch Rechnung, dass sichafér7 durch das massive Glas das Innenvolumen der
Pflanzschale etwa auf die Halfte reduziert.

dx.

5
e) Fura=7 kann das Gesamtvolumen (Glas + Innenkegelrheat werden durclh5nf
0

Hinweise:
Zeigen Sie dazu zuerst, daSéx) = —In(7— x) im abgeschlossenen Intervall

zwischen 0 und 5 eine Stammfunktion vg(x) =7i ist.
-X

Dabei darf als bekannt vorausgesetzt werden, éad'fe Ableitung vonin x ist. 5P
X

f) Begriinden Sie, dass die in d) beschriebene Pflaalstkonstruktion mit dem massiven
Glaskorper nicht mehr sinnvoll ist, wearzu grof3 wird. 10P

g) Die Pflanzschalen sollen zum Verkauf auf den Mggttracht werden. Fir eine bestimmte
Ausfuhrung der Pflanzschalen lassen sich die PrazhgkosterK (in €) in Abhangigkeit von der
Stiickzahlx durch folgende Gleichung beschreiben:

K(x)=0,05¢ - 1,5¢ + 25+ 200, x>

Der Graph der Funktiol ist in Anlage 2 dargestellt.

Begrinden Sie, warum ein (konstanter) Mindestpreis25 € pro Stuck nicht unterschritten
werden darf, da sonst nur mit Verlust produzientdea kann. 15 P



Anlage 1 zur Aufgabe ,Pflanzschale*, Aufgabenteil a)
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Aufgabe 2 Medikation

Aufgabe aus der schriftlichen Prifung 2008

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Nach Einnahme eines Medikamentes kann man dessereKivation im Blut eines Patienten mes-
sen. Fir die ersten 6 Stunden beschreibt die FamKti mit der Gleichungf (t) =10t-e ** die im

Blut vorhandene Menge des Medikamentes in Milligrapro Liter in Abhangigkeit von der Zit
Nach 6 Stunden erfolgt der Abbau naherungsweisatifsieche Anlage).

a)

b)

d)

f)

Berechnen Sie die maximale Konzentration im Blut
und den Zeitpunkt, zu dem sie vorhanden ist. 20P

Bestimmen Sie den Zeitpunkt, zu dem das Medikamenstarksten abgebaut wird. 10P

Der lineare Abbau nach 6 Stunden wird ndherungenisch die Tangenteam Graphen
vonfim Punkt (6 f(6)) beschrieben. Bestimmen Sie die Geradengleilden Tangente

und damit den Zeitpunkt, zu dem das Medikamentruigser Annahme vollstandig

abgebaut ist. 5P

Beschreiben Sie, wie Sie die mittlere Konzentratdea Medikamentes bis zum vollstandigen
Abbau berechnen wirden. Bestimmen Sie eine grolselftizung dieser mittleren Konzen-
tration, z. B. mithilfe der Grafik in der Anlage. 5P

Ein Patient nimmt das Medikament 4 Stunden nacledgen Einnahme in gleicher Dosierung ein
weiteres Mal ein. Nehmen Sie in einem vereinfackaridodell an, dass sich die Konzentrationen
im Blut dieses Patienten addieren und dass derpbad damit auch der Ubergang in die ,linea-
re Zone") fur beide Medikationen unabhéngig vonedw erfolgt.

Skizzieren Sie zur Grafik in der Anlage die Datstal) der Gesamtkonzentration bis zum
vollstdndigen Abbau nach dem eben beschriebeneriMod 15P

Ein Patient muss mit starken Nebenwirkungen rechmenn die Konzentration des Medikamen-
tes im Blut 10 Milligramm pro Liter tbersteigt.
Entscheiden Sie, ob der Patient aus Aufgabentgi&hrdet ist. 10P

Um das Medikament in seiner Wirksamkeit zu verbesserandert der Hersteller seine Zusammen-
setzung. Die Konzentration des Medikamentes im ®lud wieder durch eine Funktion der Form

g)=a-t-e

> mita > 0 undb > 0 beschrieben.ist wiederum die Zeit in Stunden nach der Einnah-

me undg(t) wird in der Einheit7? (Milligramm pro Liter) gemessen.

9)

Bestimmen Sie die Konstantarundb, wenn die Konzentration genau vier Stunden nach
der Einnahme ihren groRten Wert von -0 erreichen soll. 15P



Anlage zur Aufgabe ,Medikation*

f(t)




Aufgabe 3 Seebad Rutiba

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2009

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Die nebenstehende Abbildung zeigt die Nordkist yin 100
der kiunstlich angelegten Insel Rutiba (1 LE ent- Nl JAaB)
spricht 200 m). Direkt am Strand fiihrt eine Ufer- L N
stralRe (durchgezogene Linie) entlang. 2t
I S A lo__aP
Rutiba hat ein Strandbad, das durch eine Absper Strarjdbad /
| 2
kette von der offenen See getrennt ist (gestriehel |
Linie). . > o
—4 3 —2 —1 xin

. . . . . RUTIBA

Die Uferstral3e ist durch die Funktibmit

x* X 9
f(X)=——=+—+—, x0O[-4;4],
9 16jL 2+16 [ ]
gegeben.

Der Nordkuste vorgelagert ist ein Felgigrder als Anlegestelle fur Ausflugsdampfer dient.
Diese Anlegestelle ist bisher nur durch eine Baatswmdung von der dstlichen Spitze der Insel
(PunktP) zu erreichen.

5 25
16

a) Bestatigen Sid? ist ein Maximum der Funktiorf mit den KoordinaterP

Berechnen Sie die Lange der Absperrkette und digdste Stelle des Strandbades in
Nord-Sid-Richtung. (15P)

b) Bestimmen Sie die Entfernung, die ein Boot zivistder InselR) und der AnlegestelleA]
zuriicklegen muss und den Winkel, unter dem es (gdgeNordrichtung) fahren muss. (10P)

Da das Strandbad aufgrund gefahrlicher Stromungefidfir den Badebetrieb gesperrt werden
musste, soll es nun zu einem neuen geschitzters@adengebaut werden. Dazu liegen der
Planungskommission zwei Entwirfe vor (siehe Anlage)

Bei beiden Entwirfen wird die bisherige UferstréiBer einen Damm umgeleitet. Dadurch
entsteht jeweils ein grol3er Badesee.

Im ersten EntwurfFlan 1) soll der Dammverlauf die Form einer quadratiscRarabel mit
folgender Gleichung haben:
h(x) = —%- @22

16

c) Bestimmen Sie die Punkte, bei denen die altestisfie nacRlan 1in den neuen Damm
Ubergeht und die Flache des dadurch entstehendiasees. (25P)



Im zweiten Entwurf Rlan 2) kann der Verlauf des Damms durch eine trigonoswie Funktiorg
beschrieben werden, die zwei Tiefpunkte genau arHibehpunkten der Funktioh hat.

Der Badesee wird mit dieser Funktion an der brigteStelle (in Nord-Sid-Richtung) genau doppelt
So breit.

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Funktgpnnd begriinden Sie, dass der Stral3enverlauf
knickfrei verlegt werden kann. (25P)

Kontrollergebnis: g(x) = % cos[—- x] +—.

Der Burgermeister von Rutiba fordert fur die Flades neuen Badesees eine Mindestgrée von
45 000 M.
.

e) Zeigen Sie, dasS mit G(x):l-sin >

s

x] +:1J’—:6% x eine Stammfunktion vog ist und

untersuchen Sie, ob die Flache des BadeseesPhac!2 die Forderung des Blrgermeisters
erfillt. (10P)

In dem Entwurf naclPlan 1 soll eine Seebriicke von der AnlegesteeZum neuen Damm
gebaut werden. Aus Kostengriinden soll die Seebningigtichst kurz sein.

f) Nach ersten Berechnungen soll die Briicke vonmkPAraus etwa im PunkQ(O,845| 2,63)1

(die Koordinaten vol@ sind auf drei Nachkommastellen gerundet!) aufdamm treffen.
Bestatigen Sie, dass der Pukauf dem Graphen vdmliegt.
Zeigen Sie, dass der Damm im Pu@kam dichtesten zur Anlegestefdiegt. (15P)

10



Anlage zur Aufgabe ,Rutiba“

Plan 1:

Lernaufgaben fur die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik
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Aufgabe 4 Seilbahn

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2009

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

In einem Freizeitpark soll auf dem Abenteuer
spielplatz eine Seilbahn gebaut werden. Der
Freizeitparkbetreiber tibergibt diese Aufgabe
einem Architektenbiiro seines Vertrauens.

Das Seil soll zwischen zwei Pfeilern gespann

werden, die einen Abstand von 50 m haben.

Wenn sich ein Mensch an das Seil hangt, darf
er den Boden nicht berihren.

Der Architekt geht davon aus, dass fur diese Seillalas durchh&ngende Seil (ohne Belastung)
durch die Funktiori mit folgender Gleichung beschrieben werden kann:

ix—l ——1X+1
f(x)=15€9 +15.e% — 25 xc[0;50.

Das Seil verlauft in Richtung der positiveif\chse, die im ebenen Erdboden unter der Seilbahn
liegt.

a)

b)

d)

Der erste Pfeiler steht mit seinem FuR an dem P(h) . Im Abstand von 50 m soll der

zweite Pfeiler aufgestellt werden. Berechnen Seenditwendige Hohe der zwei Pfeiler. (10P)
Bemerkung: beide Pfeiler liegen im Koordinatenaysparallel zur y-Achse.

Berechnen Sie die Steigung des Seiles in den béid#réngepunkten. (10P)

Bei Belastung hangt das Seil hdchstens 1 m durestéigen Sie, dass dann ein Mensch
von 2 m Lange an jeder Stelle des Seils hangen, kdome den Boden zu berihren. (15P)
Hinweis: Eine Uberpriifung mit der zweiten Ableitusignicht notwendig.

Zeichnen Sie den Graphen vdn und die beiden Pfeiler in das beigefligte Koordinays-
tem ein. (10P)

Der Assistent des Architekten tberlegt sich, dassv@rlauf des Seiles ndherungsweise auch
durch eine quadratische Funktignbeschrieben werden kann. Diese Funktpmuss natirlich

dieselben Aufhangepunkte wie die Funktibnhaben und soll auch durch den Pu(ﬁ@ | 5

verlaufen.

e)

Bestimmen Sie die Gleichung der ParapelBenutzen Sie dazu die Aufhangepunkte
(0121,3 und(50]11,9. (20P)

533 2 3229

- x+21,3= 0,01776¢ — 1,076 21.
30000 3000 + &

Zur Kontrolle: p(x) =

12



Der Assistent behauptet, dass sich die beiden @mpraktisch kaum unterscheiden. Das soll
Uberprift werden.

E 1
f) e Zeigen Sie zunachst, ddssnit F(x) = 450 e*° _ 450 e 20 e 25 x eine Stamm-
funktion von f ist, und bestimmen Sie eine Stammfunktion gon

Hinweis: Sie kbnnen voraussetzen, dass die beidaph@n aul3er den Aufhangepunkten
und (305 keine weiteren Punkte gemeinsam haben.

¢ Bestimmen Sie dedurchschnittlichen Unterschied der beiden Funktionen in den Teil-
bereichen vom Start bis 30 m und fur den zweitdhdieg Seilbahn von 30 m bis 50 n{25P)

g) Vergleichen Sie nun den durchschnittlichen Unteestlawischenf und p getrennt fur die
beiden oben genannten Bereiche und beurteileniSBehauptung des Assistenten.  (10P)

13



Anlage zur Aufgabe ,Seilbahn”
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Aufgabe 5 Farbenproduktion

Aufgabe aus der schriftlichen Abiturpriifung Hambaagps

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Ein kleines Unternehmen produziert Farben fur dieiBdustrie. Alle in der Aufgabe genannten Da-
ten beziehen sich auf einen Produktionszeitraumewoam Monat.

a)

b)

Aus den Daten einer Marktanalyse ist bekannt, dasgrzielbare Preis in Abhangigkeit von der
zu verkaufenden Mengedurch die folgende Funktigmbeschrieben werden kann:

p:X - —620K+ 409z bzw. p:x - —62(x- 66) mit xJ[0;66 .

Bestimmen Sie die Gleichung der Erlosfunkti®nind zeigen Sie, dagsein Maximum annimmt,
wenn die produzierte Menge 33 Mengeneinheiten getra

Die Gesamtkosten fiir die Herstellung der Farbemégéwon der zu produzierenden Menxgeb
und werden beschrieben durch eine Kostenfunkid lasst sich mit hinreichender Genauigkeit
angeben durch:

K:x - 2X 147X + 379X+ 337

Zeigen Sie, dags keine Extremstellen besitzt.
Erlautern Sie die Bedeutung dieser Aussage fuMgglauf des Graphen vdk.
Interpretieren Sie dies im Sachkontext.

Der GewinnG in Abhéngigkeit von der abgesetzten Menxget die Differenz aus dem Erl&und
den entstandenen GesamtkoskerDie mdglichen Produktionsmengen, bei denen dasrbehmen
keinen Verlust macht, fur die der Gewinn also nindgativ ist, bilden die so genani@ewinnzone

C)

Die nachfolgende Darstellung zeigt die vier GraptlenFunktionemp, E, KundG. Schreiben Sie
die zugehdrigen Funktionsnamen an die einzelneph@ra

3
70000
60000
50000
40000
30000

20000

10080

10 20 30 40 50 60

15



d) Aufgrund verschiedener Produktionsmengen aus degavigenheit ist der Unternehmensleitung

bekannt, dass mit Gewinn produziert wird, wennhgiggestellten Mengen zwischen 5 und 45
Mengeneinheiten liegen. Ferner ist bekannt, das&dwinn bei einer Produktion von 30 Men-
geneinheiten maximal ist.

Aus der Abbildung kann man erkennen, dass dieseagyen grob zutreffen.

Zeigen Sie, dass fir die Gleichung der Gewinnfumid® gilt:

G(X) = -2x + 85X + 300x— 337.

Zeigen Sie durch Rechnungen, dass die beiden Aeisségdie FunktiorG genau zutreffen, und
berechnen Sie den maximalen Gewinn.

Den WertK(0) bezeichnet man alsixkosten. Auf Grund eines neuen Pachtvertrages fur das Fir-
mengrundstiick steigen die Fixkosten des Unternebmen 3375 Geldeinheiten auf 4000 Geld-

einheiten. In der Firmenleitung entsteht eine Déskon Uber die Auswirkungen dieser Verande-

rung.

Ein Firmenmitglied behauptet, dass man nach wie3@kengeneinheiten produzieren sollte, um

den Gewinn zu maximieren. Ist diese Aussage rietiggriinden Sie lhre Antwort.

16



Aufgabe 6 Wetterstation

Aufgabe aus der schriftlichen Abiturpriifung Hambaagps

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

In einer Wetterstation wird die Aufzeichnung eiddiederschlagmessgerats vom Vortag (im Zeitraum
von 0 Uhr bis 20 Uhr) ausgewertet. Das Regenmedishesteht aus einem nach oben offenen zylin-
derférmigen GefaR mit einer Grundflache von 4 Bie Wassermenge wird vom Geréat automatisch
aufgezeichnet.

Es folgt eine Aufzeichnungsskizze der Wetterstatider Graph zeigt die Wassermenge im Gefal3 in
Abhangigkeit von der Zeit in StundexAchse: 1 Einheit entspricht 2 Stunden).

-~

y

a) Interpretieren Sie den Graphen im Hinblick auf éside Fragen fur den Zeitraum von
0 bis 20 Uhr:
Wann hat es geregnet?
In welchem Zeitraum hat es stark, in welchem Zaitvaschwach geregnet?

Die Niederschlagsmenge wird in Millimetern oderrabel_itern pro Quadratmeter angegeben.

b) Zeigen Sie, dass die aufgefangene Niederschlagememgl Liter Wasser ein Ansteigen des
Wasserstands im Gefal? von 1mm bedeutet.
(Dieses Messgerat ermoglicht also beide AngabedifiiNiederschlagsmenge.)

17



Die Kurve in der Aufzeichnungsskizze der Wetterstaentspricht dem Graphen der Funktianit

f (x)=80€"™ - x* - 40, fur x 0 [0;20].

c) Tragen Sie die fehlenden Skalen auf den Achsen ein.
Berechnen Sie, wie viele Liter Wasser zwischend2MUhr in das Gefal3 gefallen sind.
Zeichnen Sie die Gerade durch den Anfangs- und Eridmler Kurve und interpretieren Sie
die Bedeutung dieser Geraden im Sachzusammenhadgifimbe.

d) Untersuchen Sieauf Wendestellen im betrachteten Intervall.

e) Interpretieren Sie die Bedeutung der 1. Ableitund die Bedeutung der Wendestelle im Sach-
kontext der Aufgabe.

f)  Wie kdnnte man den Begriff ,momentane Regenstadedinieren. Wie stark hat es nach ihrer
Definition um 18 Uhr geregnet? Wie grof3 war dieimale momentane Regenstérke? Geben Sie
dazu auch eine sinnvolle MaRReinheit an.

Berechnen Sie auch mit Hilfe der Integralrechnuiegittiere Regenstarke in dem betrachteten
Zeitintervall von 0 bis 20 Uhr. Beachten Sie, dass dabei nicht ernsthaft rechnen muss.

g) Skizzieren Sie in der nachfolgenden Darstellung piénzipiellen Verlauf des Graphen flr die
Aufzeichnung eines Niederschlagsmessgerates, tgmide Wettersituation hinsichtlich der Nie-
derschlagsmenge beschreibt:

Wolkenbruch — Nieselregen — Sonnenschein bei witlsem Himmel.
(Ablauf in der angegebenen Reihenfolge und ohrtéched Unterbrechungen)

Miederschlagsmenge
g el .

Zeait

N/

Wolkenbruch Nieselregen Sonnenschein

18



Aufgabe 7 Chemieunternehmen

Aufgabe aus der schriftlichen Abiturprifung Hambaagp5

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

In einem Chemieunternehmen wird die Leitung einktedung von einem neuen Mitarbeiter Gbernom-
men. Die Abteilung produziert flissige Waschmitiiie Produktion liegt derzeit bei taglich 10 Tonnen
und sollte nach Ansicht des neuen Abteilungsleiters : :
erhoht werden. Die Firmenleitung wiinscht von innproduzierte Menge verursachte Kosten in
eine Auskunft Uber die zu erwartenden Produktions- N Tonnen GE (Geldeinheiten)
kosten und Gewinne. Der Abteilungsleiter wirft gine 2 600

Blick in die Produktionsunterlagen und findet neben 10 1272
stehende Daten, die bereits in das nachfolgende Ko

ordinatensystem eingetragen sind. 18 1944

2500

2000

1500

1000

Kosten in Geldeinheiten

500

0 5 10 15 20 25

Menge in Tonnen

a) Der neue Abteilungsleiter sieht hier einen lineatasammenhang. Bestatigen Sie diesen Zusam-
menhang, indem Sie durch eine Rechnung zeigendiasisei Punkte auf einer Geraden liegen.

b) Bei einem genaueren Blick in die Unterlagen findeproduzierte Menge verursachte Kosten in

der Abteilungsleiter zusatzliche Daten (siehe ne- in Tonnen GE (Geldeinheiten)
benstehende Tabelle.

) o . et _ 5 1047
Zeichnen Sie diese beiden zuséatzlichen Daten in
das beigefuigte Koordinatensystem ein. 20 2472

Man sieht ,mit bloBem Auge“, dass der lineare Ansats Aufgabenteil a) jetzt offenbar nicht zutrifft
Skizzieren Sie nun einen mdglichen und sinnvolleapBen durch diese 5 Punkte.

Dieser Graph beschreibt den Zusammenhang ,prode2iégnge in Tonnen verursachte Kosten in
Geldeinheiten, die so genanitestenfunktion.

19



c) Der Abteilungsleiter findet in den Unterlagen ssiiv®rgangers den Funktionsterm fiir die Kosten-
funktion K und stellt fest, dass alle fiunf Wertepaare zunp@ea vorK gehoren:

K: X - X =30x° + 320x+ 7z

Zeigen Sie, dads keine Extremstellen besitzt und erlautern Sie, wadiese Eigenschatft fur eine
Kostenfunktion typisch ist.

d) Aus einer Marktanalyse weil3 die Firmenleitung, dees erzielbare Preis pro Tonne flr das
Waschmittel in Abhangigkeit von der absetzbaren g4ex durch die folgende Funktiop be-
schrieben werden kanm: x - -5x+ 330 bzw. p: X - -5[{x— 66)

Bestimmen Sie die Gleichung der Erlosfunkt®nind zeigen Sie, dagsein Maximum annimmt,
wenn die produzierte Menge 33 Tonnen betragt.

e) Bestimmen Sie die Gleichung der Gewinnfunki{&n

Bestimmen Sie, bei welcher produzierten Menge dawi@n G maximal wird, und berechnen Sie
den maximalen Gewinn. Beide Angaben sollen in detwart auf 2 Nachkommastellen gerundet
werden.

f) Beurteilen Sie vor dem Hintergrund lhrer Ergebniaee den vorangegangenen Aufgabenteilen das
Vorhaben des Abteilungsleiters, die bisherige Pktidini von téglich 10 Tonnen deutlich zu erhéhen.
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Aufgabe 8 Bevolkerungsentwicklung

In dieser Aufgabe, die sich an eine Aufgabe aussderiftlichen Abiturprifung Hamburg 2005 an-
lehnt, geht es um eine allgemeine Exponentialfankind um die Frage, wie gut diese Funktion die
Entwicklung einer Population darstellt.

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Die Funktionf hat die Funktionsgleichung
f(x)=-6e%> +6e>+6=60J(1- >+ &%)

Fir einen Teil des Definitionsbereichs ist der Grdpr Funktion gegeben:

A

y

Vx

a) Der Funktionsterm ist die Summe von drei Termergizwit positivem Vorzeichen, einem mit
negativem Vorzeichen.
Beschreiben Sie, ausgehend vom Graphen, das \Vanrtddt Funktion im Hinblick auf folgende
Fragen:

Wie arbeiten die drei Terme fir den Funktionsweitd= 0 zusammen?
Warum féllt die Funktion fur kleing?

Warum steigt die Funktion wieder?

Warum bestimmt der Term 6 das Verhalten der FunkKiio grof3ex?
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b) Die Gleichungf'(x) =0 ist &quivalent zu der Gleichurgl®™ = 6 & * und damit auch &quivalent
zu der Gleichung-0,5x = In(6)— 3.
Untersuchen Sie unter Verwendung dieses HinweigeBuhktionf auf Extrempunkte.

¢) Untersuchen Sie die Funktidmuf Wendestellen.
(VerwendersSie zur Berechnung die in b) vorgestellte Methode)

Eine Situation, fur die diese Funktion ein Modedférn konnte, ist folgende:

In einer Kleinstadt hat der einzige grof3e indub&ridrbeitgeber sein Werk geschlossen. Daraufhin
ziehen viele qualifizierte Arbeitskrafte mit ihréramilien aus dieser Kleinstadt weg. Die Politiker
versuchen durch Schaffung von Arbeitsplatzen ineegnl Bereichen langfristig neue Bewohner zu
gewinnen. Es dauert allerdings eine gewisse Zsitliese MaRhahme erste Erfolge zeigt.

Die Statistiker tragen die Einwohnerzahl regelméiRigine Grafik ein, wobei die Einteilung der
x-Achse_in Jahrzehnten erfolgt und die g&chse_in zehntausend Einwohner.

d) Interpretieren Sie die Bedeutung des Extremwentelsdie Bedeutung der Wendestelle im Sachzu-
sammenhang der Aufgabe.

e) Begriinden Sie, warum die angegebene Funktzom Modellierung der beschriebenen Situation
zumindest nicht ganz fern liegt.

f) Bestimmen Si& so, das§ mit
F(x) =12& > + kOE* + 6 x

eine Stammfunktion vori ist.

Bestimmen Sie das Integral vdniber dem Intervall [0; 1,5].

Mit diesem Wert sollen Sie folgende Aufgabe bedébpei

15 Jahre nach der Werkschliel3ung konnte die StirdeFgelder beantragen. Diese richteten sich
nach der durchschnittlichen Einwohnerzahl (auf ®adsgerundet) der Stadt in diesen 15 Jahren.
Bestimmen Sie die Hohe der Férdermittel, die dedStlamals erhielt, wenn es fiir jeden Einwoh-
ner 1000 DM an Fordergeldern gab.

g) Skizzieren Sie den weiteren Verlauf des GraphenfysnSkizze) und geben Sie unter der Bedin-
gung, dass sie weiterhin der Funktfagenigt, eine begriindete Prognose Uber die weéitareick-
lung der Einwohnerzahl ab.

Ermitteln Sie die groRtmdégliche Einwohnerzahl, ohétr unter diesen Bedingungen die Stadtent-
wickler rechnen mussten.
Beschreiben Sie Griinde, warum sich die Einwohnéraimutlich anders entwickeln wird.
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Aufgabe 9 Helikopter

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

In der Abbildung ist ein Ausschnitt des Graphereeiuadratischen Funktion zu sehen, der im Zeitin-
tervall von 0 bis 60 s die Geschwindigkeit einedikdpters in senkrechter Richtumng s (also sein
Steigen bzw. Sinken) beschreibt.

Die waagerechte Achse stellt damit die Zdi s dar, die senkrechte Achse die Steig- bzw. Sinkge-
schwindigkeit in m/s.

a) Zeigen Sie anhand der Informationen aus dembgege Diagramm, dass der gezeigte Graph zur
. 1 2
Funktionv, .. (t) = —t?>+—t gehort.
vert|ka|() 150 5 g

Beschreiben Sie das Flugverhalten in der Zeit varb® 60 s. Gehen Sie dabei auf die Nullstellen
und den Hochpunkt vom,,,, ., €in.

b) Begriinden Sie, dass im gegebenen Diagramm do&lzwischen dérAchse und dem Graphen
der Funktion die Dimension einer Lange darstellt.
Skizzieren Sie die Form eines zu diesem SteigvgrgaissendeHohe-Zeit-Diagramms Sie
brauchen dabei die genaue Einteilung der senknedktbse (also der Hohe) nicht durchzufuhren.
Die von lhnen skizzierte Funktion und die Funktigp,., stehen in einem mathematischen Zu-

sammenhang. Geben Sie diesen Zusammenhang an.

c) Das abgebildete Steiggeschwindigkeit-Zeit-Diagrakann zu vielen Flugmanévern gehoren.
Nennen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede dgb&tfunen (also der Hohe-Zeit-Diagramme).

d) Berechnen Sie fiir die Zeit von 0 s bis 60 s@esamthéhenunterschied, den der Helikopter durch-
fliegt und seine durchschnittliche Steiggeschwikdig

Nehmen Sie jetzt an, der Helikopter startet im@aiktt = 0 s vom Flugfeld (alst(0) = 0).
Ein kleines motorisiertes Flugobjekt (eine so ge@amdrohne), die eine Kamera tragt, steigt ebesfall
vom Flugfeld nach folgender Funktionsgleichung auf:

h,(t) = v{t-30)+ 120,

wobei wiederunt die Zeit in Sekunden beschreilbf(t) die Flughthe in Metern angibt und die

Steiggeschwindigkeit verschiedene Werte (jeweils in m/s) annehmen kBrese Aufsteig-Funktion
ist so gewabhlt, dass die Drohne bei30 s eine Hohe von 120 m erreicht; Drohne uniikbieter
starten nicht unbedingt gleichzeitig.
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e) Beschreiben Sie die moglichen Flugbahnen dehmam Vergleich / im Unterschied zum Heli-
kopter.
Interpretieren Sie die Bedeutung des Paramgters
Zeichnen Sie in Ihr Hohe-Zeit-Diagramm mindestensiznogliche Hohe-Zeit-Funktionen fur die
Drohne.
Zeigen Sie, dass Helikopter und Drohne sich unagibaronv zum Zeitpunkt = 30 s auf gleicher
Hohe befinden.

f) Geben Sie die Steiggeschwindigkeder Drohne an, sodass Drohne und Helikopter zawgen
nem Zeitpunkt die gleiche Steiggeschwindigkeit aifen.
Koénnen die Flugobjekte auch an mehreren Zeitpunttiemleiche Steiggeschwindigkeit haben?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

Alternative Teilaufgabe

g) Eine Drohne soll ebenfalls auf dem Flugfeldtstaund sich genau nach 15 Sekunden neben dem
Helikopter befinden, um den Helikopter von der &eit fotografieren.
Bestimmen Sie die erforderliche Drohnen-Steiggesutingkeitv, den Zeitpunkt, zu dem die
Drohne starten muss, sowie die H6he, in der sielbdohne neben dem Helikopter befindet.
Begriinden Sie: Kann diese Drohne auf inrem Fludnmoehr Bilder liefern, bei denen sie genau
neben dem Helikopter ist?

24



Aufgabe 10 Kanalbett

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

////////; 20m

— {Om \a gow, —

Ein Kanalbett soll mithilfe einer Funktion besclwé® werden. Dazu ist ein erster Ansatz gemacht
worden:

—2co{§x)+ 2. — &k x< (
h(x) =
—co{ng+ 1; Ok x< €&

Eine Einheit entspricht hierbei 10 m in der Natur.

a)

b)
c)

Zeigen Sie, dass der Graph vierdurch die Punkt®, den Koordinatenursprung umti geht, im
Koordinatenursprung einen Tiefpunkt undHreinen Hochpunkt hat.

Zeichnen Sie den Graphen vion

h(x) ist abschnittsweise definiert. Begrinden Sie,wvanur ein trigonometrischer Funktionsterm
vom Typ (—a-cosb- X + ¢ nicht ausreicht, um das ganze Kanalbett zu beibemre

Ein zweiter vereinfachender Ansatz sieht so aus:

d)

f)

9)

1 3
f(X)=—xX+—x
128 32

Zeigen Sie, dass der Graph Vioebenso wie der voh durch die gegebenen Punkte geht, im Ko-
ordinatenursprung einen Tiefpunkt undHreinen Hochpunkt hat.
Zeichnen Sie den Graphen ydn ein zweites Koordinatensystem.

Bei einem starken Hochwasser steigt das Wasiseeum PunkiH. Berechnen Sie mithilfe der
Funktionf den Inhalt der Querschnittsflache des dann mitdafagefillten Kanals.

Begriinden Sie, warum sich fur den rechten dedl Kanalprofils bei beiden Funktiondrufdh)
der gleiche Flacheninhalt der Querschnittsflaclgiber
Beziehen Sie in Ihre Argumentation die Wendepubkieer Graphen ein.

Alternative Teilaufgabe

g*) Von H soll eine unterirdische, gerade Leitung ausgemehim Punk®B(u | f(u)) mit 0 <u < 8 ins

Kanalbett miinden. Bestimmen $eso, dass die Leitung maoglichst steil verlauft.
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Aufgabe 11 Z&une

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

)
1

Ein Tierpark plant eine rechteckige Flache als G{
hege mit 6 kleineren rechteckigen, nicht notwendi
gleich groRen Bereichen anzulegen (siehe Abb
dung). Fur den AulRenzaun ist mit 20 € je Meter, fi
den Innenzaun mit 10 € je Meter Zaunlange Z
rechnen. Zunachst sollen Zugénge und Tore bei der
Kalkulation unbertcksichtigt bleiben.

(™

=

|

X

a) Berechnen Sie die Gesamtkosten fir alle Z&aun&chst unter der Annahme, dass die
Gesamtflache quadratisch ist und einen Inhalt vOABm? hat.

b) Zeigen Sie, dass die Funktikmit
K (x) = 50x + 180000

die Gesamtkosten fur alle benotigten Zaune bedahreenn das rechteckige Gehege 3 000 m?
grof ist.
Dabei istx die Seite des Geheges, an die 3 Innenbereicheggrenz

¢) Untersuchen Sie das Verhalten der Funktidir x — O.
Interpretieren Sie das Ergebnis.
Legen Sie einen sinnvollen Definitionsbereich fi@r BunktionK fest.
Begriinden Sie ohne Rechnung, warum diese Funkéiore Nullstellen haben kann, jedoch min-
destens einen lokalen Extremwert haben muss.

d) Bestimmen Sie die aul3eren Abmessungen fiir 8303n2 grol3es Gehege so, dass die Gesamt-
kosten fir alle benétigten Zaune minimal werden.
Geben Sie den Betrag an, der also mindestensdi#aline veranschlagt werden muss.

e) Zeichnen Sie den Graphen \Win dem von lhnen in c) festgelegten Definitiongdeh in ein
geeignetes Koordinatensystem.

Fur den Kauf der Zaune stehen nur 5 000 € zur \derfg.

f) Berechnen Sie den maximalen Inhalt der Flacheeethgezaunt werden kénnte, wenn jegliche Tore
unbericksichtigt bleiben sollen.

g) Tatsachlich aber soll jeder Bereich ein Tor
nach auflen erhalten (siehe nebenstehendg
Skizze). Solch ein Tor ist 2 Meter breit und
kostet 200 €. Bestimmen Sie, um wie viele m?2
dadurch die maximal einzdunbare Flache
kleiner wird.
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Aufgabe 12 Kondensator

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Ein Plattenkondensator besteht aus einem Paahgteider Metallplatten, die voneinander isoliert in
einem festen Abstand montiert sind.

Verbindet man die beiden Platten je mit einem RadreBatterie, so lasst die Batterie Strom fliel3en,
so dass sich die beiden Kondensatorplatten uniedicth aufladen. Dadurch wéchst seinerseits die
Spannung zwischen den Kondensatorplatten, so dag&atterie gegen diese Spannung am Konden-
sator immer weniger Strom flieRen lassen kann.

Wahrend die Batterie immer eine konstante Spankynigfert, ist die Spannung am Kondensator
zeitabhangig: Sie lasst sich durch eine Spannuaogkten U (t) beschreiben. Diese Funktion hat

dabei die Gleichung
u@)=uU,@-e"").

Die Zeitt ist eine positive reelle Zahl (Es wird ab dem Anlgieck des Einschaltens gezahlt).

U, ist die Batteriespannung,

rist eine fur den Kondensator charakteristische &rofR3

Naturlich tragerlJ undt auch Einheiten (die Spannubgwird in Volt gemessen, die Zditn Sekun-
den), dies soll aber in dieser Aufgabe unberickigichleiben.

a) Skizzieren Sie den Graphen vO(t) fur Up = 10 undr= 2 im Intervall0<t <10.
Berechnen Sie den Zeitpurtkbbei dem am Kondensator 90% der Batteriespankbighgrrschen.

b) Begriinden Sie, warum die Funktithden oben angefihrten Vorgang sinnvoll beschr&ehen
Sie dabei besonders auf das WachstumWaind die Grenze dieses Wachstums ein.

c) Bestimmen Sie die Anderung der Spannung am Kont@misa Moment des Einschaltens (also bei
t=0).
Weisen Sie rechnerisch nach, dass der SchnittpletkTangente an die Spannungs-Funktion an
dieser Stelle die Geradg=U, immer beit =1r schneidet.

Wie schon anfangs erlautert, lasst die BatterierstitieRen und ladt damit den Kondensator auf. Da-
bei gilt: Die Stromstarkd (t) ist umso hoher, je geringer die Spannung am Kaosatenist; sollte die

Spannung am Kondensator die Batteriespannung letreaben, so kann die Batterie keinen Strom
mehr flieBen lassen. Die Anfangs-Stromstarke Hgif3t

Die Stromstarke-Funktion hat die Funktionsgleichuiig =1, @™ mit den bekannten GroRen.

d) Begriinden Sie wiederum, warum diese Funktion demg&ftg sinnvoll beschreibt.
Berechnen Sie (fir = 2) den Zeitpunkt, bei dem die Stromstérke nuhnb@ % ihres anfanglichen
Wertes aufweist.

e) Die Menge an Ladun@, die die Batterie bis zu einem Zeitpunktuf den Kondensator hat flieRen
lassen, wird durch die Flache zwischen dem Grapban (t) und der Zeit-Achse (bis zum jewei-

ligen Zeitpunkt) dargestellt.
Geben Sie die Gleichung der FunktiQman.

Berechnen Sie (fir= 2 und |, = 2) die Ladung auf dem Kondensator bieF 27 .

Bestimmen Sie die maximale Ladung, die der Kondensei dieser Anfangsstromstarkeauf-
nehmen kann.

f) Schlielich:
Der Widerstand eines elektrischen Gerats ist deti®uot aus Spannung und StromstarRe;LIJ—.

Dies gilt selbstverstandlich auch fir Kondensatoren
Beurteilen Sie, wie sich der Widerstand eines Kasdeors mit der Zeit andert.
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Aufgabe 13 Radioaktiver Zerfall

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Beim radioaktiven Zerfall einer SubstaBz beschreibim(t) die Masse der noch nicht zerfallenen
Substanz zum Zeitpunkimit my(t) in mgundt in Stunden nach Beobachtungsbeginn.
Dabei gilt: m () =1000&°*%.

a) Geben Sie an, wie grol3 die Masse der SubSaam Beobachtungsbeginn war.
Berechnen Sie die Halbwertszeit dieses Zerfalls,die Zeit, nach der nur noch die Halfte der ur-
sprunglichen Substanz vorhanden ist.
Bestimmen Sie die nach 6 Stunden bereits zerfaltasse.

Das Zerfallsprodukt der radioaktiven Subst&nist die Substan®,. Auch diese Substanz ist radioak-
tiv und zerfallt demzufolge weiter. Fir die Magsgt) der noch nicht zerfallenen Substa®zgilt
dann:

m,(t) =100&°* (1~ €*%)

b) Berechnen Sie, wie viel an Substé®zzum Zeitpunktt = 0 vorhanden ist und interpretieren Sie
dieses Ergebnis.
Begriinden Sie, dass es zu einem gewissen Zeitgumkimaximale Masse der Subst&zneben
muss und berechnen Sie den Zeitpunkt und die zuigehilenge.

¢) Zeichnen Sie die Graphen vom und vonm, in ein Koordinatensystem ein.
d) Gegeben ist die Funktiagndurch

g(x) =-506°> +1006* ; xJR*

Bestimmen Sie die Null- und Extremstellen \gon

Beschreiben Sie das Verhalten \gfiir X — o ?

Zeichnen Sie auch den Graphen gan lhr Koordinatensystem ein.
Zeigen Sie, dass die Funktiom eine Stammfunktion zur Funktiapist.

e) Bestimmen Sie den Inhalt der Flache, die von deapf®n vorg, derx-Achse und dey-Achse
begrenzt wird.

t
Interpretieren Sielie Bedeutung des Integrajsg(x)dx.
0

28



Aufgabe 14 Wassertank

Modellierungsaufgabe mit Volumenberechnung mittglsgration. Beispielaufgabe aus EPA Mathe-
matik, 2002.

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

In dieser Aufgabe soll zundchst das Volumen einessaftanks naherungsweise bestimmt werden.
und dann die Fullhéhenfunktion skizziert werden.

a) Gegeben ist ein liegender Wassertank, der a
einem Zylinder mit zwei kuppelférmigen
Aufsatzen besteht. Die Abmessungen sind dq
nebenstehenden Skizze des Querschnitts d
Wassertanks zu entnehmen. Die Mal3e sind
Zentimetern angegeben. Die Skizze ist nict

malfistabsgetreu, stellt aber charakteristiscl g >
Eigenschaften (z.B. Knicke) ausreichend gu 20

dar. - -
Schatzen Sie mit einfachen geometrische 100

Mitteln ab, dass weniger als 300 Liter in den
Tank passen.

b) Es sollen nun die kuppelférmigen Aufséatze matesoh beschrieben werden.

Betrachten Sie dazu die Funktiorfaimdg mit

f(x)=—0,3(x— 40+ 3C und g(x)=+/4500— 90x.

Die Graphen der beiden Funktionen sind der nacbfmgn Skizze zu entnehmen.
Begriinden Sie, welcher Graphfzozw.g gehort.

ty
557
50t Gaph 1
457
407
357
307
257
20+ Graph 2

157

10t

v <
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d)

Welche Drehkorper entstehen, wenn man den AussclanitGraphen jeweils im Intervall [40;50]
um diex-Achse rotieren lasst?

Beschreiben Sie, dass man mit beiden Funktioneeilgdie kuppelférmigen Aufsétze des Was-
sertanks ndherungsweise beschreiben kann. Bear&iedie Qualitat der Naherung.

Das Volumen eines Korpers, der durch Rotatian@ephen einer Funktidnim Intervall [a; b]
um diex-Achse entsteht, kann durch die Formel

b
Vv :w-f(k(x))zdx
berechnet werden.

Bestimmen Sie das Volumen einer Tankkuppel miteHitbng(x).

Berechnen Sie nun mit dieser Naherung das Voluresrgdsamten Wassertanks.

Der Wassertank wird bei konstanter ZuflussratéMasser gefullt.

Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen fir dikfifamH, die die Hohe der Wasseroberflache
im Tank Gber dem Boden zum Zeitpunldngibt, wenn der Tank wie in der Skizze auf dateSe
liegt.

Skizzieren Sie grob den Verlauf des Graphen.
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Aufgabe 15 Windanlage

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Die obige Abbildung zeigt Windenergie-Konverter.réind setzt die Blatter um die vertikale Ach-
se in Drehung; die Blatter behalten dabei auctstleneller Bewegung ihre Form bei.

Bei dieser Anlage liegen zwischen den oberen umd wdgeren Befestigungspunkten der Blatter
42 m, und der Durchmesser des Rotors betragt lergeplante Spitzenleistung dieser Anlage liegt
bei 625 kW.

In den Aufgabenteilen a) bis d) soll zuerst dierfrder Blatter durch zwei verschiedene Funktiohen
und g naherungsweise beschrieben (modelliert) werdeaxBichse entspricht der vertikalen Rota-
tionsachse

Die Funktionf soll eine Kosinusfunktion der Forri(x) = al¢os(ox+ ¢) sein,g ist eine ganzrationale
Funktion 4. Grades mi)(x) = -0,000015% - 0,032x + 1.

a)

Die Abbildung zeigt die Graphen der beiden Funldiminundg.

X

-20-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 J 10 12 14 16 18 20

Zeigen Sie, dadsdie Gleichung f (x) =17Et:03{4—”2 xj aufweist, und begriinden Sie, dass aus den

Angabenf eindeutig bestimmt ist.
Geben Sie an, welcher Graph zu welcher Funktiodgeh

31



b)

c)

d)

f)

Untersuchen Sig auf Symmetrie und Extrema im BereieB5< x< 25.
Zeigen Sie, dass die Nullstellen vgrin diesem Bereich in guter Naherung bej = —21 und

Xy, = 21 liegen.

Bestimmen Sie fir beide Funktionen jeweils den Wirk Grad, den die Blatter bgi= 21 mit
derx-Achse einschliel3en.

Die Rotorachse ist in einer Hohe von 56 m Uber @rdarch Abspannseile mit dem Grund ver-
bunden (siehe Abbildung). Diese Abspannseile végtanben am Rotor etwa parallel zu den Blat-
tern an deren Achsenbefestigungspunkten.

Bestimmen Sie fur beide Funktionen die Lange despalnseile.

Entscheiden Sie, welche der beiden Funktionen Jeweglche Eigenschaften des Konverters in
der Abbildung besser wiedergibt, und begriindent8&Entscheidung.

Bestimmen Sie in guter Naherung die Querschnitts#&des Rotors unter Verwendung der Funk-
tion g.

Mit den Ihnen bisher zur Verfugung stehenden Mittist die Lange der Blatter nicht zu berech-
nen. Sie kdnnen aber den Graphen der Funkt&ttickweise annahern.
Berechnen Sie den so entstehenden Naherungsweiefliange der Blatter.
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Aufgabe 16 Molkerei

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Die Molkerei Meier hat die Rezeptur eines Joghmitsder neuen Geschmacksrichtung ,Apfelbeere”
entwickelt. Fur die Produktion dieses Joghurts gentMolkerei von einem s-férmigen Kurvenverlauf
der Kostenfunktion aus, die der Produktionsmendie Gesamtkostepnzuordnet.

Die Fixkosten betragen 400 Geldeinheiten (GE). Aum ist bekannt, dass der Graph der Kosten-

funktion einen Wendepunkt in (10 | 700) aufweisd die Wendetangente die Gleichung
t,(X) =20x+ 500 hat. Die Kapazitatsgrenze fiir dieses Produkt beg50 Mengeneinheiten (ME).

Eine Marktanalyse hat ergeben, dass das Produle¢$er Menge vollstandig verkauft werden kann.

Hinweis: Alle zu skizzierenden Graphen sind in mif@ordinatensystem darzustellen. Wahlen Sie
dabei als MaRstab fiir die Ordinate 500 GE1 cm, fir die Abszisse 5 ME 1 cm.

a) Bestimmen Sie die Gleichung einer ganzrationblerktion mdglichst niedrigen Grades, die die
Entwicklung der KosteK nach den oben gemachten Angaben beschreibt. Gibelen 6kono-
misch sinnvollen Definitionsbereich an.

b) Die Molkerei erwartet einen Erlos von 70 GE j& MBestimmen Sie die Erldsfunktidund zei-
gen Sie, dass die Gewinnfunkti@die GleichungG(x) =-0,1X + 3¥ + 20x— 40( hat.
Skizzieren Sie die Graphen der Kostenfunkfound der Erlosfunktioik.

Die Gewinnschwelle liegt bei 10 ME. Bestimmen Se@ewinngrenze.

Bestimmen Sie die Produktionsmenge, fiir die sichmteximale Gewinn ergibt, und berechnen
Sie diesen.

¢) Ein Mitglied der Geschéftsleitung schlagt vairah eine Reduzierung des Preises die Nachfrage
zu steigern und mit erhohtem Absatz den Gewinrl.agsrnehmens zu steigern.

Beurteilen Sie diesen Vorschlag unter Berlckgightg der oben genannten Modellannahmen.

d) Zeitgleich ist eine zweite Molkerei mit dieseeuen Produkt und einem Dumpingpreis auf den
Markt gekommen. Nun tberlegt man bei der Molkereiév, wie man wirtschatftlich vertretbar
reagieren soll. Dabei ermittelt ein Abteilungsleiier Molkerei Meier richtig, dass der niedrigste
verlustfreie Preis 50 GE je ME betragt.

Skizzieren Sie den Graphen der entsprechendeafnkiionE,., und ermitteln Sie, wie viele
Mengeneinheiten bei diesem Preis nur noch produniet abgesetzt werden dirfen, damit kein
Verlust entsteht.
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Aufgabe 17 Schiffbau

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Auf einer Hamburger Werft wird eine Hochgeschwinkgigsfahre als Doppelrumpfschiff (Katamaran)
geplant. Der mittlere Teil des Schiffsrumpfes waf einer Lange von 12 m im Querschnitt nach der

Funktionf mit f(x)=0,2x* - 18X* hergestellt.
Die waagerechte Decklinie liegt in einer Hohe vdairdheit iber dem Hochpunkk

a) - Zeigen Sie, dass die Funktion achsensymrobtiss.
- Ermitteln Sie den senkrechten Abstand der Tiefpainkin der Decklinie.
- Berechnen Sie die Lange der Decklinie.
- Zeichnen Sie den Graphen vbrusammen mit der Decklinie in ein geeignetes Kioaténsys-
tem mit 5 Einheiten in jedeRichtung ein.

b) Im HochpunktH von f soll fir Unterwasser-
beobachtungen eine Kamera angebracht wer- Decklinic
den. Man méchte wissen, wie grof3 der Blick- | /
winkel der Kamera in Richtung Meeresgrund H
ist. Hierzu muss man zwei Tangenten durch
den PunkH an den Schiffsrumgflegen.

chiffsrumpf

Bestimmen Sie die Gleichung einer dieser
Tangenten ahund den Blickwinkel.
Tangente grobe Skizze

¢) Damit das Schiff ,,unsinkbar” ist, soll der Doppetipf des Schiffes mit Styropor bis zur Hohe des
PunktesH ausgefiillt werden.
Berechnen Sie das Volumen an Styropor in den metilé2 m des Schiffes.

d) Die Werft plant, einen gréReren Katamaran herziesteDie Decklinie soll dabei um 2 Einheiten
verlangert werden. Die Abstédnde zwischen der Deigklund dem Hochpunkt bzw. zwischen der
Decklinie und den Tiefpunkten soll erhalten bleiben
Ermitteln Sie die Funktionsgleichung einer der me8ehiffsbreite angepassten Funktgpund
skizzieren Sie den zugehdorigen Graphen in demtbarestellte Koordinatensystem.
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1.2  Kurs auf erhdhtem Niveau

Aufgabe 1 Neubesiedlung von Biotopen

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2008

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Eine Forschergruppe beobachtet in den Tropen digliche Neubesiedlung von Seen bei Uber-
schwemmungen durch bisher in diesen Seen nichamddne RuderfulZkrebse.

lhre Untersuchungen und theoretische Uberleguregenl nahe, dass fir diesen Fallldkale

Anderungsrateder Krebsdichte im Wasser einer Funktion des Typs
\
f () =kE———, k>0,t20
1+e)

folgt, d.h.fi(t) gibt zum Zeitpunkt (in Monaten) diZuwachsratein Krebsen pro Kubikmeter Wasser
pro Monat an, Letzteres naherungsweise, da gangedhlnktionswerte die Ausnahme sind.

Zunachst sollen Sie diese Funktionenschar unteesughd lhre Ergebnisse dann im oben geschilder-
ten Sachkontext deuten.

a) « Begrinden Sie, dass die Graphen der Funktionangdteine Nullstellen aufweisen,
und zeigen Sie, dass gilf; (t) — 0 flirt — oo .

« Berechnen Sie die Extrempunkte und bestimmen 8i8\indepunkte vofy im oben angege-
benen Definitionsbereich.

tr1_ t
Hinweis: Sie kdnnen dabei ohne Nachwei§t) = k (1(1:_16{;4 ¢) verwenden.
e

« Zeichnen Sie den Graphen der Funkfigrim BereichO<t <10 in das Koordinatensystem
in der Anlage. 30P

b) Interpretieren Sie lhre in Teilaufgabe a) gewonneBkkenntnisse Uber die Funktionenschar
in Bezug auf die Entwicklung der Krebsdichte im \&&s
Gehen Sie dabei auch auf die langfristige Entwicgglder Dichte ein. 10P

1+€

c) Bestatigen Sie, dads mit F (t) = eine Stammfunktion vofy ist. 5P

d) Bei einem der beobachteten Seen ergaben die Udbtensgen durch Kontrollentnahmen, dass drei
Monate nach dem ersten Auftauchen der Ruderful¥riaebdiesem See von eirnBichte von
40 000 Krebsen pro Kubikmeter auszugehen war.

« Ermitteln Sie aus dieser Beobachtung den Parakelier Modellierung.

Weisen Sie zunachst nach, dass sich fur die Dafgiét: D, (t) =k Eﬁ% - 1+1 ‘j .
€

» Bestimmen Sie mit diesem Modell, wie viele Rudekie®se pro Kubikmeter in der ersten
Woche (also im ersten Viertelmonat) ungefahr in 8ea gelangt sind.

e) Bestimmen Sie, wie grol3 mit diesem Modell die Dactier Krebse ,,hach langer Zeit" in
dem See sein wird. 20P

35



f)

Die Kollegen der Forscher im Heimatland wollen usiiehen, ob diesénderungder Dichte an
RuderfuBkrebsen auch bei bereits besiedelten Seleeabachten ist, deren Besiedlungsdichte
durch &ufReren Einfluss erhdht wird.

t
Sie arbeiten daher mit der Stammfunkti@wonf, mit D(t) =D, +.|' f (2)dz.
0

« Beschreiben Sie, was an diesem Modell gegenébenj aus Aufgabenteil d) geandert
wurde.

« Begrinden Sie durch Interpretation vignvelche Voraussetzungen im Sachkontext
gegeben sein missen, damit dieses Modell fir bdregiedelte Seen sinnvoll sein kanrl0 P

In einem der Seen beobachteten die Forscher eénkliShkeitsrate der Krebse, die nicht mehr
dem bisherigen Modell entsprach: Die Sterblichkateswar im Wesentlichen proportional zu der
Dichte, die aktuell nach dem alten Modell zu ereanvar. (Dieser Proportionalitatsfaktor moge
mit s bezeichnet werden.)

« Weisen Sie nach, dass die Anderungsrate nun diiedRunktion

. e 1 1
frrs(t)=k- ey S[E_H——é]]

beschrieben werden kann.

* Begrinden Sie fis=0,04, dass die Dichte der Ruderful3krebse in diesemniaah etwa

4 Monaten ein Maximum erreicht.
Fuhren Sie die notigen Berechnungen exakt odernégsweise durch. 25P
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Lernaufgaben fur die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Neubesiedlung von Biotopen*

A fiolt)
10
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Aufgabe 2 Kettenlinie

Aufgabe aus der schriftlichen Prifung 2008

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Bei vielen technischen Problemen treten Kombinatiovon Exponentialfunktionen auf. Zwei von
ihnen, die besondere Namen tragen, sollen hieriteachtet werden.

Sinus hyperbolicus: f,(x) =sinh(x) ;%[@e‘ - &)

Cosinus hyperbolicus: f,(x) = cosh(x ).:% [@ e+ e‘x)

a) Untersuchen Sie die Funktionen sinh und cosh allétdllen, Symmetrien und Asymptoten.
Zeichnen Sie die Graphen dieser beiden Funktiomeinigemeinsames Koordinatensystem ein
(-3<x<3). 20 P

b) Die Namen dieser Funktionen erinnern nicht zuféhgdie Funktionen Sinus und Cosinus; es gibt
formale Ahnlichkeiten.

Zeigen Sie:

« cosH k) sinf k F .

o f/(x)=1,(¥ und f,(xX)= f(x)

 sinh und cosh erfillen die Differentialgleichundg” - f =0.

Geben Sie jeweils die entsprechenden Beziehungeatidilrunktionen Sinus und Cosinus an.
10P

Spannt man ein Seil (oder eine Kette) zwischen gledch
hohen Turmen auf, so folgt seine Linie der so gaten
Kettenlinie y = k(X) = altosh( bd¥ mita, b> 0.

¢) Begriinden Sie, dassdabei die Hohe des tiefsten Seil
punktes tUber der Grundebene ist.
Untersuchen Sie, wie sich die Kettenlinie andeenmw
sich bei festgehalteneander Parametds vergroR3ert.

I ——
/
/
\
\
S —

10P

d) Ein Seil wird zwischen zwei jeweils 117,8 m hohdirfien gespannt. Die Tirme sind 150 m
voneinander entfernt. Das Seil hat in der MitteeaiBodenabstand von 80 m.

» Weisen Sie nach, dass die Kettenlinie fir diesdd8eGleichungk(x) =80[bost( 0,0125}<)
folgt.
» Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und TurnBafestigungspunkt des Seils.

» Untersuchen Sie, wie sich die Paramatandb sowie der eben berechnete Winkel andern,
wenn man das Seil straffer spannt. 20P
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e) Bestimmen Sie die Lange des bereits betrachtetésnz8aschen den Turmen. (Es folgt der Funk-
tion mit der Gleichungk(X) =80LtosH 0,0125X).)

Hinweis: FUr eine im Intervalicf d] stetig differenzierbare Funktidnberechnet sich die Bogen-

d
langel des Graphen vohiber E; d] durch =J',/1+(f ’(x))zdx. 20P

f) Man kannk durch eine einfache quadratische Funkpamnahern, z. B. durch
p(x) =80+ 0,00672K . Um eine hinreichend genaue Néherung fir das gegeBroblem zu er-

reichen, sollte die Differenz der Seilhéhen, diectiy(x) undk(x) berechnet werden, zwischen
den Tarmen nie einen halben Meter Uberschreiten.

Ay
0.6

diff(x) = p(x) - k(x)

0.5

WP

04
L
0.3 3,

0.2

0.1

0 X
0 10 20 30 40 50 60 70 >
Entscheiden Sie, auch mithilfe der obigen Abbildustgp in diesem Sinn hinreichend genau ist,

und ermitteln Sie gegebenenfalls eine Verbessadanguadratischen Naherungsfunktion.
Beurteilen Sie die erreichte Verbesserung. 20P
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Aufgabe 3 Hecken

Aufgabe aus der schriftlichen Prifung 2008

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Fur jedesc= 0 ist eine Funktionf, gegeben durcH(X) = ( cle COR.

e’ +10)2 ’
a) Berechnen Sie die Schnittpunkte des Graphen fyanit den Koordinatenachsen.

Untersuchen Sie den Graphen ¥pauf Extrempunkte.

Hinweis: Argumentieren ohne die zweite Ableitungngglich.

Entscheiden Sie, fur welch@Hochpunkte vorliegen.

Geben Sie so an, das#i (In10]11) Hochpunkt des Graphen voh ist. 20P

b) Im Koordinatensystem in der Anlage sind der GraghFRilinktionf,, und der Graph der Funktion
g mit g(X) =40- €™ eingezeichnet. Bestimmen Sie den SchnittpunkGataphen vonf,,, undg.

Zur Kontrolle: Fur die Schnittstelbe gilt x, = In(1+ \/1_1) =1, 4¢. 10P

Fur eine groRRe Zierhecke pflanzt eine Landschaftisgén verschiedene Straucher der SoRemd

G in einer Reihe abwechselnd ein. Zum ZeitpunktRiéenzens sind die Straucher jeweils

4 Dezimeter hoch. Die Funktionef),, undg beschreiben vereinfachend die momentanen Wachs-
tumsgeschwindigkeiten der StrauckeundG (in Dezimeter pro Jahr) in Abhangigkeit von deit Ze
gemessen in Jahren ab dem Zeitpunkt des Einpflanzen

c) Ermitteln Sie die StammfunktiondhundG, die die Strauchhéhen der Sortebzw. G in Abhan-
gigkeit von der Zeik darstellen.
Hinweis: Die Substitutiomu = € +10 kann hilfreich sein.
Berechnen Sie die Strauchhdhen beider Sorten zutpuz&t gleicher momentaner Wachstums-
geschwindigkeiten. 25P

Arbeiten Sie in jedem Fall mit folgenden Funktioriéndie Strauchhthe weiter:

SorteF: F(X) :L, Sort&s: G(x)=44—40e™ .
100e*+1
d) Begriinden Sie, dass beide Straucher nach 8 Jakransgewachsen gelten. 15P

e) Vergleichen Sie das Wachstumsverhalten beider B{vtachstumsgeschwindigkeit und Hohen-
entwicklung). Weisen Sie nach, dass die beidereS8a jenem Zeitpunkt den grof3ten Hohenun-
terschied aufweisen, an dem sich die Graphen dektienen f,,, und g schneiden. 20P

f) Die relative Wachstumsgeschwindigkeiist definiert als Quotient aus der momentanen \Wach
tumsgeschwindigkeit eines Strauches und seiner Héhe
Ermitteln Sie fur beide Strauchsortw( x) und stellen Sie die Funktionsterme moglichst einfa

dar. 10P
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Anlage zur Aufgabe ,Hecken*
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Aufgabe 4 Sprungschanze

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2009

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Sie sehen schematisch das ungeféhre Profil
einer Skisprunganlage.

Der Sprungturm mit der Anlaufbahn besteht
aus einem geraden Teil und einem gekriimm
ten Teil.

Sprungturn mit

Anlaufbahn

gekriimunter Teil

Zuerst soll der gekriimmte Teil mithilfe eines
Teils des Graphen einer geeigneten Funktior
modelliert werden. Dig-Achse verlaufe dabei
waagerecht.

Aufsprungbahn

a) Betrachten Sie dazu zunachst die Funkt
onsgleichung

f (x) = k¥

mit k > 0.

Untersuchen Sie die Funktiondp in

Abhéangigkeit vork in Bezug auf Sym-
metrie, Nullstellen, Extrempunkte, Wen-
depunkte und Verhalten fix - +oo .

Skizzieren Sie in der Anlage flar= 1
undk = 2 die zugehorigen Funktionsgra-
phen. (20P)

Vor dem Bau einer Skisprungschanze muss

das Schanzenprofil vom Internationalen Ski-

verband (FIS) gepruft werden, damit die

Schanze fir internationale Wettbewerbe

geeignet ist.

Folgende Daten missen zur Genehmigung des Schaofilsngingehalten werden:
* Am Anfang ist die Anlaufbahn sehr steil, der Steigswinkel soll etwa —40° betragen.
« Im sich knickfrei anschlieRenden gekrimmten Teibvdie Anlaufbahn immer flacher

bis hin zur Absprungstelle. Dort soll der Steigumiggkel nur noch —10° betragen.

b) Betrachten Sie nun die Funktioff mit der Gleichungf, (x) = e und begriinden Sie, dass

fur den gekrimmten Teil der Schanze nur ein Kumiérechts vom rechten Wendepunkt in
Frage kommt. Zeigen Sie, dass man ket 0,8 beginnen kdnnte. Bestimmen Sie nahe-

rungsweise auf zwei Dezimalstellen genau die Stelbeder Anlauf aufthéren sollte. Geben
Sie einen geeigneten Mafl3stab an, wenn der gekriif@iitan der Realitat in horizontaler
Richtung gut 90 m messen soll. (20P)

c) Bestimmen Sie die durchschnittliche Steigung deladahn f, im Intervall [0,8 ; 1,74
und den zugehdrigen Steigungswinkel. (15P)
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d) Die Konstrukteure der Sprungschanze Uberlegen,@enehmigungsantrag der Sprungan-
lage eine Konstruktionsvariante beizufligen. Der Wépunkt der Funktiorf, , also die
steilste Stelle, soll sich direkt links am Anfaresdyekrimmten Teiles des Anlaufes befin-
den, wobei an dieser Stelle der Steigungswinkel aagirlich unveréndert —40° betragen
muss.
Beurteilen Sie, ob dann der ParamétgroRer oder kleiner (als 1) gewahlt werden mus&.OP)

Die Aufsprungbahn, auf der der Skispringer nachesaiFlug landet, besteht aus drei
Abschnitten:

Im ersten Abschnitt hat die rechtsgekrimmte BalkrFdirm des Teils eines Graphen einer
ganzrationalen Funktion 3. Grades mjtx) = -0,069%¢ + 0,175¢ - 0,17%+ 0,1 mit
x0[1,75;2,75.

Im so genannten KonstruktionspunkKtRunkt) K(2,75Ja, (2,75) geht die Aufsprungbahn in eine
linksgekriimmte Bahra, Uber (zweiter Abschnitt), um dann im Puikin einer waagerechten
Auslaufbahn (dritter Abschnitt,(X) = konstantzu enden.

Der zweite Abschnitt der Aufsprungbahn bestehteanem eingefligten Kreisbogen , dessen

Mittelpunkt auf dex-Achse liegt.
Die Ubergange zwischen den drei Abschnitten despwingbahn sollen knickfrei verlaufen.

Hinweis: Ubergange sind ausdriicklich nicht kriimnaagigich.

e) Die Modellvorstellung fur den zweiten und drittebgehnitt der Aufsprungbahn muss
noch mathematisiert werden. Hierzu sollen die bekenktionsgleichungen fi@& undas
bestimmt werden.
Beschreiben Sie anhand der Vorgaben eine Losuatggite und begrinden Sie lhr Vorge-
hen.
Bestimmen Sie die Gleichung des Kreisbogensind die Konstante, , wenn — wie
schon oben gesagt — der Konstruktionspih&h der Stellex= 2,75 liegt und der Mittel-
punkt des Kreisbogens auf deAchse liegt. (20P)

f)  Die kritische Sprungweite wird erreicht, wenn elramdung auf oder hinter dem Konstruk-
tionspunktK erfolgt. Die Sprungweites wird auf der Aufsprungbahn beginnend an der
Stellex = 1,75 gemessen.

Bestimmen Sie die kritische Sprungweite der zutitzgerung eingereichten Schanzen-
konstruktion grob mit Hilfe eines Naherungsverfaise (15P)
Hinweis: Die Bogenlédnge w eines Graphen einer FHonkitin [a; b] berechnet sich mit

b
w= J‘«/1+ (f'(x))?* dx. Sie kdnnen aber bei dem gegebenen Funktionstamrfikeine

Stammfunktion explizit bestimmen, daher ist eineeiing erforderlich. Es wird die
Keplersche Fassregel empfohlen.
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Lernaufgaben fur die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Sprungschanze*
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Aufgabe 5 Wachstumsverhalten von Bakterien

Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2009

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Fototrophe Bakterien brauchen Licht fur ihren Stefthsel; wenn sie im Wasser leben, bevolkern
sie also oberflachennahe Wasserschichten, dielichatéauch die sonstigen bendtigten Nahrstoffe
enthalten mussen.

Wenn man wenige solcher Bakterien in ein entsprethelichtetes Wasserbecken einsetzt, so ist
die Wachstumsrate zunachst annéhernd linear.

Mit steigendem Bestand allerdings machen die Batieselbst das Wasser weniger durchsichtig,
so dass schlie3lich die Wachstumsrate mit dem Bestartickgeht.

Die Wachstumsratein Abhangigkeit von der Zeit wird durch die Furktenscharf, , mit

f (t)=alle ", tOR", kOR", aJR"

beschriebert bezeichnet dabei die Zeit in beliebigen, abeefe&inheiten.

a) Begrinden Sie, dass die Funktionen dieser Funkismter zur Modellierung der beob-
achteten Situation geeignet sind, das heif3t, besehr Sie das Verhalten der Funktionen fir
kleine und fir groReund vergleichen Sie dies mit dem geschildertemiSauext.

Beschreiben Sie den Einfluss der beiden Pararketeda auf das Aussehen der Graphgi5P)

Fur die Untersuchung der Eigenschaften der Fundischar wird zunachat= 1 gesetzt.

b) Berechnen Sie den Zeitpunkt des starksten Wachstathsie Wachstumsrate zu diesem
Zeitpunkt. (10P)

¢) Man kann sagen, dass die Wirkung der Wassertribtwa ab der Wendestelle der Funktion
tberhand nimmt. Bestimmen Sie die Koordinaten desd¥punktes in Abhangigkeit vén
und beschreiben Sie die Bedeutung dieser Stellvaugn mit der Stelle starksten Wachs-
tums im Sachkontext der Aufgabe. (10P)

d) Zeigen Sie, dass zur Funktionenschigr die FunktionenschalF,, mit

1-(1+ k@) & "
Fl,k(t) = ( k2 )

fur alle F, gilt: Itmg F (1) =0.

gehort, bei der jeweil§,, eine Stammfunktion vorf,, ist und

Beschreiben Sie die Bedeutung der Funktionenseharm Sachkontext.

Zeigen Sie, dass fur jedkslie FunktionF,, fir t — « gegen eine endliche Zahl geht und
bestimmen Sie diesen Grenzwert in Abhangigkeitkion

Beschreiben Sie die Bedeutung des Grenzwerts intelkbder Aufgabe. (20P)
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e) Zeichnen Sief,,, und F,,; im BereichO<t <10 in das Koordinatensystem in der

Anlage. (10P)

Nun geht es wieder um Bakterien. Wir |6sen unsdem Sonderfala = 1.

Bei einem solchen Wachstums-Experiment im Rahmaesdrorschungsauftrags ergab sich ein
Endbestand von 120 Bakterien (pro cm3), die Zeskamiek wurde zuk = 0,7h bestimmt.

Die Zeitt wird in Stunden gemessen.

f)

Um dieses Experiment zu modellieren, muss jetzPdeametea in der Funktionenschar
a-alf1+ k) "’
k2
Ermitteln Sie aus den obigen Angaben den Wert deasnfeters fir die beschreibende

Funktion F,., ;.

Fomit B, ()=

angepasst werden.

Hinweis: Bestimmen Sie zunachst den GrenzwertRyQrfir t — oo

Zeigen Sie, dass die Wachstumsrate der Bakterigm sechs Minuten noch nicht wesentlich
von einer rein linearen Wachstumsrate abgewichen is

Bestimmen Sie mit einem Naherungsverfahren Ihrelh\&af eine Nachkommastelle
genau, nach welcher Zeit die Bakterienzahl auf 99e%Endbestands angestiegen ist. (15P)

Ein Doktorand wurde bei dem Forschungsauftrag enitFtage betraut, welchen Einfluss eine
viertelstiindige Unterbrechung der Lichtzufuhr agif destand der Bakterien hat.

g) Beurteilen Sie die Auswirkungen auf die Wachstunesuad auf den Bestand fiir die beiden

folgenden Hypothesen und skizzieren Sie fur be#lkelie jeweiligen Graphen fir den Be-
stand:

(1) Wahrend der Dunkelheit geschieht mit den Bakteg@nnichts.
(2) Wahrend der Dunkelheit nimmt die Zahl der Bakteggponentiell ab. (20P)
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Lernaufgaben fur die schriftliche Abiturprifung im Fach Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Wachstumsverhalten von Bakterie n*

A f(t).F(t)
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Aufgabe 6 Funktionenschar exponentieller Funktion en
Aufgabe aus der schriftlichen Abiturprifung Hambaagps

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Gegeben ist die folgende Funktionensdharit:

_ 3 >
fn(x)—(1+ex)n , nO{;2;...}, xOR.

a) Die nebenstehende Abbildung
zeigt die Graphen fur drei 3r
Funktionen dieser Schar. Be-
stimmen Sie die Zahlenwerte
des Parametersfir die jewei-

lige Funktion. 2o

Verwenden Sie dazu die
Schnittpunkte der Graphen mit
dery-Achse.

Beachten Sie:
nist eine natirliche Zahl mit
n>1.

15

b) Beschreiben Sie die Funktion-
en der Schar auf ihr Verhalten
flr X — oo undx — —o.

c) Weisen Sie nach, dabs mit “o

31+e )
1-n
fur jedes n[1{2;3;...} eine

Stammfunktion der Funktiofy,
ist.

F(X)=

d) Bestimmen Sie den Inhalt der Flache zwischen depl@n der Funktionefa undf; im gesamten
Bereichx < 0.

HINWEIS: Keine zwei Funktionen der Schar haben einen gesaeien Punkt.

e) Zeigen Sie,
e dasd, symmetrisch zuy-Achse ist.
» dass der Graph vdinpunktsymmetrisch zu seinem Schnittpunkt mitydéichse ist,

Begrunden Sie, dass fiirz= 3 kein weiterer Graph symmetrisch 3uAchse ist.
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Aufgabe 7 Uberfiihrung
Aufgabe aus der schriftlichen Priifung 2005

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Im flachen Friesland soll eine Bahnstrecke einenakauf einer Briicke Uberqueren. Die Strecke auf
der Bricke ist 100 m lang und verlauft ebenso lota wie die Strecken auf dem Boden. Die Stre-
cke auf der Briicke liegt 10 m tiber dem Bodenniv&iim.den Ubergang vom Boden auf die Briicke,
die so genannte Rampe, haben die Bauplaner zurginesRampenlange= 400 m in der Horizonta-
len vorgesehen. Die Steigungsstrecke links begmmunktP und endet im Punk®.

Héhe [m] Zeichnung nicht makstabsgerecht

10

P Linge [m]

100 200 300 400 500 600 Fele] &00 S00

Ein Bahnexperte begutachtet die Planung und mahufiaufmerksam, dass Eisenbahnstrecken eine
maximale Steigung von 2,4 % aufweisen dirfen, ddieiantreibenden Rader nicht rutschen.

a) Begrinden Sie mit Argumenten aus der Anschauurss, diaser Wert bei einer Rampenlange von
r = 400 m keinesfalls einzuhalten ist, unabhangigodawie die Rampentrasse gefiihrt wird.

Die Rampenlangewird daraufhin in den weiteren Planungen 80® mverlangert.
b) Ein Bauplaner vertritt die Idee, die Rampe darzigstelurch eine ,getrimmte” Kosinusfunktidn
vom Typ
k(x) = altos( by + ¢
Hohe [m] Zeichnung nicht makstabsgerecht
20

15

10

P Lange [m]

200 400 600 800 1000 1200

» Ermitteln Sie die konkrete Funktionsgleichung fig Rampe.

« Bestimmen Sie die maximale Steigung dieser Ramganiarpretieren Sie das Ergebnis.
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Wieder meldet der Eisenbahnexperte Bedenken abeEauptet, dass an den UbergangspunRten
und Q bei schneller Fahrt ein Ruck durch den Zug gehémey weil ,Krimmungsspriinge* vorlagen.
Um das zu vermeiden, missten deshalb die 1. uAthlitung der aneinander stoRenden Trassen an
den Ubergangsstellen ibereinstimmen.

¢) Untersuchen Sie, weshalb bei dem Kosinus-Entwuiifidnungsspriinge auftreten.

d) Damit auch diese Bedenken des Eisenbahnexpertgerausnt werden konnen, soll nun die
Rampe durch eine ganzrationale Funktiaargestellt werden.

Um deren Koeffizienten handhabbar zu machen, veekiiSie den Maf3stab xARichtung um den
Faktor 800. Wahlen Sie also jetzt fiir die PuriktendQ die KoordinaterP(0 | 0) undQ(1 | 10).
Berechnete Steigungen sind dann um den Faktor 8@8af3, sie missen deshalb fir die tatséachli-
che Trasse durch 800 geteilt werden.

» Begrinden Sie, dass die Funktibmindestens den Grad 5 haben muss.
« Untersuchen Sie, welche der Koeffizienten Yddull sein missen.
+ Bestimmen Sie den Funktionsterm van

» Bestimmen Sie die tatsachliche maximale SteiguagattiRampe und interpretieren Sie das
Ergebnis.

e) Der Eisenbahnexperte ist nun zufrieden, aber darsgmen Planern fallt auf, dass man die Ram-
pe noch verklrzen kénnte, ohne dass sie zu stedevirlautern Sie einen mathematischen Weg,
den man (bei Beibehaltung einer ganzrationalen framls. Grades) gehen kdnnte, um die mini-
mal mogliche Rampenléangezu finden. Die Rechnungen sollen nicht ausgefiverden.
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Aufgabe 8 Minigolfbahn
Aufgabe aus der schriftlichen Abiturprifung Hambaagps

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Bei einer Minigolfanlage soll eine Bahn mit eineuride angelegt werden. Der Ball 1auft bis zur Kurve
geradeaus (seine Einlaufstrecke), und nach denad&mh der Kurve lauft er wiederum geradeaus
(seine Auslaufstrecke). In der Kurve fihrt die Bamlin Ball. Die Form dieser Bande soll modelliert

werden.
Der Beginn der Bande — der Einlaufpunkt in die Kurvheil3tE, das Ende der Bande — der Auslauf-

punkt aus der Kurve — entsprechexd

Dabei werden von den Planern zuné&chst folgendecsFamden gestellt:

i) Der EinlaufpunktE liegt im Koordinatenursprung.
ii) Der AuslaufpunktA hat die Koordinaten (4 | 4).

i) Die Einlaufstrecke hat die Steigung 5 und t&uéi E tangential in die Bandenkurve ein,
die Auslaufstrecke schliel3t b&itangential an die Bandenkurve an.

Ay wa/\ﬁﬁ ke =
a) Als erstes wird versucht, die Banden- 4 /"/;/
kurve einfach durch einen Kreisbogen //
zu realisieren (vgl. nebenstehende Ab-—3 /’
bildung). //
Zeigen Sie mit Hilfe geeigneter Rech- 2 /
nungen oder geometrischer Konstruktio- /
nen, dass der Mittelpunkt dieses Kreis-—%
bogens die Koordinaten (5 [-1) haben E X
muss und die Auslaufstrecke dann >
P " .1 ] : 3 4 § 6
zwangslaufig die positive Ste|gw? §/ .
hat. ﬁ
5
= {2
g

Fortsetzung néchste Seite
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b) Der Ball soll aber starker umgelenkt
werden. (vgl. nebenstehende Abbildung)

[o)]

Die Auslaufstrecke soll deshalb eine ne-
gative Steigung haben, so dass also der
Kreisbogen aus a) nicht verwendbar ist.

Die Planer wiinschen:

iv) Die Auslaufstrecke hat die
Steigung —2.

+ Bestimmen Sie den Winkel zwischen
der gewtinschten Einlauf- und Aus-

N

laufrichtung.

VE

e Begrinden Sie, dass alle vier Bedin-

!

gungen i) — iv) durch eine ganzrationale

Funktion 3. Grades eindeutig erfillt werden kénnerd bestimmen Sie die Gleichung dieser

Funktionf.

« Bestimmen Sie die Koordinaten des Hochpunktesfwmd zeigen Sie, dass auf dem Graphen
vonf zwischenE undA kein Krimmungswechsel stattfindet.

Die Bahn wird wie in b) beschrieben gebaut. Da &leém Einlaufpunk& und beim Auslaufpunk

die zweite Ableitung der Bahnkurve nicht existieztv. einen Sprung macht, tritt deshalb leider auch
jeweils eine sprunghafte Anderung der Krimmung(easas den Lauf des Balls stort). Darum soll die

Bahn derart verandert werden, dass im EinlaufpEnkid im Auslaufpunkt A jeweils der Sprung der

zweiten Ableitung vermieden wird und trotzdem ailer Forderungen i) — iv) erfillt werden.

c) Begriinden Sie, dass alle diese Forderungen zusauchmeim eine ganzrationale Funktion

5. Grades erfillt werden konnen.

Bestimmen Sie die Gleichung dieser Funktion.
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Aufgabe 9 Schulhofgestaltung

p
<
b >

Ein Mathematikkurs soll im Rahmen
eines Projektes Vorschlage fiir die VAR yd
Neugestaltung des Schulhofes vorle-  / \ 5 / \
gen. Die Schiler und Schilerinnen /

schlagen vor, eine Fahrradbahn zu / / \
bauen. Es wird die nebenstehende ! /

Skizze vorgelegt. I \ / \
(Die Breite der Bahn soll nicht be- 0.5
rucksichtigt werden.)

MalRstab: 1 Einheit entspricht 10 m ><

\ 2o

0.5 1 15 2

a) Begrunden Sie, dass die Bahn 0.5
durch eine Gleichung der Form
y> =al¥ - X' (a> 0) beschrieben \ / \ l
werden kann, \ \ /
bestimmen Sie den Wert varund \ s \ /
ermitteln Sie fur diesen Wert die \
Menge allerxOR , sodass eben-
falls yOR .

¢ : °

b) Begriinden Sie, warum zum Beschreiben der Bahhlitfé von Funktionen zwei Funktiondrund
g bendtigt werden und geben Sie begriindend derektiBnstermef(x) undg(x) an.

Die folgenden Uberlegungen sollen &= 4 durchgefiihrt werden.

c) Untersuchen Sie die Umgebung der gemeinsamektd>dar Funktionefundg im Hinblick auf
»Knicks* im Bahnverlauf.
Begriinden Sie, warum man mit dem Fahrrad die BahwnachC und dann nacB undD und
nicht in der Reihenfolge voA nachB und dann nacl® undD durchfahren sollte, wenn man mit
hoher Geschwindigkeit fahren mochte.

d) Auf der eingeschlossenen, rechten TeilflachleesolBaum gepflanzt werden. Bestimmen Sie die
Koordinaten des Pflanz-Punktes so, dass diesert RugiRichtung jeweils den gleichen maxima-
len Abstand zur Bahn hat. Berechnen Sie dieserafAlst

e) Die eingeschlossene Gesamtflache soll mit Resgyesat werden. Wie grol3 ist die Samenmenge,
die gekauft werden muss, wenn man pro m? 25g bgif0ti

f) Aus Platzgriinden muss die Bahn doch verklewerden und zwar so, dass der in y-Richtung am
weitesten entfernte Punkt nicht mehr 20 m sondémm Yon dex-Achse entfernt ist. Die Form der
Bahn soll beibehalten werden.

Welche Auswirkungen hat diese Maflnahme auf die tfumdterme vori undg, auf den Bahnver-
lauf in der Umgebung der gemeinsamen Punkte, auPflanzloch fur den Baum und auf die Gro-
Re der Rasenflache?

Bestimmen Sie die Veranderungen ohne viel zu rathind beschreiben Sie Ihr Vorgehen.
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Aufgabe 10 Tumorwachstum

Quelle: Jahnke/Wuttke, Mathematik - Analysis, Clsere

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Far viele Tumorarten kann das Wachstum der Grafieséiumors durch die folgenden beiden Glei-
chungen beschrieben werden:

1) V'() = r@®)/(t) und @)'(t) = -c().

Dabei stehenfir die Zeit (t > 0), V(t) fur das Tumorvolumen zur Zdiund r(t) fur die Wachstums-
rate des Tumors zur Zdit c ist eine positive Konstante.

a) Ermitteln Sie diejenigen Funktionen r, die Ligem der Gleichung (2) sind.

9 _ efcm
Zeigen Sie, dass die Funktidf(t) =V (0) & o) eine Lésung der Gleichung (1) ist,
wennb die anfangliche Wachstumsrate bezeichtet ¢(0) mit b > 0).

b) Nun sollen Sie einige Eigenschaften der Funkéi@nforschen.

e Sei zunachs¥(0) = 5,b=1 undc =0,8.
Untersuchen Sie diese spezielle Funktion mit gestén Mitteln so, dass Sie eine Skizze des
Graphen der Funktio¥ anfertigen kénnen und skizzieren Sie den Graphen.

* Untersuchen Sie unter Bezugnahme auf Ihre ebenrg@men Erkenntnisse, welche Eigen-
schaften eine beliebige Funktidhin Abhangigkeit vorb undc hat.

¢) Interpretieren Sie die Gleichungen (2) und (1).
Welche Aussagen kann man tber das Tumorwachstamdiasem Modell machen?

d) Die Modellierung des Tumorwachstums mit der RigmkV von Aufgabenteil a) beginnt mit der
Entdeckung des Tumors. Fir diesen Zeitpunkt wird festgesetzt.
Will man feststellen, ob das Modell auch bei einesonders friihen Entdeckung noch die Realitat
hinreichend genau beschreibt, muss man KenntnissseRigenschaften der Funktidtfirt < 0
haben.

Beschreiben Sie diese Eigenschaften auch untevevielung lhrer Erkenntnisse von Aufgabenteil b).
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Aufgabe 11 StrafRenkreuzung

Die Aufgabe entspricht mit kleinen VeranderungemAdsturaufgabe LK 2001/3 aus Baden-Wirttem-

berg.

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Zwei geradlinig verlaufende Stral3en
bilden an ihrer Kreuzung einen Win-

kel o von etwa 53°. Diese Kreuzung

soll durch ein zusatzliches StralRen-
stlick entlastet werden. Die Situation

kann in einem geeigneten Koordina- .

tensystem durch zwei Geraden und
eine Verbindungskurve dargestellt
werden. (Siehe Skizze, Mal3stab: 1
Einheit entspricht 1 km.)

Dabei soll die Verbindungskurve
durch den Graphen einer Funktién
beschrieben werden.

0,5

Ny

Y x

0,5 1 15 2

V mindet an den Stellen —2 und 2 ohne Knickamte Krimmungssprung in die Geraden ein und

endet dort.

Hinweis: Ohne Krimmungssprung bedeutet, dass dinBengenf”(-2)= f"(2)= 0 gelten.

a) Zeigen Sie, dass man fir die beiden GeradeStdaRenkreuzung die beiden Funktionen

g: mit g,(X)=2x und g mit g,(X) =-3 x verwenden kann.

* Welchen Bedingungen muss die Funktigeniigen, damit gewéhrleistet ist, dass die Verbin-
dungskurveV ohne Knick und ohne Kriimmungssprung in die Geraggemdg, Ubergeht?

Erlautern Sie lhre Ansatze.

« Zeigen Sie nun, dasB(x) = aX' + b¥ + ¢ einen moglichen Ansatz darstellt, wenn alle eben
geforderten Bedingungen erflillt sein sollen, unstibemen Sief fur den vorliegenden Fall.

b) Ein weiterer Vorschlag sieht als Verbindungskuden Graphen der Funktidn vor mit

h(x) =1+In@ 2 +3).

Prifen Sie, ob diese Verbindungsfunktibnebenfalls die Bedingungen aus Aufgabenteil a) er-

fallt.

Zeichnen Sie den Graphen der Funktiorals Verbindungskurve und die Geradgnund g,
aus dem Aufgabenteil a) in ein geeignetes Koordimatstem.

c) Die beiden Vorschlage aus den Teilaufgaben d)b)sollen hinsichtlich des Landschaftsver-
brauchs verglichen werden, indem jeweils der Intledt Flachenstiicks, das von den beiden Ge-
radeng; undg, und der Verbindungskurve eingeschlossen wirdjrinest wird.

« Berechnen Sie fir den Vorschlag mit der Verbinddungktion f aus dem Aufgabenteil a) den

Inhalt dieses Flachenstiicks exakt.

» Berechnen Sie fur den Vorschlag mit der Verbingdmgktion h aus dem Aufgabenteil b)
den Inhalt dieses Flachenstiicks numerisch (8 Teilialle reichen).

d) Erstellen Sie einen dritten Vorschlag fur eirexBbindungsfunktion auf der Grundlage einer

trigonometrischen Funktion.
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Aufgabe 12 Energiebedarf
Die Aufgabe entspricht inhaltlich der Abituraufgalbl€ 2001/2 aus Baden-Wirttemberg.

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Gegeben sind die Funktionemn und f durch

und f(x)= 2

, jeweilsxOR.
1+e7 1+e* J

g(x) =

a) Weisen Sie nach, dass die Funktigndie Differentialgleichung
g'(¥X=29(% [[]2— o >9] erfillt.
Beschreiben Sie die Form des Wachstums, das digdfunktiong dargestellt wird?
Geben Sie dabei charakteristische EigenschafesedWachstumsform an.

b) Untersuchungen haben ergeben, dass die momentateeUhgsrate des Energiebedarfs (in
10° kWh/Jahr) eines Landes seit 1990 in guter Nahedumgh g(x) mit x>0 (x: Zeit in Jahren
ab Anfang 1990) beschrieben werden kann.

Zu welchem Zeitpunkt erreicht diese momentane Amugsrate 98 % ihres Sattigungswertes?

In welchem Jahr verlangsamt sich erstmals die @meader momentanen Anderungsrate des Ener-
giebedarfs?

Berechnen Sie den gesamten Energiebedarf im dgitv@n Anfang 1990 bis Ende 2000.

Nun werden Eigenschaften der Funktfamd ihre Beziehung zu g untersucht.

c) Ermitteln Sie die Asymptoten und den Wendepunkt@ephen vonf.
Untersuchen Sie das Monotonieverhalten und geleaties Wertebereich voh an.
Zeichnen Sie den Graphen vénsamt Asymptoten.

d) Zeigen Sie, dass der Graph vgnaus dem Graphen vain durch Spiegelung an der Geraden
Xx=1 entsteht.
Fugen Sie eine Skizze des Graphen goin lhr Koordinatensystem aus Teilaufgabe c) ein.
Bestimmen Sie den Wertebereich und das Monotorhiaiten vong sowie den Wendepunkt des
Graphen vong.
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Aufgabe 13 Schimmelpilz

Dieser Aufgabe liegt die Leistungskurs-Aufgabe 2D@2s dem Zentralabitur Baden-Wiurttemberg zu
Grunde.

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhohten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Fur jedesa # 0 ist eine Funktionf,
gegeben durch

fa(x)=£ xOR.

(1e)”

10

©

Die nebenstehende Abbildung zeigt
den Graphen einer Funktioi. ' \

a) Bestimmen Sie den Zahlenwert de
zugehoérigen Parametees 5 |

b) Gegeben ist die Funktiog mit

g(x)=¢€, XIR. 3
Bestimmen Sie die Koordinaten de 27
gemeinsamen Punktes der Graphg 1]
von fzs und g. _—
o I i I | —

Fur welche Werte vora hat der | 7 5 5 4 3 2 14 0 1 2 3 4 5 &6 7
Graph vonf, mit dem Graphen der
Funktiong einen Punkt gemeinsam?
Begriinden Sie Ihre Antwort und ge-
ben Sie diesen Punkt an.

c) Zeigen Sie: Firjedesz0 gilt: f,(x)= f,(-x), xOR.

Der Graph vorf, und diex-Achse begrenzen eine beidseitig ins Unendlichehegide Flache. Zei-
gen Sie, dass diese Flache einen endlichen Fladrahhat.

36¢'
1+¢€
scheibe bedeckt. Dabei wird in Tagen seit Beobachtungsbeginn Ufd) in cnf gemessen.

d) Durch F(t)=

wird der Inhalt der Flache beschrieben, die @hif@melpilz auf einer Brot-

Ermitteln Sie den Zeitpunkt, an welchem sich ddri®melpilz am schnellsten ausbreitet.
Bestimmen Sie die maximale Ausbreitungsgeschwiraiigk

Weisen Sie nach, dads eine Differentialgleichung der Form

F(t) =k F ()0 G- F(1)]

erfullt.

Skizzieren Sie den Graphen véh fir -5<t<5.
Beschreiben Sie die Form des Wachstums, das digdfunktion F dargestellt wird.

Geben Sie dabei charakteristische EigenschafesediWachstumsform an.
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Aufgabe 14 Beleuchtung

Aus der Aufgabe 3, ,Centralexamen 1998, Wiskurigdd Arermin, (Niederlande), abgeleitete Auf-
gabe.

Mit der Einflihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Bei der Installation einer StralRenbeleuchtung aatheist sicher gestellt sein, dass es uberall ent-
lang des erleuchteten Weges ungefahr gleich hdlkunschen zwei Leuchten nicht erheblich dunk-
ler als direkt unter einer Leuchte ist. Um diesemeichen, kdnnte man die Leuchten in besonders
kurzen Abstanden aufstellen, was dann aber zu trettlear hohen Kosten fihren wirde.

a
| | | N gl | |
JIN 2N 2N AN 7N 7N Z0N

P

Fur einen neu anzulegenden Weg mdchte man optloaieserhéltnisse zu vertretbaren Kosten
schaffen. Die Leuchten sollen in gleichen Abstansiemen, der Abstand zwischen zwei Leuch-
ten ista (in Meter). Eine Person im PunRtzwischen den Leuchten hat vom Lot der linken Leuch
te auf die Stral3e den Abstaxieter (siehe Skizze).

Die Person im Puni® bekommt Anteile vom Licht der beiden benach-
barten Leuchten, aber auch etwas von weiter en¢iern

% Lampe

Der Abstand der Lampe zu einem PuBlkduf der StralRendecke s(in '
Meter). In unserem Modell sollen die Lampen jeweiBm Uber der S
StralRendecke montiert sein. Die nebenstehende eSkiegchreibt also '
pro Lampe die geometrischen Verhaltnisse.

g X
Die Beleuchtungsstarke im PurfRtbezogen auf eine Lampe nennen Wire..i e

S(in Lux).
100.000

b3

FurSgilt: S(b=

a) Bestimmen Sie den Definitions- und Wertebereich Sm und geben Sie begriindend an, wie sich
S(b) in diesem Intervall verhalt.

b) Berechnen Sie den Abstardfalls die Beleuchtungsstarigqbezogen auf eine Lampe) im Pulkt
halb so grof} ist wie direkt unter der Lampe.

¢) Fur Berechnungen zur Ausleuchtung der StralReesfdgabe der Beleuchtungsstéarke in Abhan-
gigkeit vonx sinnvoller. Leiten Sie einen Ter8(x) her, der diesen Sachverhalt beschreibt.

d) Der Abstanda zwischen je zwei Leuchten sal= 20 m betragen. Der PuriRtsoll sich — wie in
der Skizze oben auf der Stra3endecke befinden amdRul3punkt des Lotes einer Leuchte auf die
StraRendecke den Abstand 6 m haben.
Bestimmen Sie einen sinnvollen Naherungswert féiiGisamtbeleuchtungsstarke im PumkEr-
mitteln Sie verschiedene Néherungswerte, indendiSidnzahl der Leuchten sinnvoll variieren.

Fortsetzung nachste Seite

58



e) Leiten Sie fiur die Baubehdrde einen konkreten Mdesgfir eine 200 m lange StrafRe mit Begriin-
dungen fur lhre Lésung her. Dabei soll die Stralgerail hinreichend hell beleuchtet sein — dies ist
der Fall, wenn die Beleuchtungsstérke zwischen®0und 100 Lux betragt - und die Kosten ver-

tretbar bleiben.
20

f) Bestimmen Sie mit Hilfe einer numerischen Integmattine Naherung fuf S,(X dx
0

20
[ S:(3 ax
g) Welche Bedeutung hat der ZahIenw@EﬂOT ?
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Aufgabe 15 Luftvolumen der Lunge

Die Aufgabe basiert auf einer Beispielaufgabe in Binheitlichen Prifungsanforderungen der KMK
(EPA vom Mai 2002).

Mit der Einfilhrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Die momentane Anderungsrate des Luftvolumens irLdege eines Menschen kann durch die Funk-
tion f mit f(t) = 2[sin@ il ) modelliert werden (dabei isZeit in Sekunderf(t) in Liter pro Sekunde
angegeben).

Wir nehmen vereinfachend an, dass zur Zei0 keine Luft in der Lunge ist.

t
a) Geben Sie die Bedeutung der Funktomit F(t) =I f (x)dx im Kontext der Aufgabe an.
0

Bestimmen Sie das Integral und daFi).

b) Das nachfolgende Diagramm zeigt den zeitlicheradf des Luftvolumens in der Lunge und den
zeitlichen Verlauf der momentanen Anderungsrateldéisolumens.

3Ay ,/\\ ,/\\
/ \ / \
/ \ Kurve 1 / \
i ."/’] \\ l/"— \\.
1 I" / \\ \ l/ / \\ \
A} 7
Y/ \ 7/ \
4 \ N\ /// \ \\t
v i ’)
1 2 "\ 3 4 ) 6 N ¢ 1
Y 7 i
A “\ /, \\\ y"ll
Ky / AN K
P \- ‘/ urve 2 \\- ",'

Geben Sie an, welche der beiden Kurven den zadtlidferlauf des Luftvolumens in der Lunge be-
schreibt. Begrunden Sie lhre Wahl im Sachkontektrddégabenstellung.

Bestimmen Sie das maximale und das minimale Luftwen in der Lunge.
Bestimmen Sie die Zeitpunkte, zu denen die Lungeije die Halfte des maximalen Luftvolumens
enthalt.

¢) Bestimmen Sie das durchschnittliche Luftvolurimeder Lunge wéahrend des Zeitintervalls [0;5].

d) Entgegen obiger Annahme bleibt immer Luft in denge. Erneut vereinfachend nehmen wir an,
dass dieses minimale Luftvolumen in der Lunge kamtsD,8 Liter sei.
Der Atemvorgang laufe ansonsten wie in Aufgabeiedrmittelt ab.

Beschreiben Sie die Anderungen, die sich in dervéui und 2 (siehe obige Abbildung) ergeben,
und ermitteln Sie die zugehdrigen Funktionsterme.

Skizzieren Sie den Verlauf der gednderten Kurvegirnem Koordinatensystem.
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Aufgabe 16 ICE-Trasse

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Fur eine ICE-Trasse mussen zwei gerade Streckemailisomiteinander verbunden werden.

Es stehen 4 verschiedene Funktionsvarianten zur 4 f(x)
Diskussion: .
a=63,435
1. Eine ganzrationale Funktion méglichst
niedrigen Grades

2. Eine Funktion, deren Graph ein Kreis- A B
bogen ist >
3. Eine Winkelfunktion der Form P N

X - altosplX)+ c

4. Eine Exponentialfunktion der Form
|]E_ b&z

X- a +C

a) Beschreiben Sie die Anforderungen, die an debiN@éungsgraphen gestellt werden missen, und
geben Sie die mathematischen Bedingungen an.
Gehen Sie dabei davon aus, dasg/ddehse die Strecke zwischénundB halbiert und im Koor-
dinatensystem 1 Langeneinheit 1 km entspricht.

b) Eine der angegebenen Funktionsarten kann niehn¢diorderlichen Bedingungen erfillen und
kommt daher nicht in Frage.
Geben Sie an, welche Funktion das ist und begriSaeihre Entscheidung.

¢) Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen der aneleren Funktionen.
Gehen Sie dabei davon aus, dass die Graphen #iesktionen symmetrisch zyrAchse sind.

d) Um die Verbindungstrasse mit moglichst hoherdBesndigkeit durchfahren zu kénnen, soll von
den drei Funktionen die Variante gewahlt werdericiaean der Stellg = 0 den grof3ten Krim-
mungsradius hat.

Der Krimmungsradius einer Funktion kann mit Hilségender Formel berechnet werden:

@+ f'(x)%)°
£"(x)

Weisen Sie nach, dass die ganzrationale Funktesedrorderung am besten erfiillt.
e) Um die Bahntrasse realisieren zu kénnen, musslda €& zwischen der Verbindungstrasse und der

Geraden zwischen den Anschlusspuni@éemdB von einem Landwirt gekauft werden.
Berechnen Sie diese Flache fir die ganzrationattian.
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Aufgabe 17 Preispolitik

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Ein Industrieunternehmefy, das nur ein Produkt herstellt, entnimmt seindriBesbuchhaltung

(Kosten- und Leistungsrechnung) folgende Angaben:

Der Kostenverlauf ist gekennzeichnet durch stastiiggende Gesamtkosten, wobei der Kostenzu-

wachs mit jeder produzierten Einheit unterschidudigt. Anfanglich nimmt der Kostenzuwachs be-

dingt durch effizienteren Arbeitskrafte- und Maswieinsatz ab. Von einer bestimmten Produkti-

onsmenge an ist der Kostenzuwachs jedoch durchrédlsnergieverbrauch und Maschinenver-

schleil steigend. Von den Gesamtkosten des Untmerehsind die folgenden Zahlen bekannt:

Die fixen Kosten belaufen sich auf 20 GE, der GrdphGesamtkostenfunktion hat im PuRKB|56)

einen Wendepunkt und bei einer Produktionsmengeludie entstehen Kosten in Hohe von 42 GE.

Die Kapazitatsgrenze des Betriebes liegt bei 9 M&es wird beliebige Teilbarkeit der Mengenein-

heiten (ME) unterstellt.

Hinweis: Alle zu skizzierenden Funktionsgrapherd sim einem Koordinatensystem darzustellen.
Waéhlen Sie dabei fur die Ordinate 20 GE = 1 cm findlie Abszisse 1 ME =1 cm.

a) Ermitteln Sie aus obigen Angaben den Term der aeimten* Gesamtkostenfunktidfy des
Unternehmeng.

Geben Sie den 6konomisch sinnvollen DefinitionsislrB;, an und skizzieren Sie den Graphen
der Gesamtkostenfunktidf.

Das Industrieunternehmen A ist einer von vielen iatdsn auf dem Markt. Die Preisfunktignist
demnach eine Konstante und sie laufstx) = 26.

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Gewinnfunki@n

Ermitteln Sie damit folgende fur das Unternehmechtige Informationen:
» die Gewinnschwelle und die Gewinngrenze,

» die Produktions-/ Absatzmenge, bei der maximakewi@n erzielt wird,
* den maximalen Gewinn.

Skizzieren Sie den Graphen der Gewinnfunkn

Ein Konkurrenzunternehme3 hat in seinem Betrieb durch Beobachtung der Kestevicklung in
Abhangigkeit von der produzierten Menge folgenderkostenfunktiork; bestimmt:

1 1
KL: Ki(X) =——+=x.
B s(X) +o' 8

c) Bestimmen Sie bei fixen Kosten von 30 GE dieg@akostenfunktion voKGg.

d) Zeigen Sie durch geeignete Rechnungen, dasdsidter vorliegenden Kostensituation des Un-
ternehmensB die Graphen der Grenzkostaf, und der Stlickkosterkg im Minimum der

Stlickkosten schneiden. Die entsprechende Prodsktiemge soll nicht errechnet werden.

e) Bestimmen Sie fir den gegebenen Marktppei®on 26 GE mit Hilfe eines geeigneten Nahe-
rungsverfahren die Gewinnschwelle des UnternehrBeurd fiihren Sie das Verfahren solange
durch, bis sich die dritte Nachkommastelle nichhrmiéndert.
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Aufgabe 18 Produktionsumstellung
Aufgabe aus der schriftlichen Abiturprifung Hambaagps

Mit der Einfiihrung eines hilfsmittelfreien Teils ab dem Abitur 2014 und durch die Umstellung von Leistungskursen
auf Kurse erhdhten Niveaus werden die dann gestellten Aufgaben einen etwas geringeren Umfang als diese haben.

Hinweis: Fir die zu zeichnenden Funktionsgraphemles sinnvoll sein, eine Wertetabelle zu erstel-
len. Alle Funktionsgraphen sind in einem gemeinsaioordinatensystem darzustellen.

Fur einen Betrieb soll eine Kostenfunktion ermitteérden. Die zugehdrigen Fixkosten belaufen sich
auf 12 GE. Weiterhin ist bekannt, dass die Kosterdfe Produktion von 2 ME 28 GE betragen. Bei
einer Produktion von 3 ME betragen die Kosten 30u@# der Graph der Funktion andert dort seine
Krimmungsrichtung.

a) Bestimmen Sie aus obigen Angaben eine KostetitumiK und zeichnen Sie ihren Graphen in ein
geeignetes Koordinatensystem.

b) Interpretieren Sie die wirtschaftliche Bedeutdleg Ordinatenschnittpunktes und des Wendepunk-
tes.

c) Eine Marktanalyse hat ergeben, dass die Produigbhéngig von der Absatzmenge zu einem
Stiickpreis von 10 GE an den Markt abgegeben wek@ienen.
Bestimmen Sie die Gleichungen der Preisabsatzfumgtider ErldsfunktiorE und der Gewinn-
funktion G.
Ermitteln Sie die Gewinnschwelle und die GewinngeerBestimmen Sie die gewinnmaximale
Absatzmenge und den dazugehdrigen maximalen Gewinn.
Zeichnen Sie die Graphen der Erlésfunktiband der Gewinnfunktiofs.

Die Betriebsleitung beabsichtigt, die Produktiomzfwecke einer Gewinnmaximierung auf ein ande-
res Produkt umzustellen.

Fur die Herstellung des neuen Produktes wird voarmilinearen Kostenverlauf ausgegangen. Eine
Marktanalyse hat weiterhin ergeben, dass der Rteidjir die Produkte zu erzielen ist, sich expenen
tiell zur Absatzmenge verhalt. Die neue Kostenfiomktind die neue Preisabsatzfunktion lassen sich
naherungsweise wie folgt beschreiben:

Kooy K(X)=5x+20 Prey: P(X) =300k *

eu *

d) Bestimmen Sie die neue ErldsfunktigR, und untersuchen Sie, wie sich die Erlose bei sehr
hen Absatzmengen verhalten.

Fortsetzung nachste Seite
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Gegeben seien im Folgenden die Graphen der neustericaind der neuen Erldsfunktion:

4 £(x)
—60 K
\
/ ~

- / T~

/ ~

X
0 2 4 6 8 10 12 14

—-20

e) Stellen Sie im obigen Koordinatensystem die rieeinnfunktionG,, als Differenz der gegebe-
nen Graphen dar.

f) Ermitteln Sie fur die neue Gewinnfunkti@e,die gewinnmaximale Absatzmenge mit Hilfe eines
geeigneten Naherungsverfahrens auf eine Nachkoraleagérundet.

Bestimmen Sie den dazugehérigen maximalen Gewidrinterpretieren Sie die Ergebnisse hin-
sichtlich der angestrebten Gewinnmaximierung.
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2

2.1

Erwartungshorizonte und Bewertung

Kurs auf grundlegendem Niveau

Aufgabe 1 Pflanzschalen

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

a)

Die Funktionerf, sind offenbar alle symmetrisch ziAchse. Diese Achse

muss also in der Mitte eingezeichnet werden. Dest#tid zwischen den beidgn

waagerechten Linien ist 5. Eine Einheit entspradbb zwei Markierungsab-
schnitten (Gitterabstanden). Die Lage xéchse unten bei = 0 und des Null-
punktes auf dex-Achse sind klar. Wegen der Mal3stabstreue entdp@ioh
Einheit auf dex-Achse ebenfalls zwei Gitterabstanden.

Fur a=2 hat die zugehorige Funktiofi, mit f@(x)zz—;—l—i5 die Nullstellen
3 3 X

+3 . Aus diesem Ergebnis folgt, dags= 2 zum mittleren der drei Graphen
gehort.

Veranderung vom bewirkt eine Verschiebung ,nhach oben oder unte@mD
groRtema (= 8) entspricht also der oberste — hier auchraerste — Graph. Ent
sprechend gehort zu= 5,5 der unterste, also der aul3ere Graph.

Andere Begrundungen sind mdglich.

A

y

an

5

w

N

[R5

5 | 4 3| 2|1 illf2138]4]s

10| 5

b)

Wenn der Durchmesser am oberen Rand 4 ist, galss:

f.(2)=5« a—lj:%: 5& a:%S: 8,7t

10

Bestimmt man den Radius des kreisférmigen obBardes in Abhangigkeit
vona, muss man die Gleichurfg(r) =5I16sen, also die quadratische Gleichu

a—1—25=5. Man erhélt die positive Losung= /1—55 . Diese Gleichung hat n
r a-

fur a> 5 reelle Losungen.

ng

10
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Alternative Lésung:
Inhaltlich bedeutet <5, dass die Gerade= 5 entweder Asymptote oder sog
oberhalb der Asymptoten des Graphen (Hyperbel) fohegt, d.h. der Graph
erreicht die vorgegebene Hohe gar nicht.

ar

d)

Das Volumen eines Kegels betré{i]tz?lgnﬁ2 h.

Als Radius des Innenkegels muss der Radius desmBRandes verwendet we
den. Und fur die HOohe gilth=5-y,, wobei y, dery-Achsenabschnitt ei-

ner/beider Tangenten ist.

Der Radius des oberen Randes wird bestimmt dueBchnittpunkte zwischen

der Geradery =5 und dem Graphen vof, .

15 15
f,(X)=5 « 7T-—=5 o Xx=% |—=%+7,5.
() X2 7-5

Die Gleichung der Tangente durch den rechten Raridpautet:
t(x)=5+ f;(\/TS) [Qx—\/7_,$.

Bemerkung: Man hatte aus Symmetriegriinden nattaich den linken Rand-
punkt verwenden kénnen.

Es gilt:

f7’ ( \/ﬁ) _ 30

7,50/7,5
e

Durch Einsetzen erhalt man:

4

t(x) =5+%[ﬁx—\/75) = &ﬁ[k— t%smw 1

Von dieser Geraden interessiert nur yl&chsenabschnitt, d.h. das Absolutglied

174

1. Dieses bestimmt durdin=5-1= 4 direkt die H6he des gesuchten Innenke
gels.

Damit sind alle MalRe des zu berechnenden Kegetarires

=%n[ﬁﬁ)2 4= 101= 31,4
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L

Hinweis:

Dieses Ergebnis ist sogar unabhangig von a fir&d<7,5. Man erhalt stets

ca. 31 Liter fur das Innenvolumen. o5
e) | Fur die Ableitung vos erhalt man unter Berlcksichtigung der Kettenregel:

' 1 1 .
G'(x)=———[-1)=——_ Genau das war zu zeigen.
7-X 7-X
Somit gilt:
5
1 5
157rf7 dx= 157~ In(7- xJ} = 15(~ N2} In(7)=~ 5.
—X
0

31 Liter ist ungefahr die Halfte von 59 Liter, ddurch das massive Glasunter-

teil wird das Volumen etwa auf die Halfte reduziert 15
f) |Wenna zu grol3 wird, dann wird die Tangente so steilsdisy-Achsenab-

schnitty, negativ wird, d.h. die H6he des Innenkegels wiigr als 5. Dies

bedeutet, dass die Schale unten ein kreisformigel bekommt und der innere

Hohlraum zu einem Kegelstumpf wird.

Das ergibt sich aus der Rechnung von d), ist aleh gualitativ erkennbar an

den Zeichnungen auf der Anlage, insbesondera #i8. Auch fir eine derarti-

ge LOsung ist die volle Punktzahl zu erteilen. 10
g) | 1. Lésungsvariante (zeichnerische Ldsung):

Der Mindestpreis von 25 € pro Stick soll bestawgtden. Zu zeigen ist, da
der Graph der ErlosfunktioB mit E(x) = 25 Tangente des Graphen der K

tenfunktionK ist.

y

14006

/Ex)=25<

00
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Offensichtlich berthren sich die beiden GraphedemStellex = 20.

Produktionskosten und Erlds sind an der Ste#e20 gleich.

Bei einer Produktions- und Absatzmenge von 20 Sfiok Tag) deckt ein Min
destpreis von 25 € pro Stiick gerade die Produltasten.

2. L6sungsvariante (Uber die Berechnung des Stigt&kminimums):

E(20)= 25(20= 50(.

K(20)=0,05120- 15120+ 25 20 2069 5.

K(X)=0,05¢ — 1,5¢ + 25+ 200, x>

3 _ 2
k() =2 ZLICT 25 2004 o5 - 1,50+ 25—,
X

X
200 _

S
0,1¢ - 1,5¢ - 20C (

x® —15x* - 2000= 0
(x=20)( + 5x+ 100)= 0

k'(x)=0: 0,Ix-1,5 0

Diese Gleichung hat genau eine reelle Lésung, nmlic20.
K'(%)=0,1+ 22> 0 fur allex> 0
X

Stlickkosterk(20) = 20 — 30 + 25 + 10 = 25.

Bei einer Produktions- und Absatzmenge von 20 Stiéckt erst ein Mindestpre
von 25 € pro Stiick gerade die Gesamtkosten pr&Stic

is

Insgesamt 100 BWE20| 60 | 20

Aufgabe 2 Medikation

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung
Bewertung

Losungsskizze

Die hochste Konzentration im Blut ist an deldl8t@n der der Graph der Funk
tion f mit der Gleichund (t) =10-e °* einen Hochpunkt hat. Es muss als
gelten: f'(t) =0 mit f'(t) =10e* - 5t[E°>* . Somit erhalt man= 2.

Dem Verlauf des Graphen in der Anlage ist zu entreef) dass dies nur ein
Maximum sein kann.

68




Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

f(2)=10RE"* =7,36.

Die hdchste Konzentration ist also nach 2 Stundehanden und betragt 7,36
Milligramm pro Liter.

20

b)

Der starkste Abbau entspricht der betragsmafdigtgn Steigung nach dem
Maximum des Graphen der Funktidn. Sie wird im Wendepunkt vanange-
nommen. Also muss gelteri’(t) =0 mit f"(t) =-10e°* + 2,5 %* . Damit

ergibt sicht = 4. Das Medikament wird nach vier Stunden ankstén abge-
baut.

10

Der lineare Verlauf wird durch die Geradengleichlktt = f (6)+ f'(6)[(t —6)
beschrieben.

Es gilt: f'(t) = (10- 5 )&,
Einsetzen ergibt:

k(t) =60C&® ~ 2006° [{t- 6)
=180(e"° - 20 [¥°
=-200e°[{t-9) .

Die Nullstelle vork liegt also bei 9, d. h. dass das Medikament naStuBden
vollstéandig abgebaut ist.

15

d)

Die mittlere Konzentration des Medikamentes tlenet man folgendermafien;

9
%Ej f (t)dt . Eine grobe Abschatzung erhalt man z. B. durctzAhbken einer-
0
seits der Anzahh der Késtchen, die ganz in der zugehorigen Flaelgen, und
andererseits der Anzainl der Kastchen, die von 0 bis 9 vom Graphen gescH
ten werden. Man bekommm:= 27 undm = 19.

Der gesuchte Mittelwert lasst sich damit grob aBsmn durch
(n+m}9=(27+£’j :9= 4,055..
2 2

Die Abschatzung sollte zwischen 3,5 Milligramm jiter und 4,5 Milligramm
pro Liter liegen.

nit

10
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Yo SO

t

1 2 3 4 5 6 ? 8 ? 18 11 12 13

Bemerkung zur grafischen Darstellung: Eine genaaest@llung der ,Uberlage-
rungsfunktion® ist etwas diffizil, da ja mehrerefiditionsintervalle in Fallunter-
scheidungen zu betrachten sind, je nachdem beherdkunktion der exponentiell
oder der lineare Teil wirkt. Das wird nicht erwatr{genn auch in der obigen Mus
terskizze geschehen). Wichtig ist die StruktuiGfaphen und dass es einen rele
vanten Zeitraum gibt, in dem die 10-mg/I-Grenzeasdteitten wird.

D

15

)

Da die Konzentration zeitweilig die Grenze vahNilligramm pro Liter tGber-
steigt, muss der Patient mit starken Nebenwirkumgehnen.

Zur Begrundung kénnte man
- entweder am Graphen argumentieren

- oder zeigen, dass z. B. liei 6 der Wertf (t) + f (t —4)=10,34 Uber 10
liegt (die linearen Teile kommen hier noch nictg Bpiel)

- oder argumentieren, dass das Maximum rechtd wof liegen muss, dass

also die Funktionf (t) + f (t —4) betrachtet werden muss, die ihre Extrem}

2
stelle beit :2(3253—11):5,52 hat mit dem Maximalwert von ungefahr 10,
e +

(auch hier kommen die linearen Teile noch nichtSpsel).

10

9)

g)=a t-e”
g'(t)=a ™ — abt e"

Da die Konzentration bei= 4 am gréf3ten sein soll, gily'(4)=0.
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Zuordnung
Lésungsskizze Bewertung
1|
O=a-e®—4ab e”
a=4ab |:a(az0)
b :1
4
Einsetzen ing(4) = 4a- € ® mit g(4) = 10ergibt: a=2,5e= 6,7957..
Also gilt: a=6,80 undb = 0,25. 15
Insgesamt 100 BWE20 | 60| 20

Aufgabe 3 Seebad Rutiba

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

a)

Lage des Punktés

Bed.: f'(x)=0 A f"(x)<O0.

f’(x):—%XS—i— x:(—%x%rl)- x=0= x=0V =2V x=—2.
Klassifizierung: f ”(x) :—%xz +1= f"(2)=—2< 0= Maximun

25 25
f(2)=— P(2,—
2)=1¢ (275)

Lange der Absperrkette:

=X, —X;=2—(-2)=4
Die Absperrkette ist 400 m lang.

Die breiteste Stelle in Nord-Sud-Richtung ist bigi= 0, da der Graph vorf
hier ein lokales Minimum hat: Bedingund’/(x) =0A f/(x)> 0.

f7(x) = —% X’ +1, das heitf ”(0)= 1> 0, also liegt ein Minimum vor.

Andere Losungsvarianten sind méglich und erhaltdle WPunktzahl.
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
1
Breite in N-S-Richtungh= f(2)— f(O):é——gz 1.
16 16

Das Strandbad ist in Nord-Sudrichtung 100 m breit. 15

b) | Entfernung zwischeR und A:
2
2 2 2 25

PA= %= %) + (% %) =\/(1— 2) +[3—1—6] ~ 17t

Die Entfernung zwischen den PunkfenindA betragt 175 m.

Winkel gegen Nordrichtung:

tana = Xo = Xa _ 2_15 ~ 0,69¢.

Ya— Y 3—1

Es gilt damitarctan0,696- 34,82,

Das Boot muss mit einem Kurs von ca. 35° Nord RiehtWest fahren. 10
c) | Berechnung der Beruhrungsstellen:

4 2

X x> 9 1 45
F(X) ==t — h()=—=- ¥ +—
) 16 2 16 ) 4 16
fF(x)=h(x)
K¢ 91, 4
16 2 16 4 16
4
_X_ § )(2 _3_6: 0
16 4 16
x*—12.x°+36= 0
(X*—6)-(x*—6)=0
X =6
21
h(/6)= h(—/6)===.
16
. . . 21 21
Die gesuchten Punkte haben die KoordlnaEté_ﬁ;E] bzw. [—\/E;E].
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Die Flache des entstehenden Badesees nach Plan 1:

NG
[h(x) — f(R]dx

>
I
&g

+__

1..,45 [ xX* % 9
47 16

4

5

Der Badesee nach Plan 1 hat eine Flache von @087,

20

d)

Funktionsvorschrift fliig: Wegen der Achsensymmetrie viomandelt es sich
um eine Kosinusfunktion migy x(5 a- cob{Xx ) ¢

Amplitude: a_— (f(2)— f(O))_E-[%g— 194 —E
Z

Periodenlangep = Z—bﬁ =4& b= % .

25 1 33
-Verschiebung:.c= f(2)+a=—+—=—
y- g: (2)+ 16+ 5= 16

]33

X —CO—X —
g(x) = 5[2 +T6

Untersuchung auf ,Knickfreiheit":

3

f'(x) = ——+x g(X)=—= sm[E ]

Der Stral3enverlauf kann knickfrei verandert werdegnn an den Berthrungst

stellengilt:  f(X)=g(XA f'(X= d(}.

f(2)=g(2)=f—§ A fR)=g ()= 0

20
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Losungsskizze

Zuordnung

Bewertung

Durch Anwendung der Kettenregel erhalt man

1x T 33
G/ = — e — —_— —_—
(¥ i cos[2 X]+16 g(x)

A= [19(9— (3]

(XX, 8,
80 6 2|

_52_ 4133
15

1 . [7r
—-SIN|—- X
T 2

_31 | 3t
15 | 15

Der Badesee nach Plan 2 hat nur eine Flache vatLc200 m und erfullt somit]
nicht die Forderung des Blrgermeisters.

10

f)

Der PunktQ liegt auf dem Graphen vdn denn h(0,845)~ 2,63-.

Der Abstand zwischeA undQ ist minimal, wenn die Strec@ senkrecht
zur Tangente im Punk der Parabel ist (Normale):

Ya—Yo 3-2,634
Xa—% 1-0,845

Die StreckeAQ hat die Steigungn, = ~ 2,361

Weiterhin gilt h’(x) = —%- X.

Die Tangentensteigung der Parabel im P@lgt m, = H(0,845)~ — 0,42..

Die GeradeAQ steht senkrecht auf der Tangenten im P@nhier Parabel,
wennm, 0, =-1.

Dies ist mit2,361  0,423% — 0,998703 — der Fall.

10

Insgesamt 100 BW

=30

50

20
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Aufgabe 4 Seilbahn

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

a)

ix—l ——1x+1
f(x)=15€° +15.e% —25

f(0)=15e'+15 e—25= 21,2924...
f(50)=15€’ + B-e* — 25=11,9172.

Der erste Pfeiler ist etwa 21,29 m hoch, der znetie 11,92 m.

1(

b)

fl(x) =1 Be?lox—l _1- [b—?lox+l.
2 2

f'(O)Z%-el——; e= —11752.~— 11.

2
3

f/(50)==-'—=.e%=0,7171.~ 0,7.

N
N -

10

Es muss der Tiefpunkt bestimmt werden. Anshtgx) =0.

f'(X) :1. e?loxfl_l', e—i)&l
2 2
0:1.63710><71_1'. e—%))&l
2 2

i><—1 1 X+1

@30 T — @30
1 1
—X—1=——x+1
30 30
ix:2
15

x=230

f(30)=15-€’+15€ - %5
f(30)=5

Am tiefsten Punkt h&ngt das Seil im unbelastetestahud 5 m tber dem Ful3b
den, selbst wenn es 1 m durchhéangt, ist also neshgyPlatz fir einen daran
hangenden Menschen.
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

d)

20 \\\\

15 N
AN

10 ™~

~L

o

5 10 15 20 25 30

40

45 50 xin m

Mit dem Ansatzp(xX) = a- X + b x+ cerhalt man durch Einsetzen der Punk
ein Gleichungssystem mit den drei Unbekaniatdm c:

21,3=a- F+b- 0+ c,alsoc= 21,
5=a-900+ b- 30+ 21,3
11,9=a- 2500+ b- 56+ 21,3

mit den Lésungen

a= 233, _ 3229 .13
30000 3000

so dass sich die Parabel mit der Gleichung

533 3229
X) = X — x+21,3
P() 30000 3000 +

ergibt.

20

f)

* Nachweis der Stammfunktion:
ix—l —ix+l
F(x)=450-¢® —450e3% — 25x

1
30

’ . iox—l 1 7é)x+1
F'(x)=450-—-e* — 450 o) e —

i><—1 ——1x+1
=15e¥ +15e3% — 25= f(x)

Stammfunktion vorp:

933 »_3229% | 51 3

P(X) = -
90000 6000
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Es muss das Integral tber die Differenzfunktotix) :| f(X— p >9| bestimmt
werden und durch die jeweiligen Intervalllangeregetverden.

Da die Schnittpunkte bekannt sind, kann zunachstridagral Uber die Diffe-
renzfunktion ohne Betragsstriche gebildet werdeshdas Vorzeichen beim
Ubergang in die Deutung des Ergebnisses soferg kétrigiert werden.

30

/

0

30
45069 — 450 ®_ 25 —[ 533 5 32294 o130 ~_ 6.8
90000 600

533 2 3229

- dx=
30000 3000

15.6%  4+15. ¢ % _ 25] _ [ N 21,%

0

Der durchschnittliche Abstand zwischen den Funisiipaphen betragt

Gé—i?z 0,23, also etw&®3 cm

8=

50
— 25X— °33 X — 3229)%+ 21, ~ 0,131
90000 6000

[450- €0 _ 4506
30
Der durchschnittliche Abstand zwischen den Funkitipaphen betragt in die-

sem Intervallo’lzw— 0,00657¢, also etwd,7 cm

Alternative: Berechnung der Durchschnittsh6hena&mginsgesamt vier Integ-
rale) und danach die Differenzen bestimmen.

15

10

9)

Offensichtlich stimmen Parabel und Kettenlinie mtekvall [30;50] fast exakt

Uberein, die durchschnittliche Abweichung ist kézials eine realistische Dicke

des Stahlseils. Hier hat der Assistent also Recht.

Die durchschnittliche Abweichung von 23 cm im Ingdr [0;30] kann unter-

schiedlich beurteilt werden. Nimmt man grof3e Toleen bei der Montage an
kdnnten die 23 cm Abweichung noch innerhalb di@sg¢eranz liegen. Benétigt
man dagegen genauere Daten, z.B. fir zusatzlicteridlahe liegende Installa
tionen, konnte diese Abweichung als (zu) grol3 aetyes werden.

Verschiedene sinnvolle Argumentationen der Prudlikgnnen hier als richtig
bewertet werden.

10

Insgesamt 100 BWE30 | 50

20
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Aufgabe 5 Farbenproduktion
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Gemal Aufgabenstellung lautet die Gleichungli@ErlosfunktiorE:

E(X) = -62x[{x— 66).
Dies ist die Gleichung einer quadratischen Funktmiinden Nullstellerx, =0
und x, =66.
Da bei einer quadratischen Funktion die Nullstellggmmetrisch zurx-
Koordinate des Scheitelpunktes liegen und der GogyhErldsfunktionE eine

nach unten gedffnete Parabel ist, besitzt die Enhdtion somit ein Maximun
mit positivem Funktionswert an der Stelg= 33.

Zulassig, wenn auch weniger elegant, ist die Berang der Extremstelle mi

Hilfe der Ableitungen.

10

b)

Fir die Kostenfunktiofk mit der GleichungK (x) = 2x¢ =147¢ + 379X+ 337
gilt:
K'(X) =6X — 294x+ 3792
Fir K'(x) =0 und damit6x® — 294x+ 3792 ( erhalt man
X , = 24,5+, 600,25 63.
Die Diskriminante der quadratischen Gleichung it (—31,75) negativ. Di

Gleichung hat damit keine (reellen) Losungen. kciighatK keine Extremste
len.

Dann ist die Kostenfunktio streng monoton. Da der Leitkoeffizient vén

positiv ist, ist sie streng monoton steigeBiks kann mit Wissen tber kubisc

Funktionen begriindet werden oder aus der Tatsadass K' Uberall positiv
ist.

Die strenge Monotonie vol bedeutet in diesem Zusammenhang: Je grofie
produzierte Menge ist, umso hoher sind die Prodokkosten. Dies ist okon
misch sinnvoll und notwendig.

1)

he

or dig

3%

15| 5

Y
70000 E

60000

50000 K

40000

30000

20000

10400

10 20 30 40 50 60
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

d)

Berechnung der Gewinnzone:
Die Gleichung der Gewinnfunktion lautet:
G(X) = E() - K(=4092x- 62% -( 28— 1474+ 3792¢ 33]

=-2x* +85x* + 300k— 3375.

Durch Rechnung (z.B. durch Einsetzen in die Gleighder Gewinnfunktion
wird bestatigt, dasg = 5 undx, = 45 Nullstellen vor sind.

Aus dem gegebenen Graphen erkennt man, dass e Muilstelle & = —7,5)
negativ ist, dass die Gewinnzone also zwischenlagegen Nullstellerx; = 5
undx, = 45 liegt.Diese Argumentation liegt durch die Betrachtung gegeber
nen Graphen von G nahe, und es wird keine Diskasger die dritte Nullstell
und ihre Lage erwartet.

(D

Berechnung des maximalen Gewinns:
Man sieht auch anhand des Graphen, dass zwischéhundx = 45 — namlich
in der Gewinnzone — genau eine Extremstelle, undrzine Maximalstellg
liegt. Die notwendige Bedingung fir eine lokale fertstelleG’ (x) = O liefert
die aquivalenten Gleichungen:

—6x* +170x+ 300= 0

- X —8—;x—50= 0

85 |[7225 1800
o X =—2 / +
36 36

< x=30

I+

o|R @
o olg

x
1
|
wlo

Bei x=30 liegt also das Gewinnmaximum.

Mit der vorhergehenden Argumentation, die man ailbbr den prinzipielle
Verlauf einer kubischen Funktion mit negativem Kamffizienten prazisiergn
konnte, braucht nicht mehr Uber die zweite Ablgjtargumentiert zu werden.
Dass 30 ME die gewinnmaximale Produktionsmenge Kanth auch durch dgn
Nachweis bestatigt werden, dass x = 30 Nullstalle @' ist.

Es gilt G(30) = 28 125. Fir die Herstellungsmenge von 30 déeerinheiten
wird der Gewinn maximal. Er betragt dann 28 125d@miheiten.

—

25

e)

Die Kosten haben konstant um 625 Geldeinheitgrezommen, entsprechend

sinkt der Gewinn konstant um den gleichen Betrag.@eichung der verande

ten Gewinnfunktion laute6, . (x) = -2X + 85X + 300x- 400( und untersche

det sich von der ersten Gewinnfunktion also auatunu die Konstante 625 u’jtd
I

=
1

hat damit an degleichen Stelleinr Maximum. Die Aussage des Firmen
glieds ist also richtig. Der zur Herstellungsmenge 30 gehdrende optim
Gewinn sinkt allerdings auch um 625 Geldeinheiten.

e

it-

15

Insgesamt 100 BWE25

55

20
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Aufgabe 6 Wetterstation
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|1l
a) | Die Aufzeichnung zeigt, dass es wahrend deswgesaZeitraumes geregnet h
weil der Graph streng monoton ansteigt (auf keiheervall konstant ist).
Es hat ab dem frihen Nachmittag immer starker geteda der Graph im letz-
ten Teil stark steigt. Wenig geregnet hat es varaet Uhr bis etwa 14 Uhr; auf
diesem Intervall steigt der Graph schwach. 18
b) | Ein Zylinder mit einer Grundflache von ¥ m10 000 criund dem Volumen
1l = 1 000 cm hat die Héhe h -1000(;)0 cm=0,1cm=1mm.
c) [y

&0 4+

s T

40 7

ELI o

0 T

Berechnung der Wassermenge:

f (0)=80- 40= 4(, der Anfangspunkt ist der Schnittpunkt mit gekchse:
S, (0] 40).

f (20)= 80" — 400- 4G= 151,1Z; der Endpunkt der Kurve ist (20|151).

Insgesamt sind im Beobachtungszeitraum 151 — 4014 iter Regen gefallen.

Die Bedeutung der Geraden kann unterschiedlichrpnétiert werden.
Mogliche Antworten:

Die Steigung der Geraden gibt die durchschnittliRegenstarke wahrend deg
gesamten Zeitraumes an.
Ware die Gerade die vom Messgerat aufgezeichneteeKbatte es im gesam-
ten Beobachtungszeitraum gleichmaliig stark geregnet
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
|1l
d) | Bestimmung der Wendestelle:
Es gilt: f'(x)=8€"" -2x
f"(x)=0,8"" -2
Far f"(x)=0 gilt:
0,8"™=2o €%=25- 0,&= In(2,5)= »x 10 In(2,53 9,1
Nachweis der Wendestelle durch Argumentation mitgdafischen Darstellung
bzw. Uber die 3. Ableitungf " (x) =0,08* .
Die Wendestelle liegt bei= 9,2. 20
e) | Die erste Ableitung gibt die Starke des Regems eweiligen Zeitpunkt an.
In der Wendestelle hat die erste Ableitung einedimstelle, im Fall der gege-
benen Funktion eine Minimalstelle. Dies bedeutagssdder Regen kurz nach
9 Uhr am schwéchsten war. 10

)

Wir definieren — entsprechend e) — die Werteatsten Ableitung als ,moment

tane Regenstarke” zu den entsprechenden Zeitpunkten

Es gilt: f'(18)=124.

Die zugehdrige — hier passende — Mal3einheit istpmmStunde f?].
Um 18 Uhr betrug die momentane Regenstarke alsbglhg :

Um 9.12 Uhr war nach e) die momentane Regenstaihienal.
Einsetzen dieses Wertes i ergibt: f'(9,2)=17,

Um 9.12 Uhr betrug die Regenstérke nur—ThTr?.

Mit einer Betrachtung der ,mittleren Regenstarkelilef3t sich der Kreis:

Schon in der Antwort zu c) haben wir die Steigurg@eraden, also den Quo

1(20)=1(0) = 11l 5,55 als mittlere Regenstérke interpretiert.
20-0 20

Diese Rechnung entspricht einer Grundvorstelluhgédifferential- und In-
tegralrechnung), die sich nur auf die gefallenedRegenge — also auf die Fun
tion f — bezieht.

enten

Allgemein kann man den Mittelwert einer beliebigdetigen (integrierbaren)
Funktiong auf einem Intervall f ; b] sinnvoll durch

b
[g(x)dx

b-a
definieren.

ti-
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Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

In unserem Fall beziehen wir diesen Ansatz aufrienentane Regenstarke,

20
[ f'(x)dx
also auf die Funktiorf'. So gesehen muss dann &I%ezﬁ berechnet

werden.

Nun ist abef eine Stammfunktion vorf', es muss also tatsachlich wieder n
f(20)-f(0)

= 5,55 berechnet werden.
20

Die mittlere Regenstérke im Zeitraum von 0 bis 20 bletrug also auch in die

ser Interpretation etwa S,Sghm .

Bemerkung: Diese Aufgabe ist besonders gut geei@nenhdvorstellungen der
Differential- und Integralrechnung herauszuarbeijtand sie macht auch den
Hauptsatz besonders anschaulich.

Da ausdrticklich in der Aufgabenstellung f) auf ldieegralrechnung verwieser
wird, sollte eine Antwort, in der nur der schorcinbetrachtete Quotient be-
rechnet wird, in der Bewertung nur eine Teilpunktzrgeben.

ur

10

9)

Beispiel:

/

MNiederschlagsmenge

Zeit

Wolkenbruch Nieselregen Sonnenschein

» Wolkenbruch: stark ansteigende Kurve
- Nieselregen: schwach ansteigende Kurve
« Sonnenschein: Kurve hat die Steigung 0.

Es wird nicht erwartet, dass keine Knicke im Graphaftreten(Stetigkeit der
Regenstarke) und dass der Graph in der Wolkenbhasgeinen Wendepunk|
hat, aber der gesamte Graph sollte bis zum Sonheirsstreng monoton stei-
gen, insgesamt in der Wolkenbruchphase steilerasiim der Nieselregenphal
se, beim Nieselregen annahernd linear sein undrhetilin der Sonnenschein-
phase konstant sein.

10

Insgesamt 100 BW

=25

50

25
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Aufgabe 7 Chemieunternehmen
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|
a) | Es gibt verschiedene Moglichkeiten zur Bearbeitung:
So kann z.B. der Funktionsterm einer linearen Fankaus zwei ausgewahlten
Datenpaaren bestimmt und mit dessen Hilfe dassdbétenpaar Uberprift wer-
den:
g(X) = mOx+ r
Aus den Punkten (2 | 600) und (10 | 1272) erhaft:ma
(1 600=m2+n
(2) 1272=m[10+ n
Danach gilt: 8= 672 undn = 84 sowien = 432.
Die Gerade durch die beiden Punkte hat die Gleigly(x) = 84x + 432.
Uberprufung fir (18 | 1944):1944= 847118 43; ist richtig.
Die drei gegebenen Punkte liegen also auf eineadger.
Man konnte auch den mittleren Kostenzuwachs mSgigung von g) bei
Erhéhung der Produktion um eine Tonne berechnen:
g ; 1272- 600
Fir die Punkte (2 | 600) und (10 | 1272) erhalt:nnanW =84.
Fiir die Punkte (10 | 1272) und (18 | 1944) erhwnzmz%zzm,
also das gleiche Ergebnis. Die Punkte liegen ax#fréberaden. 15
b) | Als Skizze wird nur der Graph einer monoton stedgenFunktion durch die
5 Punkte erwartet. Beispiel:
2500
I
5 2000
5
< 1500 -
o
T 1000 -
(%2}
(=]
X
500 -
0 T T T T 1
0 5 10 15 20 25
Menge in Tonnen 10
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Die Gleichung der Ableitungsfunktion véhlautet:

K'(x) =3x* - 60x+ 32C.

Fur K'(X) =0 und damit3x® - 60x+ 320= ( erhalt manx, , =10+,/100-32 .
Die Diskriminante der quadratischen Gleichung isgativ. Die Gleichung hat
damit keine (reellen) Losungen. Folglich Kakeine Extremstellen.

Dies bedeutet, dads als kubische Funktion mit positivem Leitkoeffizient
streng monoton wachsend ist. Dies ist charaktscistflr die betriebliche Ko
tenentwicklung, da bei Erhéhung der Produktionsreengtets mit erhghte
KostenK(x) zu rechnen ist.

o
1

>

15

d)

Die Gleichung der Erldsfunktion lauteE(X) = -5x{x— 66)=—5x + 330x.

Hierbei handelt es sich um die Gleichung einer catésthen Funktion mit dgn
Nullstellenx; = 0 undx, = 66. Da bei einer quadratischen Funktion die $tel
len symmetrisch zux-Koordinate des Scheitelpunktes liegen und der bogy
ErlésfunktionE eine nach unten gedffnete Parabel ist, besitzEdigsfunktion
somit ein Maximum mit positivem Funktionswert am &ellex = 33.

=

Zulassig, aber weniger elegant ist die Berechnueigktktremstelle mit Hilfe de
Ableitungen.

10

Gemal Aufgabe lautet die Gleichung der Gewirkifan:
G(X)=EXN-K(=—-X+25%+10x 72

Hieraus erhalt man
G'(X) = =3% +50x+ 1C

Der AnsatzG'(x) fuhrt auf eine quadratische Gleichung mit denunigen

-2 1\/655 und x2=—+ 1\/ 65:.

Fur die gesuchte Maximalstelle kommt wegern O nur die Stelle; = 16,86 in
Frage. Aus dem typischen Verlauf einer kubischenkion mit negativem
Leitkoeffizienten schlie3t man, dass ein Maximunr bai x, = 16,86 lieger
kann.

Oder: Die Uberprifung an Hand der zweiten Ableitung @ewinnfunktion
ergibt: G”(X) = —6x+ 50 und G”(x,) < 0.

Somit wird der Gewinn bei der produzierten Memgmaximal.
Der maximale Gewinn betra@i(16,86)= 2410,47 Gl.

30

f)

Unter der Annahme einer ganzrationalen FunkBoGrades als Kostenfunktion
erhalt man den maximalen Gewinn bei einer Prodaktion knapp 17 Tonnen
Waschmittel. Der neue Abteilungsleiter hat alsolReait seiner Forderung, die
Produktion misse erhéht werden.

15

Insgesamt 100 BWE25 | 55

20

84




Aufgabe 8 Bevolkerungsentwicklung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Der Graph beginnt b&i= 0 mit einem Funktionswert von 6,(0)=6. Dann
fallt er, l[&uft durch ein Minimum und néhert sicieder (vermutlich) einem
konstanten Wert an.

Beix=0gilt f(0)=6=6-6&"+ & .

Die beiden Exponentialterme gleichen sich also and,der Funktionswert wird
nur vom absoluten Glied bestimmt.

Da der Betrag des Terng ** schneller sinkt als der Betrag des Terms
—-6e™* steigt, werden die Funktionswerte zunéchst kleiner.

Fir groRex-Werte sind sowoht-6e % als auch+6e™* (und damit auch ihre

Summe) klein gegen Eins. Der Term 6 Ubernimmt aigaler das ,Komman-
do“. Das Zusammenspiel von Termen, die zundchsEdektionswert vermin-
dern und dann immer weniger wichtig werden, fubremem Minimum.

5/ 19

b)

Untersuchung auf Extrempunkte:

f'(x) =36 ~186™

f'(x)=0: 3e°%-186%=0 ~ 3¢°*= 188"
- e—O,Sx — 68_3X
= =0,5x=In6- X
= 2,5x=1In6

- x="8 _g 7167
2,5

Der Grafik kann entnommen werden, dassm dieser Stelle ein Minimum hat.

Der Nachweis kann aber auch Uber die 2. Ableitufajgen:

n In6 — 0. 2§ _ég)
f (E)—_l,% ~+54e “°>0.

Berechnung des Funktionswertes an der Minimalstelle
In 6

g6 _ghnt
f [Ej = —-6e 25 4+ 6e 254+ 6= 2,506

fhatinT (0,72 | 2,51) ein Minimum. 10

10

Untersuchung auf Wendestellen:

f”(X) - _1, 5e—0,5>< + 548—3X

f m(X) - 0, 7@—0,5)( _ 16m—3><

f”(X) =0: _1,$—0,5X + 54e—3x - - 1758—0,5( - 5@3( - é0,5(= 3@3(

-0,5x=1In36— X = 2,%= In36> x=|r;i3= 1,43.
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Der Grafik kann entnommen werden, dass dieser Stelle eine Wendestelle
hat. Ein hinreichendes Argument ist, dass die 2eiflmg an dieser Stelle eine

Durchgangsnulistelle hat. Der Nachweis kann abeh aiber die 3. Ableitung
erfolgen: f"(1,433=-1,83% |

Die Funktionf hat die Wendestelle (gerundet) bei 1,43.

10

d)

(Zum Zeitpunkt der WerksschlieBung betragt dieMéhnerzahl 60 000).

Der Tiefpunkt gibt den Zeitpunkt mit der geringsteéinwohnerzahl und die
dazugehorige Einwohnerzahl an. (Nach gut 7 Jahmedid Einwohnerzahl mit
etwa 25 000 Einwohnern ihr Minimum erreicht. Danatibg sie wieder aj.

An der Wendestelle steigt die Einwohnerzahl amkstén. (Nach gut 14 Jahr
hat das Bevdlkerungswachstum seinen Hohepunkthtrei

Hinweis: Die Klammerpassagen werden von den Pigdimnicht erwartet.

1)
S

Grundsatzlich beschreibt die Funktion das Zusammrken zweier Faktoren
jeweils exponentiellen Wachstums — einmal negatiMachstums von einem
festen Wert, einmal positiven Wachstums gegen eaneleren festen Wert.
Exponentielles Wachstum tritt auf, wenn die Verdndgsrate proportional zum
Wert ist.

Bei den Veradnderungen der Bevolkerungszahl nachgkschlieRung, also
der Bevolkerungsabnahme, bedeutet dies, dass détki®eungsabbau letztlich
fast proportional zur jeweiligen Bevélkerungszatibkgt.

Die Wiederansiedlung arbeitet von Beginn an audeli@ingeren Zeitskala. Sie

hat anfangs einen groReren Erfolg als spater, s® dizs Bevolkerungswachstum

immer langsamer steigt.

Hinweis: Warum allerdings der Aufwartstrend einemktion des Typs
f (x) = k[{1- e™) folgen sollte, ist der Situation nicht zu entnehme

f)

F(x)=12& %> + kOe* + 6 ».
Da die Ableitung einer Stammfunktion vérwiederumf ergeben muss, witd
hierF’' gebildet und dann ein Koeffizientenvergleich dgefiihrt:

F'(x)=-6e%*-3kE*+6
f(x)=-6e%> +6€>*+6
Vergleich der Koeffizienten voR’ undf:
Aus -3k =6 folgtk = —2.

Danach gilt:F (x) =12[& %% - 22 * + 6x.

Berechnung des Integrals:
1,5
[ £(x) dx=[126°" - 26%+ 6} " = 4,646

0
Berechnung der durchschnittlichen Einwohnerzaldi@sen 15 Jahren:

4,6462_ 3,0978.
15
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Dies entspricht einer durchschnittlichen Einwolzabt von etwa 31 000.
Die Stadt erhielt Fordermittel in Hohe von etwal8illionen DM.

15

9)

A

y

Unter diesen Bedingungen prognostiziert die Funistrorschrift, dass die Ei
wohnerzahl immer langsamer steigen und nie den @0e@00 Ubersteigen wl
de.

Die Einwohnerzahl wird sich wohl anders entwickealn, z.B. weitere Firme
eroffnen oder schlieBen konnten, die Alterspyransidh auswirkt oder wege
der schénen Lage sich die Zuwanderung verstarkt...

Insgesamt 100 BW

=20 | 60

20

Aufgabe 9 Helikopter
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Die Funktionv, ., ist nach Voraussetzung eine ganzrationale Fun@ion

Grades mit Nullstellen bei= 0 undt = 60 sowie dem Scheitelpur®{(30 | 6).
Daraus ergibt sich die gegebene Funktionsgleichung.

Der Helikopter steigt in der gesamten Zeit zwischer® s big = 60 s.

An den beiden Grenzen des betrachteten Zeitintengaljeweils die Steigge-
schwindigkeit Null (der Helikopter beginnt und vartt an Schluss also bei
konstanter Hohe).

Die Steiggeschwindigkeit nimmt in den ersten 30udelen zu und erreicht zur
mt

Halfte der Zeit, also béi= 30 s, ihren Maximalwert von 6 m/s. Danach nim
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
|
sie symmetrisch in der Zeit wieder ab.
Hinweis: Die Beschreibung ,Die Anderung der Steiggavindigkeit, also die
Steigbeschleunigung, verlauft linear, beginnt eem positiven Wert, ist bei
t = 30 s Null und dann negativ* wird nicht erwartet 51 10
b) | Die Einheit det-Achse ist 1 s, die derAchse ist 1 m/s. Eine Flache im Dia
gramm hat als Einheit das Produkt der EinheiterAdéisen, also hier die Ein-
heit 1 m; damit ist die Dimension die einer Lange.
Hinweis: Eine Argumentation wie: ,Die Dimension defchse ist die der Zeit,
die der v-Achse die einer Geschwindigkeit.\Wag= Geschwindigkeit Ze,
hat die Flache die Dimension eines Weges" kann radaeptiert werden)
Ein zugehdriges(t)-Diagramm (das mia(0) = 0) sieht so aus:
200 +
150 |
100 |
50 L
10 20 0 40 50 60
Der Zusammenhang ist :
Jede mogliche Funktiomist eine Stammfunktion VoW, ... Vieria— &S Be-
schreibung der zeitlichen Anderung vor ist die Ableitungsfunktion jeder
mdglichenh — Funktion. 101 10| 5
€) | Alle Flugbahnen, die der gegebengn, . (t) -Funktion entsprechen, haben
.dasselbe Hohenprofil“, ihrb(t)-Funktionen sind also bis auf die Anfangshéhe
gleich.
Hinweis: Insbesondere sind die GesamthdhendiffezanAusgangshohe und
die Differenz zur Ausgangshdéhe zu jedem Zeitplinkgde der moglichen
Flugbahnen gleich 10
d) : . . __ 1 .1,
Eine Stammfunktion zw,. ;. 1St N (1) = _H)t +—5t :
Die Gesamthohendifferenz igf,,, (60)— .. (0) und ergibt sich zu 240 m.
Damit ist die durchschnittliche Steiggeschwindigkej,,, ., = R
S
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L
Wenn man mit dem Integral arbeitet, so lautetAtesatz
1 tend
Viertikal = 77— I Vvertikal(t) dt.
tend " Lant tant
tend
Da tanf = O undtend = 6c SOWie _[ Vvertikal(t) dt: h/ertikal(tend) - hvertika( tan) ’
tan!
ergeben sich die oben aufgefihrten Werte. 15
e) | Die Drohne hat grundséatzlich ein lineares Staigalten, ihr Hohengewinn ist
also (vom Beginn des beschriebenen Vorgangs apppional zur vergange-
nen Zeit. Imh( t) Diagramm ist dieses Steigverhalten immer durole &erade
wiedergegeben.
Der Helikopter hingegen steigert seinen Hohengewiah= 30 s, dann
schwécht sich der Hohenzuwachs wieder ab, bishgch= 60 s die HOhe
nicht mehr andert.
Die Steiggeschwindigkeitist die Steigung der die Flugbahn beschreibenden
Geraden.
Aufgrund der Aufgabenstellung ist die Geschwindigkesine positive GroRRe.
Das nebenstehende
Diagramm enthalt ., |
zusatzlich zur
schon gezeigten
Flugbahn des Heli- 2 |
kopters drei mogli-
che Flugbahnen der 100 |
Drohne, und zwar
far die Geschwin- |
digkeitenv=211
v=41 und
y=5m- 10 20 30 40 50 60
1
Grundsatzlich gilth,(30)=120.
Die oben gegebene Stammfunktibp,,. ist genau die Stammfunktion, die
den Helikopter zum Zeitpunkt= 0 s auf dem Boden starten I&asst, und es ergibt
SiCh h/ertikal (30): 12C 5 10 5
f) | Nur beim Maximum dew,,,,,-Funktion (Scheitelpunkt) hat der entsprechen-
de Funktionswert nur ein Urbild; alle anderen Siegchwindigkeiten des Her
likopters in seinem Bereich (alsq,, J[0,6]) tauchen zweimal auf.
Wenn die Drohne also mit=6 gsteigt, haben die beiden Objekte zu genau
einem Zeitpunkt dieselbe Steiggeschwindigkeit —Iiédm6 m/s.
Demzufolge hat die Drohne zweimal dieselbe Steiggesdigkeit wie der
Helikopter, wenn ihre Steiggeschwindigkeit zwiscl®em/s und 6 m/s liegt
(letzterer Wert ist ausgeschlossen). 51| 10
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L
g) | Hier mussen die Terme der Hohenfunktionen gigsktzt werden:
v{-15)+ 120= - 5% 1015,
450 5
Es ergibt sichv=5,5 m ; die Drohne muss also eine Steiggeschwindigkeit
s
von 5,5 m/s haben.
Damit ist die gefragte H6he 37,5 m.
Um die Startverzégerung zu errechnen, muss dielBlag
0=5,5s,,, — 301+ 12(gelost werden.
Es ergibt sicht,, =81£1 s= 8,18 «
Als Konsequenz aus e) wird die Drohne auch nac$, 8Deiner Hohe von
120 m, unmittelbar neben dem Helikopter sein.
Sie wird — als Konsequenz der Symmetrie — aber aoch ein drittes Bild
liefern kénnen, und zwar 45 s nach Start des Hptis in einer Hohe von
203,5 m. (10)| (10)
Insgesamt 100 BWE20 | 60 | 20

Aufgabe 10 Kanalbett
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

Einsetzen der Koordinaten —4, 0 und 8fiin die Gleichung vorh ergibt;
h(-4) = 2,h(0) = 0 undh(8) = 2.

Fur den Nachweis der Extrempunkte gibt es mehraiglighkeiten:
Vergleicht man die Funktioh mit der Kosinusfunktion, so erkennt man:

Der Graph der Kosinusfunktion wird an deAchse gespiegelt und x-Rich-
tung um den Faktor 8 gestreckt. Zudem gilt

— furx<0:
Der Graph wird um den Faktor 2 ijn Richtung gestreckt und um
Einheiten nach oben verschoben. Der Wertebereichhvist hier alsg
das Interval[0;2].

— furx>0:
Der Graph wird um eine Einheit nach oben verschobem Wertebe
reich vonh ist hier also das Intervdi0,7].

Damit ist der Koordinatenursprung der Tiefpunkt d&sphen vorh, H ein
Hochpunkt.

Oder:
Man betrachtet die Ableitungsfunktionen:

Eine hinreichende Bedingung fiir Extremstellen é¢0) = 0 und h”(0)> 0
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Zuordnung,
Bewertung

Ldsungsskizze

bzw. h/(8)= 0 und h”(8) < 0. Die ersten zwei Ableitungen lauten:

Esin(]—;xj, -4< x< 0 gco{ng , —4d<x< (
h'(x) = und h"(x) =

l[sin(]—ij, 0<x< 8 12cos(ﬂxj , Okx<8
8 8 64 8

Es gilt: h'(0) =£‘ sin(0)= 0 bzw. h'(8) :g sinf)=0 und
h"(0 =Ecos 0 LSS Cbzw. h"(8 =Ecos L C.
() 32 ():32 () 64 QT) 64

Auf die zweite Ableitungsfunktion kann verzichteemden, wenn die Art der
Nullstellen vonh' betrachtet wird. Es handelt sich jeweils um eihéablullstel-
len, also mit Vorzeichenwechsel.

15

b)

Lz
¥

10

-4 -2 2 4 =} &

10

Die Graphen der trigonometrischen Funktionen \aiiigen Typ sind achsep-

symmetrisch zury-Achse. Sie gehen aus dem Graphen der Kosinusfunktio

durch VergroRerung der Periode, z. T. Vergrof3edergAmplitude, Spiegelung
an derx-Achse und Verschiebung in Richtung gefichse hervor. Durch keine

dieser Veranderungen andert sich etwas an der &ibeft, dass der Graph ach-

sensymmetrisch zy-Achse ist. Das Kanalbett ist aber offensichtlicthhiach-

sensymmetrisch, also kann eine Funktion alleinbtni@s Kanalbett beschrei-

ben.

10

d)

Einsetzen der Koordinaten —4, 0 und 8¥iim die Gleichung vofi ergibt:
f(—4)=2, f(0)=0und f(8)= 2.

x = 0 ist eine doppelte Nullstelle vénalso berihrt der Graph véiie x-Achse
im Koordinatenursprung. DR undH oberhalb der-Achse liegen, muss es si¢h
um einen Tiefpunkt handeln. Es mussf éame Funktion 3.Grades ist, noch
einen Hochpunkt geben. Dieser liegt an der zweNhglistelle von

3 3
f'(X)=——x2+—x, an der Stell& = 8.
128 16
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Zuordnung,

. Bewertung
Ldsungsskizze
[
Oder: Mithilfe der beiden Ableitungsterme
F()=———x+=x und f"(X)=-—x+— erhalt man
128 16 64 16
£'(0)= 0 bzw. f'(8) = ——-[B4+—[B= C und
128 16
£"(0)==>0 bzw. f"(@)=——B+-=-"<0.
16 64 16 16
Oder man betrachtet wie in Teil a) lediglich dig der Nullstellen vori® und
verzichtet auf die Untersuchung vd . 15
e) - 1z
10
&
6
Fil
2
5
X
-4 -2 2 4 6 &
f) [H(8 | 2)undP(—4 | 2) liegen beide auf der Geraden 2. Deshalb ist die Quer-
schnittsflache gleich dem Flacheninhalt zwischesseli Geraden und dem Gya-
phen vonf.
8 e 1 3 1 1 [
[(2-f (x))dxzj(2+— X -= %j dx:{Z ¥— R-— 2}
% % 128 32 512 32 14
=16+8-16-(- 8+ 0,5 2
=135
Die Querschnittsflache hat den Inhalt 13,5 FE. 15
g) | Beide Graphen haben den Wendepuid | 1) und sind bezugliciv punkt-
symmetrisch. Damit hat die Flache zwischen den Braonf undh tber den
Intervall [0;4] den gleichen Inhalt wie die Ubelem Intervall [4 ;8]
Fur den Flacheninhalt der Querschnittsflache bededas also: was der Graph
der Funktiorh auf dem Intervall [0 ; 4] mehr an Flache mit dardfelen zuix-
Achse einschliel3t als der Graph der Funkfiaschliel3t dieser auf dem Intervall
[4 ; § mehr ein als der Graph vbn 20
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Zuordnung
Bewertung

Ldsungsskizze

g*)

Zuerst wird die Steigung der Geraden duBalndH in Abhéngigkeit voru
bestimmt. Von dieser Funktion wird anschlie3endMagimum gesucht.

1 3
2—| -——u3+—u?
2-f@)_ (128 32 j

8-u 8-u

m(u) = . Die Ableitungsfunktion hat den Term:

128 16 128 64 32 2
(8-u)?2 (8-u)2
Die notwendige Bedingung flr eine Maximumsteh@(u) =0 fuhrt auf die

Gleichung —6—14u3+332u2——zu+ 2= 0 wobei nur die Nullstellen inR\{8} zu
beachten sind. Durch Probieren findet mgp, =2 und kann mithilfe der Pg
lynomdivision oder eines numerischen Verfahrensadideren Nullstellen fir

den. Die weitere Rechnung zeigt, dags =8 eine doppelte Nullstelle ist. [

m(8) nicht definiert ist, istu,,;, = 2 genauer zu untersuchen. Lasst man
PunktB auf dem Graphen von f zum Koordinatenursprung wemdso erha
man zunachst Leitungen mit kleinen Steigungen. @ikungen verlaufen dan
immer steiler, um dann wieder abzuflachen. Es nauwsschendurch genau €
Maximum geben, eben an der Stelle 2.

(3u2—3uj[(8— u)—(2+1 w-2 uzj[{—]) s P e-Bue2
32 _

m'(u) =

Oder: Eine hinreichende Bedingung ist z. B. einglch von Funktionswerten

die in der Nahe vom,,, liegen:

35 9 36
ml)=—, m2)=—=—, m3)=
M 128 (2) 32 128 3)

35
128

5
16]

Alternativer Losungsweg: Wenn man verschiedene dssraurchH betrachtet,
die mit dem Graphen vdrden PunkB(u|f(u)) gemeinsam haben, so ist die
Gerade am steilsten, die den GrapheB imur berlihrt, also Tangente Brist.

Dann lasst sich die Steigung dieser Geraden auf&men ausdriicken und es

fu—1(2) _
u—=8

Also ist u,,, eine Maximumstelle. Die Koordinaten sin[z

gilt: = f/(u) . Umgeformt ergibt sich folgende Gleichung:

_iu3+ﬁu2_ 2:[__3 U2+—3 u]( u— 8) )
128 32 128 16

Nachu aufgeldst (durch Probieren und Polynomdivision beim numerisches
Verfahren) ergeben sich die Lésungen 2 undu = 8. Da die Steigung der Ge
raden an der Stelle= 8 nicht definiert ist, folgtu = 2 ist die einzige Losung

und die Koordinaten voB lauten: B[Z‘ %]

—

a
den

in

(20)

=25

Insgesamt 100 BW

50

25
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Aufgabe 11 Z&une
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
(A |
a) | Die Seitenlange des Quadrats betragty/3000m. Der Auenzaun hat dann
eine Lange vonx die Innenzaune vorx3Die Gesamtkosten in € betragen also
4[{/3000(20+ B/ 300011& 1I0 3009 6024 5| 5
b) | Bezeichnet man mijtdie Seite des Geheges, an die zwei Innenbereremzen
so gilt: x(y=3000 = sz.
X
Fir die KosterK gilt: K(x, y) =2[({x+ y)[20+ (x+ 2 yY10= 50x+ 60y, also
K (x)=50x 180000
X
Hinweis:Es wird nicht erwartet, dass Schulerinnew Bchiler die Schreibwei-
se Kx.y) benutzen. 10| 5
c) |FUr x - 0 gilt: K(xX) - o, da der zweite Summand beliebig grol3 wird.
Fur das Gehege bedeutet dies, dass, wenn diexSdite Rechtecks verkleinert
wird, die Seitey wegen des konstanten Flacheninhalts vergréRedt Wernach
lassigt man die Dicke der Zaune, so werden die &dlen Lange beliebig lang
und damit die Kosten entsprechend riesig.
Jede nachvollziehbare, auf das Gehege bezogenkduest kann akzeptiert
werden, nicht jedocid, =R* oderD, =R".
Da ein Gebiet eingezaunt wird, entstehen in jedathkosten.K(x) > 0.
Fir x - o gilt analog zu obenK X( ) o .
Es muss also mindestens ein lokales Minimum geben. 10 | 10
d) | K'(x)=50- 22200
X
Da es nur eine positive Nullstelle der ersten Ableg gibt und zwar bet = 60,
liegt hier nach den Uberlegungen aus c) das lokiilémum. Das Gehege hat
dann die MalRe 60 m x 50 m .K(60) = 6 000.
Die Kosten fir die Zaune betragen also mindestedB06E. 10
e) |Furden Definitionsbereic[B80; 184 erhalt man:
20 40 60 80 100 120 140 160 180 201 10 5




Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

)

Die Kosten dirfen nur 5 000 € betragen. Es nalss gelten:

50x + 60y = 5000 < yzs—go——:x.

500

Ax y) = xOy bzw. A(X) :? x—gx2 beschreibt den Flacheninhalt des ¢in-

gezaunten Rechtecks.

Der Graph dieser Funktion ist eine nach unten getdf Parabel mit dem Sch
telpunkt(50| 2083_:). Die maximale Flache ist also c2083 nf groR.

10

9)

Durch den Einbau der 6 Tore entstehen Mehrkosen960 € im Vergleich z
f). Analog ergibt sich: 50x + 60y = 4040 = y:%oz —ESX sowie

A(X) = ZTOZ X— _65 ¥ mit dem Scheitelpunl<t40, 41360 1;3 .

Jetzt kénnen nur noch ca. 1366 @ingezaunt werden, also etwa 720weni-
ger.

e

10

Insgesamt 100 BW

=25

50

25
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Aufgabe 12 Kondensator
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[0 ]
a) 10 i
of
6l
‘
2}
2 4 6 8 10
Es muss gelterﬂ,Q:UU—(t) =1-¢'? - t=-200In0,J.
0
Damit ergibt sicht = 4,605%. 15| 5
b) | Die Beschreibung des Vorgangs liefert:
« Die Spannung am Kondensator wachst standig.
e Sie kann aber héchstens den Wert der Batteriespgn(alsoUg) anneh-
men.
« Das Wachstum wird immer langsamer und néhert ssoh BEndwert an.
Die gegebene Funktidd erflillt diese Kriterien:
+ Da der Terme"” monoton mit wachsendenkleiner wird, wachst der
Term (L-e'") monoton.
« Da der Terme""fir wachsendes gegen Null geht, geht der Term
(1-eV")fir wachsendest gegen 1. Also geht der Funktionstgrm
U, M1-¢e"") gegenl,.
+ Da der Terme"” fiir wachsendes immer langsamer féllt, steigt der Teym
(1-e"'")fur wachsendes immer langsamer. Also geht der Funktionsterm
U, M1-€e"") immer langsamer gegéh,.
Bemerkung: Die Beschreibung des Vorgangs sagt,rielss die Anderungsra-
te der beschreibenden Funktion proportional zumt#ins vom Endwert ist.
Insofern ist aus der Beschreibung die Funktion néghdeutig zu gewinnen.
Aber dies ist auch nicht gefordert — es ist lediglgefordert, zu zeigen, dass
die Funktion die angegebenen Eigenschaften wielergi 15
c) | Der Wert der (zeitlichen) Anderung der Spannistgler Wert der Ableitung
der FunktionJ zu dem entsprechenden Zeitpunkt.
Da im angegebenen Fall'(t) =5& ™", ergibt sich U '(0) = 5. 15
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Allgemein gilt U ‘(t)=$®“” unddamitU '(O):ﬁ. Die Tangente an d
r T
U — Funktion bet = 0 geht durch den Ursprung und hat die Steiguh®).

Damit hat sie die Gleichungtg(t) =$D, und diese Funktion erreicht den
T

WertUp bei t = 17..

Hinweis: Dass in der Physik (blicherweigdie zeitliche Ableitung m

U statt mitU’ dargestellt wird, kann hier nicht erwartet werdéthenso mus

unbericksichtigt bleiben, dadd’ eben keine Spannung ist, sondern
Spannungsanderung, die die Einheit 1 V/s tragt.

S
pine

d)

Die Beschreibung des Vorgangs liefert:

» Die Stromstarke sinkt, von einem Anfangswert begith standig.

» Die Stromstarke ist an die Spannung am Kondensatgekoppelt, dass sie
direkt von der Differenz Kondensatorspannung —dé8espannung abhangt.

* WennU(t) = Uy, ist die Stromstarke Null.
Die gegebene Stromstarke-Funktion erflllt diesei@phgen:

e Eine Exponential-Funktion mit negativem Exponentén positive Argu-
mente fallt monoton und geht fiir wachsende Argumeegen Null.

» Die gegebene Funktion lasst die Stromstérke soggroptional zur Diffe
renz Kondensatorspannung — Batteriespannung sein.

Bemerkung: Diese Proportionalitat ist in der Besgbung nicht gefordert

die Beschreibung spricht nur von je — desto. S%igtlaber nahe, wird norma-

lerweise unmittelbar angenommen und ist auch phjsdh korrekt.

Fir den Zeitpunkty ;, zu dem die Stromstarke auf 10 % ihres Anfang®sert

abgefallen ist, muss gelten:
e—tM/z — | (tO,l)

0

=0,1 « t,=-200n0k 4,60.

15
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L
e) | Die Aufgabe fuhrt die Funktio als Integralfunktion ein:
t
Q(t) = [ 1(hydh.
0
Mit der bekannten Stromstérke-Funktion ergibt sich
[1odt=~1,0@" +q
und damit mit den gegebenen Wert@{t) = 4 - 4e"? = 4[(1- €''?).
Der Wert der gefragten Ladung ergibt sich @(4}) :
Q(4)=41-€?)= 3,56¢.
Die maximal aufnehmbare Ladung ist der Wert@{t), der sich ergibt, wenn
mant Uber alle Grenzen wachsen lasst.
Wennt immer groRer wird, so wiré™'? immer kleiner und konvergiert gegen
Null.
Also ist der gesuchte Wert fir die maximale LadumgsgeQ,., = 4.
Bemerkung: Diese Argumentation ist auch ohne eireng formale Einfuht
rung des Begriffs des uneigentlichen bestimmteagtats durchfiihr- und
nachvollziehbar. 51 10| 5
f) H — _atit — -t/t : _U H H
Mit U(t)=U,[{@1-e"""), I{t)=I,[""" sowie R—I— ergibt sich
_ Attt
Riy="00" ) _Yoggr gy,
e Iy
Diese Funktion beginnt ber 0 mit R(0) = 0, steigt streng monoton und verr
halt sich fur gro3&-Werte wie eine Exponentialfunktion.
Also:
Beim Einschalten hat der Kondensator praktischtidogot keinen Widerstand.
Wahrend des Aufladens wachst der Widerstand desléwators stetig und
steigt schlief3lich exponentiell an. 15
Insgesamt 100 BWE20 | 60 | 20
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Aufgabe 13 Radioaktiver Zerfall
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Am Beginn, also bdi= 0, muss noch die gesamte Menge vorhanden gey
sein, also 100 mg.
Dies ergibt sich auch durch Einsetzen in die Glanchfirm,.

Zu I6sen ist die Gleichung,5=¢e%*" . Die Lésung istt = 2[n(2)= 1, 38¢.
Die Substans,; hat also eine Halbwertszeit von etwa 1,386 Stunden

Vorhanden sind nach 6 Stundem(6) an Substanz, zerfallen demzufo
100 mg-m, (6 95,02 m.

VESE

Ige

n

10

b)

Am Beginn, also bdi= 0, ist von der Ausgangssubstanz noch nichtsbent
also kann von Substar& noch nichts vorliegen. Einsetzeon t= 0 in dig
Funktionsgleichung vom, bestatigt diese Uberlegung.

S entsteht aus der Ausgangssubst8nzhre Zuwachsrate ist also gleich
Abnahmerate voi%,. Diese ist anfangs am gréf3ten und wird immer kleidie
Menge an ,angesammelten$; wéchst also standig und geht gegen den
fangswert vorg,.

Andererseits isE, ja nicht stabil und zerfallt ebenfalls exponemtiBlas bedeu
tet, dass die Abnahme — die Zerfallsrate — 8pproportional zum momentan
Wert ist.

m, beginnt damit bei Null, steigt wegen der anfarglhohen ,Lieferungsrate
aus dem Zerfall vois;, an und wird dann, da der eigene Zerfall irgendwaie
.Nachlieferung“ Uberholen wird, wieder abnehmen datrtlich gegen Nul
gehen.

Zur Berechnung des Maximums ist es notwendig, didisi¢lle von m, zu

bestimmen: Mitm, () =-50[&"* + 100" ergibt sich
0=-€%% +2[E"% « t=In4=138¢

Hinreichende Argumente fir die Extremaleigenschaiftt liefert z.B. die Ber

obachtung, das Durchgangsnulistelle van, ist, oder die Tatsache, dass

die einzige Nullstelle vorm,” ist, zusammen mit dem oben angefiigten A

ment, dassn, ein Maximum haben muss.
Einsetzen lieferim,(t.) = 25.

Die maximale Menge der Substa®zritt also nach knapp 1,4 Stunden auf,
es sind 25 mg.

Hinweis

Die Zerfallskonstante fiir den Zerfall vopni&t 1, die Halbwertszeit fiir den St
S betragt damit 0,69 Stunden.

Es ist zwar interessant, nachzuvollziehen, wie Bighus m unter diesen Be
dingungen ergibt, aber im Rahmen einer Prifungsshegst dies ganz unmg
lich. Im Diagramm im Anhang ist die Funktior.im Abhangigkeit des Ze

er

An-

rgu-

und

g_
r-

fallsparameters wiedergegeben (Werte zwischen 03)yni¥an sieht, dass fil
eine kleine Zerfallskonstante vopn (&8lso eine grof3e Halbwertszeit) die Menge
an S praktisch der Menge des zerfallengrf@gt, bei einer kleinen Halbwerts-

zeit von g hingegen praktisch alles gelieferte $fort zerfallt und damit di
Menge an Sder momentanen Lieferungsrate folgt.

r

5

10

10
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

100;

20t

-20-

10| 5

d)

Bestimmung der Nullstellen vandurch Nullsetzen des Funktionsterms:

g(X) =0 = —-50e”> + 1006* = 0~ &°>*= 2@
= —0,5x=In(2)- x = x=In(4).

Die einzige Nullstelle voug liegt beix = In(4) =1, 38¢.

Uberprifung auf mogliche Extremstellen durch Nelleinsuche bei der ersten

Ableitung:

g'(x) =25€>> -100€*,

g'(%)=0 = 256%% -1006*=0 -~ E 47 - x= In(l6.
Wiederum ergibt sich ein hinreichendes Argumentdiér Extremaleigenschd
von xg daraus, dass Durchgangsnullistelle vog' ist.

Hinweis: Naturlich kann auch mit der zweiten Ahlag argumentiert werde
g hat also ein einziges Extremum (ein Maximum) mit d@ordinaten
(2,773} 6,25.

Fir X — o geht der Terme™®> ebenso wie auck™ gegen Null und dam
auchg(x) — 0. Der Graph vomy nahert sich also fiir zunehmend@/erte der

x-Achse.

—
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

g ist die Ableitungsfunktion zun.

Betrachtet man z.B. die Graphen, so liegen der piotkt des Graphen van,
und die Nullstelle vorg bei dem gleicher-Wert. Fir x — oo strebtg(x) geger
Null.

Ein anderer Weg fiihrt (iber die Ableitung vop m, = g.

10| 10| 5

Der gesuchte Flacheninhalberechnet sich als Integral Glggim Intervall von
0 bis In(4):

In(4)

A= j (-506 > +100e™* )dx=| 1008”* - 100€']
0

n(4) _
, =

2

und betragt 25 Flacheneinheiten.

Dieser Zahlenwert ist gleich dem Bestand &nzum gleichen Zeitpunk
t =In(4).

Dies ist nicht zufallig: Dag ja die Ableitungsfunktion — die zeitliche Ano

t
rungsrate — vomy, ist, mussJ. g(Xdx die vorhandene Menge & angeben.
0

—

e-

10| 10

Insgesamt 100 BWE30 | 45| 25

Aufgabe 14 Wassertank
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[0 ]
a) | Legt man einen Zylinder mit einem Grundflacheiua von 30 cm und einer
Hohe von 100 cm um den gesamten Tank, so erhalemarnObergrenze fur das
Tankvolumen.
Voyiinger = T+ r’-h=7-900- 100~ 282 743,338
282 743 criisind knapp 283 Liter (da 1000 &m 1 I). Also giltVraw< 300 Liter. | 5| 5
b) | Die Funktionf ist quadratisch und ihr Funktionsterm in Scheiiakisform ge

geben, ihr Graph muss eine nach unten geéffnetabBlamit Scheitelpunk
(40| 30 sein. Dieses trifft fiir den Graphen 2 zu.

Der Graph 1 gehort zu der Wurzelfunktign

Rotieren diese Graphenabschnitte umxeiehse, so erhalt man fur beide Fu
tionen eine Kuppel. Bei der Funktiénveist die Kuppel eine Spitze auf, bei
Funktiong ist sie rund.

Legt man ein Koordinatensystem mittig in den Wéassd, so beschreiben bei
Funktionen im Intervall [40; 50] den Abschluss deshten oberen Tankvierte

=~

k-
der

Sv

denn:
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Ldsungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

g(40)= (40 = 3C und g(50)= f(50 = Cg(50) =f(50) = 0.

Der Graph der Funktiog schlief3t an der Stelbe= 40 mit einem Knick an de

Tankkorper an, so wie in der Skizze angedeuteedsfi man den Graphen vpn

g an derx-Achse, so ergibt sich kein Knick fyr= 0, da die Wurzelfunktion do
eine senkrechte Tangente besitzt, was ebenfallSkieze entspricht.

Der Graph der Funktiohschliel3t an der Stelbe= 40 ohne Knick an den Tan
korper an, da dort der Scheitelpunkt der Parabegt,lidie Tangente also waa
recht ist.

Allerdings weist der Graph vohbeiy = 0 bei der Spiegelung an deAchse
einen Knick auf, da die Steigungen endlich, abégegengesetzt im Vorzeich
sind.

Die Funktiong gibt die in der Skizze erkennbaren charakteriséacEigen
schaften wieder und stellt damit, da Genaueres dieeFankform nicht bekan
ist, die bessere N&herung da.

nt
15

20

10

Um das Volumen einer Tankkuppel zu erhalterzesewvir die Funktion 9 fik
in die angegebene Formel ein und integrieren Gasirtervall [40; 50].

50
Viggpar =7 [ (4500~ 900 dx=r[ 4500 4%[o= 1412

40
Das Kuppelvolumen betragt also ca. 14,14 Liter.

Um das Volumen des gesamten Wassertanks zu beredberbtigen wir zwe
Mal das Kuppelvolumen sowie das Volumen des Milaizlers mit der H6h
80 cm.

vV, m-r>-h=7-30*-80~ 22619,

ylinder =

d.h. der Mittelzylinder hat ein Volumen von ca. 22Biter.

Damit ergibt sich das Gesamtvolumen ¥ 254,5 .

D

20

d)

Liegt der Tank auf der Seite, so setzt sichFli#hohenfunktionH aus zwei
Teilfunktionen zusammen, wobei die Fillhohe vdpsich von 0 bis 30 cn
erstreckt und die voH, von 30 bis 60 cm.

Die Zunahme vord; (Ableitung) nimmt von der Fillhéhe 0 cm bis 30 cténs
dig ab, da der Tankquerschnitt zunimmt.

Bei der FunktiorH, nimmt die Zunahme von der Fillhohe 30 cm bis 60 cm
stéandig zu, da der Tankquerschnitt nun wieder gerimwird.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[
Skizze:
-
wl
1
(]
7]
AR
A
(L] o
i L | k El i . " i ki
10| 10
Insgesamt 100 BWE25| 55 | 20

Aufgabe 15 Windanlage
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Eine allgemeine Kosinusfunktion hat die Gleichuffx) = altos(x+ c), wo-

bei a der Streckungsfaktor ig-Richtung ist,b der Streckungsfaktor imx-
Richtung undc, die ,Phasenverschiebung®, die Verschiebung dexiiva be-
schreibt.

Hier liegt das Maximum bei = 0, also ist auch = 0.

Daf(0) = 17, muss = 17 gelten.

SchlieBlich: Die erste Nullstelle soll ber 21 liegen, die “reine” Kosinusfunkii

on hat ihre ,erste” Nullstelle bei :g . Also mussb = % gelten.
4

Alle drei Koeffizienten ergaben sich notwendigcailst f eindeutig bestimmt.

Durch Einsetzen eines Arguments, zx8= 10, in die beiden Funktionsglé

chungen ergibt sicly(10)=13,66 und 10y 12,<

Daraus folgt, dass Zuder innere (diinnere) Graph gehért undgailer aufder
(dickere) Graph.

D
1

D

15
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Zuordnung,

Losungsskizze I Be"lvlerw”?”

b) | g ist eine ganzrationale Funktion 4. Grades und twais Terme in gerader

Ordnung inx auf.

Damit istg eine gerade Funktion (es gilt also flr akél D, : g(X = o= %),

und damit ist der Graph vanachsensymmetrisch zyiAchse.

Ebenso folgt sofort, dass befr 0 eine Extremstelle vorliegt.

Zur weiteren Prifung auf Extrema wird die ersteeltioing benétigt:

g'(x) =-0,00006 % * 0,064x=- xJ (0,00008x +* 0, 0¢.

Notwendig fur Extremstellen isg'(x.) =0.

Da der Term in den Klammern keine Nullstelle austigist die bereits bekanp-

te Extremstelle beixe = 0 die einzige, und aufgrund des negativen

(Leit-)Koeffizienten von der hdchsten Potenz \@ribzw. der Linearitat degs

Nullstellenterms ing") handelt es sich um eine Maximalstelt;_ (0]17).

Hinweis: Es gibt nattrlich noch weitere Moglichlezitdes Nachweises, z.|B.

Uber die zweite Ableitung.

Einsetzen vorx = 21 in die Funktionsgleichung vanliefert g(21)= 0,02¢;

diese Differenz von 2,9 cm erlaubt davon zu sprectass 21 ,in guter Nahe-

rung“ eine Nullstelle voriist.. (Aufgrund der Symmetrie vangilt dies ebensp

fur —21.)

Hinweis: Die Nullstellen liegen tatséchlich be20,98E. 20| 5
c) | Winkel:

Der gesuchte Winkel ist mit der jeweiligen ersteloledung verbunden durch

tana, = f'(21) bzw. taw, =g' (2, d. h.

a, =tan™ (f'(21)) bzw.a, = taft ¢' (21

Mit f'(x) = —%sin(%x} und g'(x) =-0,000063¢ - 0,064 ergeben sich):

a; =52 unda, = 62.

Hinweis: Wenn man als Ergebnis Winkel von 0,905 k2086 herausbekommt,

so sind die Winkel falschlicherweise in Bogenmadegrben worden.

Lange:

Da Achse, Boden und Seil ein rechtwinkliges Dreibittten, bei dem ein Win-

kel und eine Kathete bekannt sind, lasst sich gigotenuse berechnen, und es

ergibt sich jeweils mit = : 1, =90,6m undl, = 120, 0.

cosa

Wird die Funktionf zugrunde gelegt, ist das Abspannseil ungeféahr @0#ng,

bei der Funktiorg ware das Abspannseil etwa 102,2 m lang. 15
d) | Zeichnet man eine Tangente ein und misst despmthenden Winkel, so er-

halt man links (am oberen Ende) etwa 57° und re@sunteren Ende) etwa

59°. Das spricht weder fur die eine noch die anéeretion.

Die Krimmung vorg in der Nahe des Einlaufpunkts ist deutlich zu ¢abds-

halb stimmt die Kosinusfunktion dort eher mit detiséichlichen Form Uberein.
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Andererseits formen die Blatter im Bereich des Maxns der Funktion (also
im Bereich des grof3ten Abstands) deutlich einenenen Bogen als ihn die

Kosinusfunktion aufweist. Dieser Bogen wird von danzrationalen Funktion

g weitaus besser beschrieben.

18

12

10

X

-20-18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 4 10 12 14 16 18 20

10

Wie im Aufgabenteil b) gezeigt, sind 21 ur@8lin guter Naherung als Null
stellen von g anzusehen.

Die Querschnittsflacha bestimmt sich Gber

21
A=20 g(xdx
0

21
= ZEE—O,OOOOOS5 —O'T?’er‘ + 1?}

0

= 2[245,96
=492 nt .
Die Querschnittsflache ist also etwa 492groR.

10

f)

Eine mogliche Loésung ware ein Polygonzug-Veréhrbei dem die Funktig
der Blatter stiickweise durch Strecken genahert wndidie Verbindungspun
te zwischen den Streckenabschnitten auf dem Grdjggam.
Bei einer symmetrischen Einteilung in funf Streckshrechnerisch glnsti
dass die mittlere waagerecht liegt, ihre Lange aisfach der Abstand ihr
Stitzstellen ist.

1%
=

Fur eine Einteilung in finf Strecken ist es eined\iéhkeit, die Stutzstellen (S

105
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

sollen diex-Koordinaten der Verbindungspunkte bezeichnet werdéeichab
standig zu wéhlen, also mit

X =-12,6x,=-4,2x= 4,2und,= 12,

zu rechnen. Der Abstand zwischen je zwei Verbindpogkten ergibt sic
dann mitl, =./8,42+ @ (x )- g (x,,))? und 1=l +1,+I,+,+ ; zu

| =56,44 .

Hinweis: Will man die Néaherung verbessern, so sssianvoll, die Streckena
schnitte zu verkirzen, auf denen g stark gekrimsinumnd dafir die Strecke
abschnitte zu verlangern, auf denen g weniger stgkrimmt ist. Praktisc
bedeutet dies, alle Stiitzstellen nach innen zagerh.

Konkretes Nachrechnen zeigt allerdings, dass deidigtante Ansatz bis a
etwa 4 cm die optimale Lésung fur vier Stitzstediayibt.

Die ldee, die Steigung der Funktion auszunutzems-letztlich zum Weginte
b
ral s= J'w/l+ (f'(X))2dx fuhrt — wird nicht erwartet.

Die hiermit ermittelte Blattlange ist tibrigens=56,86n.

Jede andere sinnvolle Lésung ist ebenfalls algigcinzusehen.

>

10

Insgesamt 100 BWE30 | 50

20

Aufgabe 16 Molkerei
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Bewertung

Ldsungsskizze

Kostenfunktion:

Die ganzrationale Funktion mdglichst niedrigen @sdlie den gegebenen Be-

dingungen genugt, ist eine Funktion dritten Grades.
K(x)=ax + bX + cx ¢

K'(x) =3ax + 2bx+ ¢

K"(x) =6ax+ 2b

fixe Kosten: 400 GE d =400
Wendepunkt (10 | 700) K(10) =700
K"(10)=0

Wendetangentg,(x) = 2 + 500 K'(10)= 20
Daraus ergibt sich das folgende Gleichungssystem:
100+ 10+ 1@+ 4086 70
300a+ 2+ c =20
60a+ 2o =0
mit den Lésungena=0,1, b=-3, c= 50 undd= A4C,

106




Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

also K(x) =0,1¢ — 3¢ + 50x+ 40(

Man kann zur Ermittlung der Kostenfunktion auchrauizen, dass eine Er
wicklung um den Wendepunkt méglich ist.

DefinitionsbereichD = [0 ; 50]

nt-

10

20

b)

Erldsfunktion:E(x) = 7«
Gewinnfunktion:

G(X)=E(X - K(»,also
G(X) =70x- (0,1¥ — 3¥ + 50x+ 400
=-0,1x* + 3¢ + 20x— 400

Skizze am Ende der Musterlésung.

Gewinngrenze: Schnittstelle von Erlos- und Kostakfion bzw. Nullstelle de
Gewinnfunktion

Eine LOsung ist mik = 10 (Gewinnschwelle) gegeben, die anderen Ldsu
lassen sich durch Polynomdivision bzw. mit dem Kor@chema ermitteln:

-0,10x° — 30x* — 20x+ 40005 - OfIX- 10)X- 20 4C
x* —20x- 400= 0
ergibt x= 10++/ 500= 32,36
oder= 1@/ 50O
Die Gewinngrenze liegt bei 32,36 ME.

Maximaler Gewinn:G'(X)=00G"' (X <0
G'(X) =-0,3% + 6x+ 2C
G'(x)=-0,6x+ 6

-0,3x* + 6x+ 20= 0 ergibt

x =10+ /izf’ ~ 22,91

oder x= 10- 5—2°DD

G"(22,91)=-0,6122,9% &
G(22,91) = 430,33GE.

Bei einer Produktion von ca. 22,9 ME wird ein maX@naGewinn von ca.

430,33 GE erzielt.

nge

10

35

In dem angenommenen Modell handelt es sich eeiEdldsfunktion um ein

lineare Funktion, die Steigung dieser Funktion mtet dem Preis pro ME

dieser ist konstant und unabhangig von der Prooingthengex.
Hier kann u.a. wie folgt argumentiert werden: Da Hroduktion bei ca. 22,9 M

E

zu einem optimalen Gewinn fUhrt, wirde jede Veramadg des Verkaufspreis

£S

10
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

auch die absetzbare Menge verandern und eine Yerung des Gewinns bew|
ken.

d)

1. Lésungsvariante (Uber die Steigung der Eulilgion):

Der geforderte Preis entspricht der Steigung dé&isiEmktion. Da es sich hier
um den niedrigsten Preis handelt, der gerade dsai@iosten deckt, kann di

Steigung so lange verringert werden, bis aus dkearfe eine Tangente gewor-

den ist. Damit entspricht der Preis dem Wert dsteer Ableitung vorK an def
Stelle 20.

K'(20)= 50

Bei einer Produktion von 20 ME deckt ein Mindestpreon 50 GE die Gesan
kosten. Damit ist die Aussage des Abteilungsleibesatigt.

2. L6sungsvariante (Uber das StlickkostenminimumMiedestpreis muss das

Minimum der Kosten pro ME abdecken):

Funktion der Stiickkostenk(x) =0,1¢ — 3x+ 5O+4—OO
X

Berechnung des Stiickkostenminimums:

k'(x)=0: 0,2x- 3—4—020: 0
X

0,2¢ -3¢ - 400= C
x® —15x*> — 2000= (
(x—=20)( + 5x+ 100)= (

Die Gleichung hat genau eine reelle Lésung, nandiet20.

K'(%) = 0,2+ 22> 0 fiir allex > 0.
X

Mindestpreik(20) = 40 — 60 + 50 + 20 = 50.

Bei einer Produktions- bzw. Absatzmenge von 20 MEktein Mindestpreis vo
50 GE die Gesamtkosten. Damit ist die Aussage tsilangsleiters bestatigt.

3. Lésungsvariante (Uber den Beruhrpunkt der GrapbeK undE):

Die Steigung des Graphen der Erlosfunktion enthpiilc diesem Sachkonte
dem Preis pro ME. Bei= 20 bertihren sich die Graphen wWmindE.

K(20) = 0,108000- 31406 501 26 4(=1000.

Der Graph der Erldsfunktion geht also durch denkP(@0 | 1000) und hat d

mit die Steigungi3® = 50. Dieser Wert entspricht dem gesuchten Minmteit.

Bei einer Produktions- bzw. Absatzmenge von 20 MEktein Mindestpreis vo

50 GE die Gesamtkosten. Damit ist die Aussage tésilAngsleiters bestatigt.
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Zuordnung,
Bewertung

Ldsungsskizze

Skizze

&000 -
Geldemheiten

7500

7000 -

6500 -

6000 -

5E00 -

5000 -

4500 -
4000 -
2500 -
2000 -
2500 -

2000 - Frau

1500 - {fiir sufgd)

Mengeneinheiten
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Insgesamt 100 BWE20

60

20

Aufgabe 17 Schiffbau

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Lésungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Achsensymmetrie bedeutet, déeg = f(—x) gilt. Bei geraden Exponenten
diese Bedingung immer erflllt.

Ermittlung der Tiefpunkte:
Es sind die Losungen vdri(x)=0 zu suchen. Mit Hilfe des Ableitungster

f'(x) = 08x> — 36x ergibt sich:

0,8¢-3,x= 0,& (K -2 F .
Also hat der Graph an den Stellen
302 3n/2

X =0 und><2——~ 2,12 undx3———~— 2,1 waagerechte Tange

ten.

ist

ns
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Da diese ganzrationale Funktionen 4. Grades giositivem Leitkoeffizienten

hat und demnach nach oben gedtffnet ist, liegtxpei 0 ein Maximum und je

weils beix, undxz ein Minimum. Der Hochpunk# hat die Koordinaten (0 | 0)

J2 81

und die Tiefpunkte die Koordinatem3-7|z)) ~ (2,12|— 4, 05) sowie

J2 81

—3.-2|=) =~ (—212|— 4,05).
(=312 =~ ( I )

Da die Decklinie laut Aufgabenstellung 1 Einheitefidem Hochpunkt lieg
betragt der Abstand zwischen Decklinie und TiefgdR5 Einheiten.

Lange der Decklinie:

Zu |8sen ist folgende biquadratische Gleichung:

0,2x* —1,8¢ = 1. Es seix* = z, und man erhélt die quadratische Gleichung i
0,27 -1,8z= 1 mit den Lésungen = 9,52 undz, = - 0,5..

Zuruickgerechnet auf die Variabteergeben sich die beiden Losungers 3,09
und x, ==3,09. Daz negativ ist, gibt es keine weiteren Lésungen.

Die Lange der Decklinie betragt also 6,18 Einheiten

\ :
\
\ Decklinile

\ 4

—

]

10

25

b)

Die gesuchte Geradeverlauft durch den Koordinatenursprung, der khitden-
tisch ist, sie hat also die Gleichum@x) = mIx. Gesucht ist die Gerade mit n

ximaler Steigung durchd und durch einen auf dem Graphen volregender
Punkt S(SI 0,28 - 1,8%). Die Gerade durcld und S hat als Termm(s) Ox,

wobeim(s) die vons abhéngige Steigung der Geraden ist32af dem Graphe
liegt, gilt m(9O0s=0,26-1,88. Nach Division durchs#0 ergibt sich

m(9 =0,2¢ - 1,8¢<. Die Ableitung der Steigung der Geradeh(s)=06s” - ,
wird Null gesetzt:m'(9=0,6<-1,8= (, um die maximale Steigung zu best
men:

0,65°-1,8= 0]:0,¢

a-

>

18
m-

s?-3=0
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Damit sinds, =+/3 unds, = +/ 3 Losungen der Gleichung und diejenigen g

tel-

len, an denen die Steigung extremal sind. Die Stgjgler Geraden erhalt man

durch die Steigung der Funktidran den Stelles; unds;: eingesetzt ergibt sid
f'(J3)=0,8/3 - 3,6/ 3=- 2,0
Eine der gesuchten Geraden hat somit die Gleicti(x)g=-2,08x.

Hinweis: Eine Losungsalternative fuhrt Gber die Gantengleichung
t(x)= f'(s){x—-s)+ f(s) zur Lésung.

Der Winkel zwischen der Tangenten und deAchse berechnet sich aus

tana, = f' (/3) bzw. a, =tan™ (f' (/3)= 64,3. Der Winkel a, zwischen der

y-Achse und der Tangente ist somit et®@ — 63,4 = 26,6 grof3. Der Blick-
winkel hat nun die doppelte GréRRe wg er ist also etwas 53,2° gro3.

15

10

Zu berechnen ist zuerst die QuerschnittsflacheuDaizssen die Nullstellen v
f ausgerechnet werden.

0,2x'-1,&*=C
0,2 (X*-9)=0
Die Nullstellen ergeben sich 2, =0 undx,, =~/ 9= 3 und¢,=—/ &-
Unter Ausnutzung der Symmetrie ergibt sich die Qcienittsflachel aus:

A=2.

j(O,ZX“— 1,8¢) d>}: 12,9.

DaV = All undl =12 m, ergibt sich ein Volumen von ca. 156 m

n

10

d)

Hier werden zwei Lésungsvarianten vorgestellt.
1.Ldsungsvorschlag:

So wie die Aufgabe gestellt ist, besteht eine eimfal6sungsvariante darin, dd
Schiffsrumpf in der Mitte ,aufzuschneiden” und einguaderférmigen Rumpf-
teil einzuschweil3en (im Schiffsbau durchaus Ubli€fignn misste man die ge-
suchte neue Querschnittsfunktion stlickweise deéniealso:

f(x+1), falls x<-1
09,(¥) = 0, falls — 1< x<
f(x—1), falls 1< x

Diese Losungsvariante wird vermutlich selten vom Sehilern gewahlt, sie
sollte aber voll anerkannt werden, obwohl sie ing&esatz zu den folgenden
Varianten keinen Rechenaufwand erfordert, da sreimbaltlichem und nicht
von formalem Denken bestimmt ist.

2N

111




Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

2. Losungsvorschlag:

Da sich die Extremwerte der gesuchten neuen Fungiifiir den Querschnitt
des verbreiterten Schiffrumpfes nicht veranderfespbietet es sich an, die Orji-
ginalfunktionf in x-Richtung zu ,strecken” also mit folgendem Ansaizazbei-

ten: g,(x) = f(a- X . Wenn die Breite des Schiffes in Hohe der Decélimin

2 Einheiten gréfRer werden soll, so riicken die eatsiendex-Werte jeweils
um eine Einheit von dgrAchse weg, also z.B. von 3,08 auf 4,08 Einheiten.

Dies erreicht man, indem mam:%gz 0,756 wahlt.

Also:.g,(X) =0,2(0,756¢§ - 1,8(0,758%) = g X3 0,066- 1,0X.

T ———

f

\
\
\
\

f
|
/
/
\ /

\

\
\
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\
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e ———
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/
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Insgesamt 100 BWE20 | 60| 20

112




2.2 Kurs auf erhohtem Niveau

Aufgabe 1 Neubesiedlung von Biotopen
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Nullstellen, Randverhalten

Extrem- und Wendepunkte

Skizze vonfyg

Die Funktionen haben keine Nullstellen, da der &&hie Null wird, aller-
dings nahern sich die Graphen beliebigxdéchse (aus dem Positiven):

s
(1+¢€) e €

gilt, ist diex-Achse die Asymptote. Zusammen mit dem ersten Reibibt

sich, dass die Funktionswerte aus dem Positiveargdigse Asymptote gehen.

Ableiten liefert f, (t) = k BEL_E? .
(1+¢)

Diese Funktion hat eine einzige Nullstelle bei0. Fir die 2. Ableitung gilt

f/(0)=k 1(1_+41J;41)< 0, dennk ist positiv, es handelt sich um ein Maximum

(genauer ein Randmaximum mit waagerechter Tangdatder Definitions-
bereich auf nichtnegative t beschrénkt.ist)

Da 1,(0)= k-z—lzzg, gilt fur das Maximume (0 | 4 k).

Auswertung der gegebenen 2. Ableitung flhrt zunin@sder quadratischen
Gleichungu2-4u+1= 0 mit u= é. Diese Gleichung hat im Positiven ein
Losung mitx, =1,3. Damit ist gerundedV (1,3|0,1), denn bedingt durch

den HochpunkE (Rechtskrimmung) und das Verhalten fis « (Links-
krimmung) muss sich die Krimmungsrichtung andern.

AY
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

b)

Interpretation im Sachkontext (Vorschlag)

Mit t = 0 beginnt eine plétzliche, starke Populatiorsw.tDichtezunahme. Die
Populationszunahme verringert sich zunachst immagker (bis zum Wende-
punkt — nach mehr als 5 Wochen), danach verrirsgetich langsamer; die
Dichte wachst zwar immer weiter, aber auch in imkieinerem Mal3e, bis dag
Wachstum der Dichte schliel3lich gegen Null geht.

Anfangs kommt eine grof3e Menge an Ruderful3krebisenihderen Dichte
vermehrt sich kontinuierlich — sei es durch Foep#ung, sei es durch weitere
Einschwemmung — jedoch geschieht die Dichteerhéiuirgmer kleiner wer-
dendem Umfang. Nach einigen Monaten hat sich die/iEklung der Dichte
beruhigt, die Ruderful3krebs-Dichte bleibt dann &endd gleich (im Modell).

1(

Die Ableitung vorF, belegt die Aussage:

by KIE e _
FO= gy K gy kO

d)

Parameterk bestimmen
Hier ist zum Ersten die Gesamtpopulationsdiéhtds eine Stammfunktion

t
zuf gefragt. Mit der Vorgabe aus c) fold®, (t) =I f (2)dz= R()- R(0).
0

Da F. (t) =k [-»1;—1t undDy(0) = 0, gilt F, (0) =_—2k . Also ist
e

1 1
D, (t)=kfl=-——|.
k() Eéz 1+etj
1

Damit ist hier die Gleichung0000=D, (3 k Eé— -

2 1+¢é

3 _ 3
Da(l_ 13):“9 2_ ¢ L folgt k =40000 " 2= ga40
2 1l+e 2+ 208 26+ 2 e -1

Das Ergebnis isk =8840C.

j zu l6sen:

Dichte nach einer Woche

Die Dichte im ersten Viertelmonat ergibt sich durch

Dgga00(0, 25)= 8840(]1€£ _

> 14g0B Zsj zu etwa 5500 Krebsen pro ms.
e

Dichte nach ,langer Zeit"

88400

Flrt — oo gilt Dgg,oo(t) — = 44200, da der zweite Term in der

Klammer gegen Null geht.

15
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Modellanderung

Der Stammfunktion ist eine additive Konstante higefiigt. Sie steht offenbar
fur die zur Zeitt = 0 bereits vorhandene Dichte an Krebsen.
Voraussetzungen

Grundsatzlich setzt dieses Modell eine plétzlichkeahme im Zeitpunkt= 0
voraus. Das ist auch bei einem bereits besied€kendenkbar — z. B. auch hig

durch eine Einleitung einer weiteren Population Koabsen durch eine plétzli

che Anderung der Stromungsverhaltnisse oder auathaine durch Mensche
verursachte Zufuhr.

Ebenso muss allerdings diese Zunahme noch eine\Mdilalten, auch wenn
diese dabei immer geringer wird.

B

10

f)

Neue Anderungsrate
Wenn die Sterberat(t) proportional zum Bestand nach dem bisherigen Mg

, , 1 1
sein soll, so giltst(t) = sO = dkj=—-——|.
giltst(t) = SR () wﬁz o etj
Da die Sterberate in der Bilanz ein negatives Moten haben muss, ergibt si

: . s e 1 1
die angegebene Beziehurig,. ((t) =k Eﬁm - s[ﬁ n .

2 1+é

. e 1 1
Firs= 0,04 folgt d f. )=kl ———=-0,04] = ——— | | .
urs ] (0] g ann k,0,04( ) I:E(l+et)2 ! Eﬁz 1+ é j}

Maximum der Population

t_ t
Sinnvoll ist es, diesen Ausdruck Au,. , o,(t) =k EEO,02+e 0,02¢ ] zu

(1+€)
vereinfachen.
Da ', ;0.(0) =§ >0 und z.B. f',.,0,(6)=-0,0174& < (, weist die Ande-

rungsrate in diesem Bereich eine Nullstelle auf diedPopulation aufgrund de
Monotonieverhaltens in ihrer Umgebung ein Maximum.

Die Berechnung der Nullstelle fuhrt auf folgendeiGhung:

0,02+¢€ - 0,0ZF" = (.

Uber die Substitutior®' = u sowie anschlieRende Umwandlung in die Norm
form einer quadratischen Gleichung erhalt man:

u® -50u-1= 0 sowie u = 25++/626.
Eingesetzt flre' ergibt sich schlieBlicthi =3,91...

Ein hinreichend genaues Rechnen z. B. mit einearvatl-Verkleinerungs-
verfahren liefert ebenfalls in kurzer Zeit das kinhend genaue Ergebnis.

Die Population erreicht also nach etwa vier MonateMaximum.

del

n

=
1
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
L
Hinweis: Die Ergebnisse in diesem Aufgabenteilageiinabhangig vom Wert
des Parameters a, eine Lésung von d) ist hier milslot erforderlich. 10| 15

Insgesamt 100 BWE25

55| 20

Aufgabe 2 Kettenlinie

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Sinus hyperbolicus:

%(eXO —e‘x"):o = g = %= &%=1= x=0, Nullstelle beix, =0.

Da sinh(-x)= 0,5J€™ - € )=- sinh(x, ist Sinus hyperbolicus eine ungeradg
Funktion und sein Graph damit zum Ursprung punktagtnisch.

Mit X —» co gehte™ - 0, und damit giltsinh(x) - 0,5¢".

Cosinus hyperbolicus:

Keine Nullstelle, da der Term in der Klammer alsrBue zweier positiver Zah-
len immer positiv ist.

Da cosh¢x )= 0,51€™ + € F coshk, ist der Cosinus hyperbolicus eine ger
de Funktion und sein Graph damit 3uAchse spiegelsymmetrisch.

Mit X - o gehte™ - 0, und damit giltcoshf )— 0,5&‘. Aufgrund der Ge-
radheit des cosh ist dies auch die Asymptotexfir —co .

Graphen der Funktionen:
\ /
\ 0 /
\ | /

5
\ x)=cosh(x) /
4

\ / fi(x)=sinh(x)

a-

10

10
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Zuordnung
Bewertung

Losungsskizze

b)

Nachrechnen liefert:
. cosh2k ) sinh% ¥ o,e(z(eu &) -(¢- é")z)
=0,2502+ 2)= 1.

e sinh'(x)= 0,5J€ + €* )= coshi und
cosh'k )= 0,51€¢ — e€* F sinhk.
« Die beiden hyperbolischen Funktionen sind damitinmér 2. Ableitung

identisch. Damit sind sie Loésungen der angegebBiiégrential-
gleichung.

Fur die Winkelfunktionen gilt (Tafelwerk!)
e COS2K)t+ sin2k F ..

e sin'(x)=-cosk . und cos'k )=— sink .
Die beiden Winkelfunktionen sind damit mit ihrerAbleitung identisch

« Die entsprechende Differentialgleichung lautet dafri+ f =0.

Mit der Beachtung der Symmetrie der Kettenlumg der Tatsache, dass das
Seil in der Mitte am tiefsten hangt:

k(0)=altosH b0Q = al0,5] (2 ¥ d10,6 2 «.
Dies ist das gewinschte Resultat.

Wenn bei festgehalteneader Parametdy vergrof3ert wird, so &ndert sich be
x = 0 nichts. Der Tiefpunkt der Funktion bleibt atshalten. Fir gréRerse
Werte vergrof3ern sich der Betrag der ArgumenteeirEskponentialfunktion.

Da € im Wesentlichen den Funktionswert bestimmt, vesil fir groRe
x-Werte sehr klein ist, wird auch der Funktionsvggtif3er:

Der Graph wird bei gleichem Minimum nach beiderte&esteiler; er erreicht
bei festgehaltenemgrofRere Hohen.

10

d)

» Mit dem gegebenen Bodenabstand in der Mitte egjilbt soforta =80.

Einsetzen Iiefert80[0,5[ﬂe°'°125]75+ e 0'01257)': 117,80.
Da vorausgesetzt war, dass es sich um eine Kettehlandelt, ist damit alle
gezeigt.

» Der Winkel ergibt sich aus der Steigung der Kettémlan der Stelle = 75:
k'(75)= 80Isinh(0,0128 75%) 0,0125 1,08C

[72)
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Damit ergibt sich das Winkelmaf zu=90° — arctank '(75)3 42,7i.

* Wenn das Seil straffer gespannt wird, so hangt éei Mitte héher. Also
wéchst der Parametar

Da zugleich das Hohenwachstum zwischen Mitte unan&a abnimmt, muss

(mit dem Ergebnis von c) oder z.B. durch Nachrentareeinem Beispiel)
der Parametds abnehmen.

Da das Seil ,waagerechter in den Aufhangungspunktegkommt, wird der
Winkel grof3er, bleibt aber unter 90°.

15

e)

Da hierk'(x) = (80Ltosh(0,0125% )F sinh(0,012% , ist
\/1+(k7'(x))2 = cosh(0,012bk . Damit ergibt sich
| :2E7fcosh(0,01253< gx= 28 sinh(0,012%]."
=17;,96

Das Seil ist also fast 173 m lafund damit etwa 23 m langer als die direkte
Verbindung zwischen den Aufhdngungspunkten)

15

f)

Sei diff (X):= p(X) — K X . Gefragt ist, ob der Betrag vaiiff im Intervall
[0, 75 ] immer unter 0.5 bleibt.

Ersichtlich istdiff(0) = 0 unddiff (75)= 0. Weiter erkennt man an der Skizze,
dass etwa im Intervall [37 , 65] die Genauigkedthiausreicht.
So ist z.B.diff (50)= 0, 6€ - hier ist die maximale Abweichung also weit tber

schritten.

(Die Methode, diff abzuleiten, dann z.B. mit derwtde-Verfahren die Nullstel:

le der Ableitung zu finden — diese Extremstellgt liei x. =53,1€ — und

schlieB3lich den Funktionswert an dieser Stelle estimmen — er betragt etwa
0,669, ist ebenso sinnvoll.)

Zur Verbesserung der Naherung gibt es mehrere kligiten.

Zunachst kann man die beiden Parametermpvegrandern.
Leicht einzusehen ist, dass die veranderte quadhratiFunktionp; mit
p,(X) =79,7+ 0,0067% die Differenzfunktion einfach um 30 cm nac

unten schiebt; damit bleibt das Maximum der Differenit knapp 40
cm im gentgenden Bereich, wahrend in der Mitte ¢8@ cm Diffe-
renz) und am Rand (mit -31 cm Differenz) ebenfatish eine geni-
gende Genauigkeit erreicht wird. Allerdings stinpntnit k gerade an
den ,empfindlichen“ Stellen nicht mehr so gut llere
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Hinweis: Die Aufgabenstellung verlangt nicht diegAbe mehrerer Verbesse-
rungsmaoglichkeiten fur die Naherung von k. Auch,€iefachste” Losung ist,
wenn sie denn richtig begriindet ist, eine vollst§adufgabenlésung.

Mochte man die Ubereinstimmung ber 0 erhalten, so muss der Koeffizient

des quadratischen Terms verandert werden — gegasagt, er muss kleinef
werden. Aber Vorsicht! Hiermit wird der ,genaher#&tifhdngungspunkt am
Turm nach unten verlegt! Deswegen ist der RaundigiAnpassung klein.
Die folgende Abbildung zeigt die Differenz fig,(x) =80+ 0,00664 :

0.4 :

0.2 ¢

10 20 30 40 50 60 0
-0.2 ¢

-0.4

Ebenso sinnvoll ist es, statt einer Funktion 2.d8saeine gerade Funktion 4.

Grades zu verwenden und hier 2B 0,x = 50 undx = 75 als Stiitzstellen z
verwenden. Bei diesen Stutzstellen ergibt sictdi@MNaherungsfunktion
(durch Lésung des zugehorigen 2 x 2 LGS)

p,(X) =80+ 0,006244% + 8,48 TOX .

Diese Funktion weicht Gbrigens um hdchstens 6 mmdey Kettenlinie ab.

Generell ist die Kettenlinie durch eine ganzratlerfeunktion 4. Grades deut

lich besser zu nahern!

u

15

Insgesamt 100 BW

=20 | 60

20

Aufgabe 3 Hecken

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

Mit der x-Achse gibt es keinen Schnittpunkt, da der ZahikeiNull wird.

Schnittpunkt mit dey-Achse: Durch Einsetze8, (0 |3; ©).
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Extrempunkte:

Ableiten liefert

; ,(X):cutex Q& +10Y - &R &+ 103 &

c (ex +10)4
_cE[[&+10- 2¢€)

~ (e“+107

& X
:(:L(-():_‘_—ex)3[q10_e )

Die einzige Nullstelle dieser Funktion liegt bei =In10~ 2,30.
Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion issdine Durchgangsnullste

le, deswegen handelt es sich tﬁfﬁlnlo |4—C(J um einen Extrempunkt.

Selbstverstandlich ist auch eine Argumentation ffiiin 10)=— éc = 0moglich.

Fallunterscheidung:

Firc > 0 gilt: Nenner ist positive (& >0, 10-¢€* monoton fallend, Vorzei-
chenwechsel - —. E ist somit Hochpunkt.

Firc < 0 gilt: Nenner ist positive (& <0, 10—-¢€* monoton fallend, Vorzei-
chenwechset - +. E ist somit Tiefpunkt.

Der Graph besitzt den Hochpunt, (In10|11) fiir ¢ = 440.

10

10

b)

Schnittpunktbestimmung:

440.-€*
(e +10Y
& % -2.é-10=0.
Nach Substitutiorz = & erhalt man die quadratische Gleichuzfg-2z—-10= 0
mit den Losungerg, , =1++/11 und damite =1+ +/11. Da € nicht negativ

sein kann, lautet die einzige Schnittstetle= In(\/1_1+ ]) ~ 1,4€.
Damitist f (In(V11+1)= 4/11- 4 9,2.

=40-e ¥ < 440€ =40 €+ 10) & 11é*= &+ 208+ 1C

Die Graphen schneiden sichS(in(\/1_1+ 1) | 4/11— 4) bzw. (1,46 | 9,27).

10
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Berechnung der Stammfunktionen fon

Substitution:u(x) =€ +10 =« €= Y 3-10, dr & dx= dx%

Damit folgt fir das unbestimmte Integral

4402 _440Qu- 10 440 440
jf440 x) dx j _j —— duzj - ¢
(e +10) u* u-10) u u
__ 440
e +10 -

Bemerkung: Dass die angegebene Stammfunktionwisklith eine solche ist,
kann durch Ableiten oder durch Umrechnung entspradtzu a) gezeigt wer-
den. Dies ist aber nicht gefordert!

Die Stammfunktior- vonf,4o gibt die Hohe der StrauchErzum Zeitpunkix
an. Mit der Anfangsbedingurfg(0) = 4 erhalt man:

-440
F(0)=————+c, =-40+ 4= 44,
( ) e’ +10 ©= ©=
Die gesuchte FunktioR lasst sich somit folgendermal3en darstellen:
F(x)= -440 +a4= —440+ 44"+ 440 44 44 _
e +10 g +10 €+ 10 B 108"

Berechnung der Stammfunktionen van

f40-efxdx:—40 e '+ ¢.
Es folgt fiir die gesuchte Funkti@
G(x) =-40e™ + 44.

Momentane Wachstumsgeschwindigkeiten:

Die momentanen Wachstumsgeschwindigkeiten werdeshdlie erste Ablei-
tungF’ bzw.G’, also durchf undg, berechnet. Durch Gleichsetzen \famdg
erhalt man den Zeitpunkt die Losung X~ 1,46) wurde bereits im Teil b) be-
rechnet.

Nach etwa eineinhalb Jahren sind also die Wachsgtesetiwindigkeiten beider

Straucharten gleich.
Strauchh6hen zum Zeitpunkt gleicher Wachstumsgeschgkeiten:

aa (11D 4as(udd
F(In(m+l>) e he I L RV EE S E TRV

:44-(1+\/T1)(1L\/_1j a4 10/_1)

110

— 411~ 13,27
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Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
1
—40(/11—- — 40y 11
(In(«/_1+ 1)) 4= ( ] + 4= ¢ )L+ 4e
f+ 1 (Vii+1)(V1r- 4 10
— —4J11+ 4+ 44= 48 4 1 34,73,
Die Straucher der Sortehaben also B
eine Hohe von ca. 1,30 m, die der *
SorteG eine Hohe von ca. 3,50 m. s
Zur Information rechts die (nicht
geforderten) Graphen der Funktionen
Fund G.
/ x
2 1 { 1 2 3 4+ 5 6 7 8 10 15
d) | Strauchhthen im ausgewachsenen Zustand:
Strauchsorte F=(8) =43,85 undllm F(X)=Iim——=
010 ¥+ 1
Strauchsorte G5(8) =43,98 undlim G(X) =44.
Im Alter von 8 Jahren weichen beide Strauchsortgmoch geringfiigig von
ihren endgiltigen H6hen im ausgewachsenen Zustand a 15
e) | Das Wachstumsverhalten beider Sorten unterssthaich deutlich:
Wahrend Sort& logistisch wachst, wachst Soffeexponentiell beschrankt.
Im Laufe der Zeit &ndert sich der HohenunterschedStraucher in der Hecke
gravierend. Zum Zeitpunkt des Pflanzens sind b8id&ucher gleich hoch. We-
gen der unterschiedlichen Wachstumsgeschwindigkeitemt der Hohenun-
terschied in der Folgezeit deutlich zu. Da beidge®oaber nach 8 Jahren als
ausgewachsen gelten und dann die gleiche Hohelrreben (vgl. Teil e)),
kann der Hohenunterschied nach acht Jahren nukkshisein.
Hier kdnnten exemplarisch einige DifferenZ€x) — G(x) berechnet werden.
Um den Zeitpunkt des grof3ten Hohenunterschiedraittein, wird zunachst dig
DifferenzenfunktiorD(x):= F(x) — G(X) bestimmt.
Die notwendige Bedingun’ (x) =0fuhrt auf das bereits geldste Problem
f (%)= g(%) mit der bekannten Lésung = In(\/1_1+ 1) ~ 1,4¢€ (vgl. Teil b))
Nach etwa eineinhalb Jahren haben also die Stradelmegrofiten Hohenunter-
schied. 5|15
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
i |m
f) o S f g
Laut Definition ist die Wachstumsgeschwindigkejt = £ bzw. W = %
Durch Einsetzen ergibt sichy (X) = _10 und w; (X) = _10 .
e +10 11.€*—-10
Die Funktionw gibt die relative Wachstumsgeschwindigkeit ane WWerte tra-
gen die Einheit (Jaht. 5| 5
Insgesamt 100 BWE20 | 60| 20
Aufgabe 4 Sprungschanze
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung
Bewertung

Losungsskizze

a)

» Die Schar besteht bekanntlich aus ,GaufRschen Gldakeren”. Deren Ei-
genschaften sollen untersucht werden:

Man erkennt unmittelbar, dass alle Graphen symswtrzury-Achse sind,
da f (-x) = €** = £ (R gilt.

Wegen der Eigenschaften deFunktion sind die Funktionswerte stets pos
tiv und fur keink existieren Nullstellen.

AuB3erdem gilt: lim f (X)=0.

e Extrema:

f, (X)=— k2 xE Y = 0, also kommt nurx= 0 als Extremstelle in Frage.

Man kann nun mit dem bisherigen Wissen um die Symeneder mit Hilfe
der zweiten Ableitung argumentieren und feststelllass unabhangig vén

der Punkt(0 | 1) ein Maximalpunkt ist.

Wendepunkte:
fk"(x):O
gk [@4k2 Dx2—2k): 0
4k? O¢ = 2k
X2 =t
2k
1

=+ |—
%2 2k
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung

L

Die zweite Ableitung hat die beiden Nullstellep, = i% , die auch tatsach

lich Wendestellen vorf, sind, was wieder direkt aus dem bisherigen Wissen

folgt.

1 1
f |+ i :e_kEZFk:e_E:_l_
2k Je
Die beiden Wendepunkte haben die Koordinat, :(+i |i}
UV Ve)

Skizzen:

15| 5

b)

Der gekrimmte Teil des Anlaufs muss monotorefalind standig flacher wer;

den, also linksgekriimmt sein. Dann kommt nur eithdes Graphen rechts vo
rechten Wendepunkt in Frage. Der rechte Wendepuarktf, liegt bei

. 1
V2 V2

die Bedingung.

0,707... Da0,8> , erfullt die vorgeschlagene Anfangstelle 0,8 als(

Anfangssteigung des gekrimmten Teils:

Es gilt:

f/(x)=-2x&*
f, (0,8)=-1,6&"%=-0,8436.

Um zu dieser Steigung den Steigungswinkel zu beethverwendet man den
Arcustangens:

arctan ¢ 0,8436..5 - 40,25- 4.

Damit ist auch diese Bedingung erfillt. (Das nagatiorzeichen bringt das
.Fallen des Graphen zum Ausdruck).

Steigung an der Absprungstelle:

Es gilt tan(-10 )=-0,176326..

m
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
i
Um das Ende der Anlaufbahn zu finden, muss alsdstkichung
f, (x) =-0,176326.. gelost werden. Das kann durch Probieren oder itie H
des Newton-Verfahrens geschehen: Mit dem Anfandgswger 1,7 liefert das
Newton-Verfahren die folgenden Werte:
1,7;1,7238 ;11,7244 ; 1,7244 ; ...
Mit der geforderten Genauigkeit sollte die Anlaufbaalso beix, =1,72 enden.
Geeigneter Mal3stab:
Der Lange vort, 72— 0,8= 0,9: soll die Lange von gut 90 m in der Realitat
entsprechen, also gilt: 1 LE entspricht 100 m. 5 |15
c¢) | Die durchschnittliche Steigung wird durch
b
— 1
m= f'( %) Cdx
—
a
bestimmt. Die Stammfunktion ist nfibereits bekannt.
Als mittlere Steigung ergibt sich:
_ , 71,72
m:i eX :|
0,92 08
a:itﬁe—mz? _ e—o,é}
0,92
— -0,47539...
m=————
0,92
m=-0,51672...
a=-27,3
Der durchschnittliche Steigungswinkel des gekriinmteils der Anlaufbahn
betragt —27,3°. 15
d) | Aus der Kurvendiskussion von a) geht hervorsdas wachsendeikder
Wendepunkt nach links wandert und die Kurve im Wgmnuohkt steiler wird.
Da der erste Vorschlag b) einen Kurvenausschrititsevom Wendepunkt ver:
wendet hat, ware die Kurve vdpim Wendepunkt zu steil. Es muss also eing
Funktion gewahlt werden, die im Wendepunkt flacklerf, ist, also muss der
Parametek kleiner als 1 gewahlt werden. 10
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Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Losungsstrateqie:

Fur den Ubergang vom zua, muss gewahrleistet sein, dass die Funktionsw
und die ersten Ableitungen der beiden FunktionedearStelle 2,75 tberein-
stimmen. Im PunkP(2,75f4(2,75)) kann die Tangentengleichung aufgestellt
werden. Uber die Normale zur Tangente in diesenkiRgalangt man zum Mit-
telpunkt des Kreisbogens als Nullstelle der Normalzer Radius des Kreis-
bogens entspricht der Lange der Normalen zwisél(2jv54,(2,75)) und dem
MittelpunktM. Die Konstantes hat den Wert s da der Ubergang vams zu ag
im Punkt &y | ) erfolgen muss und der Kreisbogen dort eine wasmipe Tan-
gente hat.

Fir den Kreisbogen,amissen der Mittelpunkt und der Radius gefunden we
den. Der Mittelpunkt liegt auf der Geraden g, digah den Punkt

K(2,75|a(2,75)) und senkrecht zur Tangente venexlauft. Der Radius des
Kreises bestimmt die Krimmung des Teils der Aufgdrahn.

a,(2,75)=-0,06912, 75+ 0,178 2,75 0,175 275 (
a,(2,75)=-0,453

Die Tangentengleichurnign dem PunkK ergibt sich zu

t(x) = mx+ b
mit
m= g(2,75)
=-0,20702,75+ 0,351 2,75 0,1’
m=-0,778
und

t(2,75)= - 0,77812,75b
~0,453= - 0,77812,75b
b=1687.

Senkrecht zur Tangentengleichurdurch den Punk ergibt sich die Geradg

1
0,778

9(x) = x—3,988.

Der MittelpunktM des Kreisbogens, liegt auf dieser Geraden Jeder Kreis
mit M schlief3t nahtlos und ohne Ruck an der Bajan. Die Nullstelle voig ist
die x-Koordinate vori:

M = (3,102/0).

Die Funktionsgleichung fir den Kreisbogen lautet

(x-3,102f + y*=r? .
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
1

Mit y<O0 und r? =(3,102- 2,75j+ 0,45% (Pythagoras) ergibt sich schlieR}
lich der gesuchte Kreisbogen mit gerundeten Paemmet

(x-3,102f +y* = 0,574 mit y<0 und 2,75<x< 3,10:.
Der Funktionswery an der Stelle desWertes des Mittelpunkted ist die
gesuchte Konstante der Waagereclaen

a;(x) =-0,574.
Losungsvariante:
Geht man aus vor,(2,75)= &, (2,75, &(2,75)= &, (2,75, M (x,,/0) und
3, (X) ==/ 1* =(x= % )2 , so folgt aus den Bedingungen direkt ein Gleiclsung
system mit zwei Unbekannten. Auf Tangente und Netkaan so verzichtet
werden.

&
10| 10
f) b
Um die Sprungweitav :j 1+ f'?(x) dx auszurechnen, muss ein Naherungs-
a

verfahren ausgewahlt werden. Da der Integrand eleairgnten Formed/ in dem
betrachteten Intervall fir die Bogenlange eine niome Funktion ist, ist jedes
in der Formelsammlung genannte Verfahren adaquat.
Z.B. ergibt die Keplersche Fassregel fir eine Huntg des Intervalls
[1,75;2,7% inn = 2 Teilintervalle mit der Teilintervalllangévon

d - X2 B XO

2
_2,75-1,75
2
d=1
2
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
I i
und der Formel furr die Keplersche Regel
A= SUTG0) +4TH(X) + 1(x)
= %m1,019+ 411,09% 1,267)
A =1108.
eine Sprungweite bis zuKrPunkt von ca. 111 Meter. 5 1
Insgesamt 100 BWE30 | 50| 20

Aufgabe 5 Wachtstumsverhalten von Bakterien

Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

o Fur kleinet ist der Faktore™ praktisch konstant, so dass hier der linear
Faktort zusammen mit einem anderen, auch linearen Fa&oWhchstum
bestimmt: lineares Wachstum bei kleinem

« Fir groRe sinkt der Faktore™ viel schneller als der lineare Faktor
wachst, denn der Tertig ™ konvergiert fir wachsendégegen Null.
Hier tritt im Wesentlichen ein exponentielles Vdtéa auf.

Der Parametea stellt lediglich eine Streckung des Graphen irtikaler Rich-
tung dar, beschreibt also die Gesamtskala des Wemnbswahrend der Param
terk eine inverse Zeitkonstante darstellt: Je gréfist, desto schneller wirkt
die exponentielle Abschwéachung, weil bei grof3ekeser Exponent schneller
wachst.

Hinweis:

Die exponentielle Abschwéachung wird ebenfalls raithvgendem k friher we-
sentlich, da der praktisch lineare Bereich der Bxguatialfunktion friher ver-
lassen wird.

e-

10

b)

Gesucht ist das Maximum vofy, (t) =t &™" .

Die Ableitungsfunktion hat die Gleichung

f, '(t) =(1-k )& .
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Ldsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Fur (1-k @) & "= 0 gilt (1-k[)=0 undt=1.

=

Da 0= f, (0)= t”ﬂ;‘ f,, (t) und fy, (t) =0 fur alle x>0, muss es sich bei diesg

Nullstelle um eine Maximalstelle vdrhandeln.

Hinweis: Andere Begrindungen sind denkbar und sigas

- 1
fl,k (%) :_& ket :@.

Zum Zeitpunkit =+ betrégt die htchste Wachstumsreg% .

10

Es gilt: f,, "(t) = (k - 2) (k[E*".

(kd-2)kE=0
kd-2=0
2

t=—.
k

Da diese Nullstelle zwischen der Maximalstelle dedh asymptotischen Wert|0
liegt, handelt es sich um eine Wendestelle (mit-Rrimmungswechsel).

- 2
() =4 ==

Der Wendepunk¥V hat damit die Koordinatew(g ij .

k k¥
Wenn die Bakterienkultur bei ihrer Entwicklung tiéendestelle der Wachs-
tumsfunktion durchlauft, ist doppelt so viel Zed#irgangen wie zum Zeitpunkt
des starksten Wachstums. Wahrend dieser Zeit -kaisWachstumsmaximum
und Wendestelle — hat sich das Wachstum immer #ehadgeschwacht; ab
jetzt lasst die Abschwachung des Wachstums wiealgn.n

10

d)

* Ableiten vonF,,(t) ergibt

~k & = (1+ KOH) [f- K De*"
k2

—k[&*" + kD" + K 00
k2

te =1, (9

Fll,k =

Da f,, eine Wachstumsfunktion ist, also die Bestandsamggepro Zeit be-

schreibt, ist ihr bestimmtes Integral Uber die deit Bestand selbst, wenn mah
aus den Stammfunktionen die auswahlt, die am Anékmg
Wert 0 aufweist, genauer den Grenzwert O fir 0.

129




Ldsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

Hinweis dies ist eine Schwéache des gewahlten Nodi ja ,am Anfang”
eine vermehrungsfahige Anzahl von Bakterien hirfaggeverden
muss. Andererseits erleichtert es die Lésungemadeinfolgenden
Teilaufgaben.

Funktion mathematisches Modell bleibt.”

 Esqilt:
-(1+k0)E*
k2

1
lim F, (1) =

1
K2

ler gegen Null geht.

* Also hat der Grenzwert den Welgt;.

« Der Grenzwert beschreibt den Endbestand der Bakigopulation.

Der Vermehrungsprozess ist ein diskreter Vorgaadass jede stetig

da der Exponentialfaktor im Zahler und damit deeitevSummand im Z&h

e

20

y

|
w
T

N

v X

10
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Ldsungsskizze

Zuordnung
Bewertung

)

Verschiedene mdégliche Verfahren fihrentzu5,557. Also ist der Bestand
nach knapp 5,6 Stunden auf 90 % des Endbestandewachsen.

Wiedereinfihrung vora ergibt !im F.« () :%.

Fir den Endbestand gilt6—a49=120 und damita =58, 8.

6 Minuten sind 0,1 Stunden, alse 0,1. Zu vergleichen sind
fegs0(0,1)= 5,4€ und 58,8[0,1= 5,8t

Der Einfluss des Exponentialterms senkt also devkfianswert lediglich
um sieben Prozent. Damit weicht das Wachstum inedisten 6 Minuten
nicht wesentlich vom linearen Wachstum ab.

Einsetzen liefert die zu I6sende Gleichung:

0,03 =2 f1-(1+ 0, E*™) -~ 0% t & 07"
0,72 0,72

10

o

9)

Im ersten Fall — wenn also wéhrend der Dunkelheftta passiert — andert
sich im Gesamtverhalten letztlich auch nichts Mlechstumsfunktionen
weisen fur die Zeit der Dunkelheit den Wert Nulf,alie Bestandsfunktio-
nen haben (demzufolge: Nullwachstum!) fir die deit Dunkelheit einen
konstanten Verlauf. Alle Bestandswerte treten uenRlinkelzeit, also um
eine Viertelstunde, verspatet auf.

Im zweiten Fall folgt der Bestand wahrend der Duimé@ der Funktion
Ft)=F, [&°" wobeid die Konstante der exponentiellen Abnahme ist

(diese muss niclitsein) und der Index 0 jeweils den Eintritt der Deihleit
bezeichnet.

Dies bedeutet zunachst, dass die Wachstumsfunkgimend der Dunkel-
zeit f(t) =-d [F, (& ist.

Wesentlicher ist aber, dass die Gesamt-Abnahmeoptopal zum Bestanc
im Augenblick des Eintretens der Dunkelheit ist.A\AWelas Experiment
schon langer lauft (z.B. im Graphen bei 8), ist die absolute Abnahme
grolRer als am Anfang (z.B. ket 2). Dies bedeutet, dass die Erholungs:
— also die Zeit, in der der Bestand, der am BedemDunkelheit bestand,
wieder erreicht wird — um so grofer ist, je weitas Experiment fortge-
schritten ist.

7eit

Der Endbestand hingegen ist von der Unterbrechnabhéangig.
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Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
Il
Die Skizzen missen diesen Sachverhalten entspretiee sind Bestandsfunk-
tionen fur beide Falle fur eine Lichtunterbrechumagh 4 Stunden gegeben:
Fall (1) Fall (2)
1 2 s . 5 6 5115
Insgesamt 100 BWE25 | 55| 20
Aufgabe 6 Funktionenschar exponentieller Funktion en
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|l
a) | Berechnung der Nullwerte:
0
n=1: f(0)= 3 T :§:1,5
e} 2
0
n=2 fz(o)_& _3_ 0,75
Lee) 4
_ _ 3@ _3_
n=3: f;(0)=——5=-=0,37¢
(1+ e’
0
n=4: f,0)=—% =3-0187
Lre)
0
n=5 f,0)=—= =3 -00037:
Dargestellt sind (von oben nach unten) die Graptegri-unktionenf,(x),
f,(x) und f,(x).
oder:
Der Grafik werden die Nullwerte der drei Graphetnemmen: 1,5, 0,75 und
(etwa) 0,2. Diese werden in die Funktionsgleicheimgesetzt:
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
|1l
3
f.(0)= =15 - 2=2 - n=1
@+1y
f,(0)= 3 =0,755 « 2=4 = n=2
@+1)
f,(0)= 3 =0,2 - 2=15 n=/
1+1)
f3(0) = 0,375 unds(0) = 0,09, so dass die Ableseungenauigkeit hier kel R
spielen sollte. 15

b)

Fallunterscheidung:

3&
n=1: fl(X) :m.

geht.

nachlassigen ist.

3

n>1: fn(x)=(1+ex)n .

Das Verhalten der Funktionen der Schar im Unendhdkann man tbef
das Wachstum von Zahler und Nenner untersuchen.

Der Nenner lasst sich nach unten abschatzen dlfchder ganze Bruch

l&sst sich dann nach oben abschéatzen d%éﬁa so dasdim f(x) =0.
e X

lim f(xX) =0, da der Zahler gegen Null und der Nenner gegeshl. g

X > =00

Auch andere Argumentationen wie ,der Zahler wachiste', wahrend der Ner|
ner mit " wachst*, sind zulassig.

Es gilt: lim f,(x) =0, da der Zahler gegen Null und der Nenner gegen 1

Es gilt: lim f,(X) =3, da fir grol3ex der Summand 1 im Nenner zu ver-

10| 10

F. ist eine Stammfunktion, wenR, (x) = f_(X) . F, 1&sst sich schreiben als

F.(X) =3(11+—ex)1 , S0 dass fliF,(x) folgt:
-n

F'(0) =% M-n)e i+ & )"
= (%).

10
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Daf, undfs; keinen gemeinsamen Punkt haben fyraberhalb vori; liegt (siehe
Aufgabenteil a), ergibt sich der gesuchte Flacheadindurch Integration de

Differenz der Funktionsterme.

3(L+e}? 31 &y’

J[r[lwi(fz(x) - (X)) dx= JJITJW{ 1-2 1- 3

- im 3(+€)" 3 8)°

3 &) 3@ %)

-1 -2 ( -1

= lim [-1,5+0,375+ 3(% &}~ 1,5@ ‘)]

a— —

=0,375.

20

f, ist symmetrisch zuy-Achse, wenr;(X) = fy(—X).
Dazu fiihrt man folgende Aquivalenzumformungen durch

f,(x) = f,(=X)

I 3E*
Q+ep (+e*§

3 (¢ F3e”
A+ef (€ O &

3® 3
1+ef (e+1f

w.z.b.w.

f, ist symmetrisch zu (0 | 1,5), werfi(X) —1,5= —[ f, (-x)- 1.9.

Dazu fiihrt man folgende Aquivalenzumformungen durch

f,(x)-1,5=-[ f,x)-14

= L(=-1(=>9+3

3 -3
= +3
1+e 1+ e
3 :—3De‘x+ I &
1+¢ 1+ &>
3 _ 3
1+& 1+ ¢*
& €
=—— w.z.b.w.
1+ €&+1
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
i |n
* f,ist furn= 3 nicht symmetrisch zyrAchse, da danfy(x) = f,(—x) gelten
musste, alse S = 3D? . Erweitert man die rechte Seite r(«stx)n
@1+e)y @+ e’y
so ergibt sich Ste = (€] 3le . Wegen der Nennergleichheit misstgn
@+e) e+ 1f
die Zahler3[& und 3{e* )" -(¢ )* = 31(& J* identisch sein.
Dies ist nur fum = 2 erfillt. 10| 15
Insgesamt 100 BWE30| 50 | 20
Aufgabe 7 Uberfiihrung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

a) | Die Verbindung vo nachQ als Strecke hat die Steigung
= A_h :ﬂ =2 ,5%
Al 400

Der Anschauung entnimmt man, dass im VergleichSttecke jede gekrimmte

Rampenfuhrung vor® nachQ Stellen aufweisen muss, deren Steigung noch

groRer als 2,5 % ist. Der Maximalwert von 2,4 % @eif ganzen Rampenstrecke

ist also keinesfalls einzuhalten. 51 10
b) |+ Die Amplitude betrégt die Halfte von 10 m, ajsb=5.

» Die Steigung wird durch die Ableitung véardargestellt:

Die Rampe beginnt mit dem Minimum, der Verlauf enicht einer an dex-
Achse gespiegelten Kosinusfunktion, akse 5.

Die Mittellinie ist um 5 m nach oben verschobespal =5.

Die halbe Periodenlange betragt 800 m, also musichtung mit dem

1 _ 800
Faktorg =— gestreckt werden.
Tt

Man kann auch so argumentieren:
Demx-Wert b [B00 entsprichtt, alsobB00=11 - bzs_go'

Als Ergebnis erhalten wirk(x) = -5 Ed:o{8—goD<j +5

k'(x):igm(izkj.
160 800

Das Steigungsmaximum liegt aus SymmetriegriindedegimMitte” der
Rampe bei der Wendestelle vkin
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L
. L
k (400) =——=10,0196.7 %.
160

Dies ist genligend niedrig, die Strecke ist andwe8telle zu steil.

Man kann dieses Ergebnis natirlich auch mit Hiée 8. und 3. Ableitung ber

statigen, das wird aber nicht erwartet.

vigy— TC T ) g _ _
k"(X) =————[80og —[x | = Ofiihrt im betrachteten Bereich zu x = 400.
128000 800
m — T[S - Tt . . . .
k"(400)= — ki — 1400 < 0, also liegt hier ein Maximum vor.
102400000 800 10| 10
c) | Fur die geraden horizontalen Streckenabschisitigie erste und die zweite Ab-
leitung jeweils die konstante Funktion mit dem Rumrkswert Null. Die Kosi
nusfunktion hat an ihren Extremstellen auch Exttefie in der zweiten Ablej-
tung, die Werte der zweiten Ableitung sind dortzyaastimmt nicht Null.
Man kann auch konkret rechnen:
(3 =—T— god -
128000 800
( ): 3 #0, k”(80()=— 3 Z Q
128000 128000
Der Eisenbahnexperte hat also mit seinen Bedenkehti Bezug auf die
2. Ableitung. 10
d) Die folgenden 6 Bedingungen sind zu beachten:

PunktP: h(0)=0;h(0)=0; H(Q=C
PunktQ: h(1)=10;h()=0;H(3=C

Das lasst sich nur mit einer ganzrationalen FunksioGrades erreichen.

Ansatzh(x)=alX + bOX + dX+ dlX+ & x
Aus den Bedingungen fur den Pulkfolgt: d =e= f=0.

Es bleibt alsoh(x) = alX + bOX + dIX

Aus den drei Bedingungen f@rerhalt man das folgenden linearen Glei-
chungssystem fir die Koeffizientanbundc:

a+b+c=10
5+4D+3=0
10+ 6b+ 3t=0

Dieses Gleichungssystem hat die Losuag:-60 ; b =-150; ¢ = 10C
Also gilt h(x) =600 - 1500 + 10@X .

(DasLosendes LGS sollte bei der Bewertung nicht mehr alPdikte um-
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

fassen. Die nicht erwartete mafl3stabsgerechte Famdgieichung lautet Ub-
rigens:

. x)_ 3 3 1
()= (ﬁ)j_lssszmﬁ 8192 foD%Jr 512 ig)g)

Die Steigungen der Trasse werden durch die Ablgiwanh ausgedruckt:
h'(x) =3000¥ — 600 + 30@X.
Aus Symmetriegriinden liegt das Maximum vor(der Wendepunkt voh)

in der Mitte der Rampe, also bri= é

Man kann dieses Ergebnis natdrlich auch mit Hike 8. und 3. Ableitung
bestétigen, das wird aber nicht erwartet:

h(z) _75
2) 4
Indem wir die Maf3stabsveranderung riickgangig madrbalten wir den

tatsachlichen Maximalwert fiir die Steigung der RamngS—ooz 2,34%.

Dieser Wert ist noch zulassig.

10

25

Statt des konkreten Wertes vor 1 (in Wirklichkeit: = 800) kann man eing
Variabler (fir die Rampenlange) einflhren.

Dann argumentiert und rechnet man entweder genauinvd) und erhéalt den
Maximalwert fur die Steigung als Funktianaxs(r’ vonr. Nun l6st man die

Gleichung:
max g 1) =800 4%.
Oder man kann auch direkt in das Gleichungssysteeneeitere Gleichung

h' (éj =800LD, 024 mit der weiteren Unbekanntereinfihren und erhalt dan

die minimale Rampenlange direkt als ein Elementidssingsvektors.

(Zuatzinformation fur Korrektoren:
Beide Wege fihren auf das Ergebnis 0,977 bzw(f = 781 2.

Die Rampe kann also nur unwesentlich um knapp ¥6rkiirzt werden.

20

Insgesamt 100 BW

=25

55

20

137




Aufgabe 8 Minigolfbahn
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|1l
a) | Der MittelpunktM des Kreisbo- &
gens liegt einerseits auf der Mit- . _
telsenkrechtem der SehneEA: A
SehneEA: y=x. * '
Die Mittelsenkrechte m geht 3
durch (2 | 2) und hat die Steigung ) | Steigung 5
—1. Eingesetzt in die allgemeine
Gleichung linearer Funktionen
erhalt man:
2=-2 +b = b=4 E 2 4 " 6
Damit gilt: o Steigung 5 -
m(X) =—-x+4 -2
Andererseits liegM auf dem Lot zur Einlaufstrecke durBmmit der Gleichung
[(x)= —Ex
=X
Man berechnet leicht, daktals Schnittpunkt die Koordinaten (5 | —1) hat.
—lx:—x+4 = ilrx=4 = x=5und y=-5 4&-.
5 5
Oder man konstruiert die beiden Geraden (mit Linga Geodreieck) und liest
die Koordinaten des Schnittpunktes ab.
Dann hat der RadiubA die Steigung?2— M = 4- CD_ 5,
Xa — Xy 4-5
Die Auslaufstrecke ist als Tangente senkrecht eaaih Radius. Sie hat also die
Steigung1
c
Oder man konstruiert (mit Lineal und Geodreieck} dat zum RadiusMA
durch den Punkt A und liest die Steigung im Kararadd.
Korrekturhinweis: Wenn der Weg lber die geometescKonstruktionen ge-
wahlt wurde, missen die einzelnen Schritte exjplegthrieben werden. 10| 15
b) Der Winkel zwischen der Einlauf- und der Auslauititng ergibt sich aus
(_j_en Winkeln, die die Ein- und Auslaufstrecke jewailit derx-Achse bilden.
Uber den Arcustangens der Steigungen erhalt mase diénkel:
ae =arctan(5F 78,7 und a, =arctant 2y — 63,4.
Fur den Winkel zwischen Einlauf- und Auslaufrichguerhalt man (Uber die
Winkelsumme im Dreieck) das Mal3 37,9°.
Oder direkte Berechnung tber die Formel:
tana=—2_ M- 2°5_7
1+m0n 1-10 9
a=37,87.¢
Einlauf- und Auslaufstrecke bilden einen Winkel vaan 37,9°.
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Zuordnung,
Bewertung

Eine ganzrationale Funktidrdritten Grades hat die Form:

f(x)=aX + bX+ cx ¢

Um die vier Koeffizienten zu bestimmen, werden 4liBgungen benotigt.

Aus diesen lasst sich ein lineares Gleichungssystémier Gleichungen
und vier Unbekannten formulieren:
aus i) folgt f (0)=0 und damit sofort d=0.

aus iii) folgt f'(0)=5 und damit sofort c=5.
aus i) folgt f(4)=4

und zusammen mit den bisherigen Ergebnissen dielieg
64a+ 16b=-1€

aus iv) folgt f'(4)=-2

und zusammen mit den bisherigen Ergebnissen diehsieg
48a+ 8 =-

Dieses Gleichungssystem hat die Losargt undb=-2

Die gesuchte Funktionsgleichung lautgtx) =l_16 X —% X +5X.

Es gilt f'(x) :3 X ——52’ x+5 mit den Nullstellen

X12—£)+4E«l/_0 d.h. x =10,88 und x, = 2,45.

Daf kubische Funktion mit positivem Leitkoeffizientes, liegt damit bei
x, ein Hochpunkt. Es giltf (x,) ——%)+§)[«1/70 5,67

Der Hochpunkt liegt in diesem Bandenbereich unddi@Koordinaten
(2,45 | 5,67).

Es ist nun noch zu zeigen, dass der Wendepunkt maht im Bandenbe-
reich, also nicht zwischen= 0 undx = 4, liegt:

Es gilt f"(x) :gx——z mit der Nullstellex, :2—30 >6.
Diese Wendestelle liegt in der Tat auRerhalb deslabereichs.

15

20

Eine ganzrationale Funktion funften Grades hatdien:

h(X) = aX + bX + cX+ dx+ ex

Um die sechs Koeffizienten zu bestimmen, werdeti ggchs voneinander
unabhangige Bedingungen bendtigt. Aus diesen $&dsiein eindeutig 16s-

bares lineares Gleichungssystem mit sechs Gleigungd sechs Unbe-
kannten formulieren:

Es gelten weiterhin die Forderungen i) bis iv).
Daraus folgt zunachst wiedey= 0 unde = 5.

Neu hinzu kommen die Bedingungen, dassthendA keine sprunghafte
Anderung der Krimmung auftritt, also
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
|
v) h"(0)=0 und vi) h'(4)=0
Aus v) folgt sofortd =0 .
Fira, b undc ergibt sich dann folgendes lineare Gleichungssystem
1024+ 25k+ 64+ 26 4 I 1024 + 256+ 64=— 1I
128G+ 250+ 48+ 5 - bzw. Il 128@& + 256+ 48=- 7
128+ 19D+ 24 =0 N 128@& + 198+ 2d4= 0
o =30 +401 1 ' 2048 + 2596= 2
Elimination z.B. vorc: ,
=l +20 11 " 1288 + 1A8= 7
danach vorb: —1 '+ 20l ' 512 = - €, gekirzt 256 = —3. Daraus folgt
a= —%3. Eingesetzt i’ : 256 = 44 oder 64 = 11. Damit ist
11 : . . 3
b=—. Eingesetzt in: 64c = —48, also gekirat=——.
64 4
Zusammen mie =5 (s.0.) lautet die Gleichung der ganzration&lenktion
h()=-— ¥+l 3.5y
256 64 4
Grafische Darstellung (nicht gefordert):
ALy
! h
4 f A
15| 20
Insgesamt 100 BWE25| 50 | 25
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Aufgabe 9 Schulhofgestaltung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

Der Graph ist symmetrisch zsAchse, d.h. bis auf die drei Nullstellen [82
(0]0) und (20) gibt es zu jedex-Koordinate im Intervall [-2;2] zwei Punkte,
die sich nur im Vorzeichen dgfKoordinate unterscheiden. Das trifft fur die
angegebene Gleichung zu, da yHéoordinate quadriert ist, das Vorzeichen
also keine Rolle spielt.

Der Graph ist jedoch auch symmetrisch ydrchse, welches die rechte Seitg
der Gleichung garantiert, die aus einem Polynomunitgraden Exponenten
besteht. Damit geht der Graph auch durch den Ungpru

Die konkrete Form des Graphen hangt aaab. Aus der Nullstelle bei |@
folgt 0 = 42— 16, alsa = 4.

Die Koordinaten vorA sind nach der Skizze etwg= 1,4 undy, = 2. Damit
erfillt auchA wohl die Gleichung, denn+4-1,96 — 3,8416 = 3,9984 und da-
mit aus Symmetriegrinden auBhC undD.

Fir [x| > 2 wird 4¢ —x* =x* (4 —x) negativ, weil dani® > 4 ist. In diesem
Fall ist yORR . Sonst ist der Term nicht negativ.

Die gesuchte Menge ist dahel] [-2;2]. Das entspricht ebenfalls dem Gra-
phen.

Hinweis: An dieser Stelle kbnnte auch der 1. Tail &ufgabenteil c) bearbei-
tet werden, um die Ubereinstimmung Term-Graph bessbelegen.

10

10

b)

Bei einer Funktion ist jederKoordinate (aus der Definitionsmenge) genau
einey-Koordinate zugeordnet, hier bis auf die Nullstetksvei, die man je eine
Funktion zuordnen kann, also z.B. den Graphen altederx-Achse der Funk
tion f, den Graphen unterhalb der x-Achse der Funidgion

Die Doppeldeutigkeit in der Gleichuryg = 4x* —x* kann durch Radizieren be}

seitigt werden und bej, durch zuséatzliche Multiplikation mit —1.:

f(X)=v4x’ - ¥ und g(X)=—-v4xX - ¥ mitD; =Dy =[-2;2].

11

Gemeinsame Punkte der beiden Graphen sind b diillstellen: -2, 0, 2.
Die Graphen gehen an diesen Stellen jeweils steggrander Uber.

Um das Steigungsverhalten zu untersuchen, bettaohtredie erste Ableitung.

Diese bildet man mit der Kettenregel. Es folgt dann

frox L X220 D, = D, \{-2;0;2}.

Jax? - x
Da der Nenner der ersten Ableitung an den Defimgi@ndern nicht definiert
ist, besitzt die erste Ableitung dort jeweils eRastelle. Der Graph voitrifft
also senkrecht auf dieAchse. Da dies auch entsprechendg{t gilt, gehen
die beiden Graphen an den Randern ohne Knick ungh§pn einander utber.
Auch die Nullstellex; = 0vonf(x) ist eine Definitionslicke vorf '(x).

Im Fallx < 0 gilt: Ixm f'(x): lim X(4_2XZ) i _(4_ zxz)

= lim =
COja-e o Ja- 2

Im Fallx > 0 gilt: Ixm f'(x) = lim X(4_2XZ) - (4_ 2X2)

= lim =
oA %0 Ja- 2
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Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

f'(x) ist somit an der Stelbe= 0 nicht stetig erganzbar uhdn der Stelle
x = 0 nicht differenzierbar.

Der Graph vori besitzt dort also einen Knick.
Entsprechende Uberlegungen gelten auclg@ran der Stelle 0.

Néahert man sich nun aber der Stelle 0 von rechdsbetrachtet die Steigung
vonf und ebenso der Stelle 0 von links und betradfi®t so erkennt man,

dass die Graphen ohne Knick und Sprung an deeSieii einander tbergehen.

Entsprechendes gilt fur die spiegelbildliche Vatitan

N&ahert man sich nun von A kommend der Stelle @asm man ohne die Ge-
schwindigkeit zu vermindern Uber diese Stelle zumkPC fahren — vorausge-
setzt, man ist allein auf der Bahn. Will man jedwoh A direkt nach B fahren,
muss man, da der Bahnverlauf einer ,spitzen Ketulgt, zunachst die Ge-
schwindigkeit deutlich verringern, um nicht aus Bahn getragen zu werden.

LO

d)

Wenn der Punkt fur das Pflanzloch sowohl nadiemumvie nach oben den glei-

chen maximalen Abstand zur Bahn hat, dann musglerasf Grund des Sym-

metrieverhaltens auf dexAchse befinden. Die genaue Stelle wird durch |den

x-Wert des Maximums angegeben. Um diese Stelle stinmen, berechnet
man die Nullstellen der 1. Ableitung, die in diesEail die Nullstellen des Z&h
lerpolynoms der 1. Ableitung sind. Man erhalt:

x[{4-2¢)=0

Da 0 nicht zum Definitionsbereich der 1. Ableitugghotrt, kann nur der 2. Fak-

tor den Wert 0 annehmen. Nach einfachen Umformufgghfiir die mogliche
Extremstelle:x=~/2 . Weitere Extremstellen gibt es nicht, da nur diehte
Teilflache betrachtet werden soll.

Um nachzuweisen, dass dort tatsachlich ein Maximartiegt, bildet man z.B.
die 2. Ableitung an dieser Stelle. Dazu muss maerimalb der Quotientenreggl
die Kettenregel anwenden. Mit einigen Umformungagtf

6 _ 4
£1(x)= 2X° —12X .

NI

Das Vorzeichen der 2. Ableitung wird hier bestintatch den Zahler, denn der

Nenner kann nicht negativ werden. Setzt man inZiger firx den Wert+/2
ein, so erhalt ma2 [B- 12[4< C. Folglich liegt dort ein Maximum.

Der Nachweis fir ein Maximum kann auch Uber einerz&chenwechsel der
1. Ableitung nachgewiesen werd&as Vorzeichen im Bereich vor2 wird
bestimmt durch den Faktor (4 ¥°Rim Z&hler: fir 0 < < J2 ist der Faktor

positiv, der Graph steigt also monoton. Risr /2 ist der Faktor negativ, der
Graph fallt. Damit liegt ein Maximum vor.

Der PflanzpunkP liegt also beiP(x/2 | 0).

Um den Abstand ig-Richtung zu berechnen, bestimmt rri(anﬁ) und erhalt
den Wert 2.

10
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Zuordnung,

Lésungsskizze Bewertung
[
e) | Aus Symmetriegrinden gilt fir den gesuchtentHdamhaltA:
2 2 2
A=4[ f(x)dx = 4|V4X- X dx= X( 4~ %) o
frogen - a7 o= 4[5+ 7
Die Berechnung des Integrals erfolgt mit Hilfe @etbstitutionsregel unter
Verwendung der Substitution=4 — 2.
19 2 51 _4 32
A=40-=[Vidy=—205V¢ | =28 =2,
! 2£ ) Eﬁs } 3 3
Da eine Langeneinheit 10 m entspricht, benétigt magefahr 26,7 kg Samen|. 10
f) | Wenn die Bahn wie angegeben unter Beibehaltwnd-drm verkleinert werden
soll, so bedeutet dies eine Stauchung um den Fgktor
Also folgt fir den Funktionsterm des Graphen inQladranten:
f (x)=% R/ax - ¥ .
Die Multiplikation mit einem konstanten Faktor kaine Auswirkungen die
Lage der Extremstelle und damit auf die Lage dé&nPloches. Die ,spitze
Kehre* wird etwas abgeflacht. Die GroR3e der Ragseh# wird um diesen Fak-
tor verandert, so dass man nun eine Flache void 3i2@insaen kann, also
80 kg Samen kaufen muss. 5|5
Insgesamt 100 BWE25 | 50| 25
Aufgabe 10 Tumorwachstum
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
L1l
a) | Lésung der Gleichung (2):
r(t)=k &, dennr'(t) =k [{~c) & =~ cir(t).
Es reicht als Lésung aucrl‘(t) =e " da der ,Fehler* bei der Berechnung von
V' bemerkt wird undk als Faktor ergéanzt werden kann.
Vorgegebene Funktiow erfillt (1):
V wird (nacht) abgeleitet:
' E _e—cEl
V() =V(0)[E9 f1 - e'CEﬂ)} e S vyome,
c
Dies entspricht der Behauptung
(mit der speziellen Lésung var(t) =b [&™", alsok =r(0) =b). 10! s
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

b)

O,Bt)

Untersuchung der speziellen Funktiie,ie(t) = 5@°¢¢

Definitionsbereich nach dem Text der Aufgale’, Wertebereictv(t) > 0 fur

allet 0D, dae*>0furallex( R.

Rechter Randt (- «): € °® strebt gegen 0, daher gil/(t) — 5Le"*°~ 17,45.

Extrema:

V(0) = 5 (Startwert gegeben).

V() = V(1) Le 2 stets > O fir allé, also keine Extremwerte.
V'(0) = 5: Steigung an derAchse betragt fast 80°.

Wendepunkt:
V(L) = V() Le®® - 0,8LV(t) Le @B = () Le®BHL (€98 - 0,8).

V"(t) kann nur O werden, wenn die rechte Klammer (istyn die anderen bei-

den Faktoren sind stets positiv:
€% _-08=0< -08tw=1In0,8 = ty=0,28V(ty) = 5.e*%~ 6,42.
Also Wendepunkt iM(0,28 6,42), da Vorzeichenwechsel Vgt beity,.

L]

18

16

14

12

Verallgemeinerung:

Definitions- und Wertebereich unverandert.
b

Rechter Rand analoy{t) — V(0) Le*.
V(0) gegebener Startwert.

Extrema:

V/(t) = V() LbLe™ > 0, daher keine Extremwerte.

V'(0) =V(0) Lb: Steigung an der-Achse.

Wendepunkt:

V'(t) = V'(t) LbLe °' = cLV(t) LbLe™® = V(t) LbLe®'L (bLe™' - )
V"(t) kann analog nur O werden, wenn die rechte Klanfrist.

ble®'-c=0 = t, =-Lone,
c b
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Fall1: b<c = twistnegativ und daher nicht im Definitionsbereich.
Keine Wendepunkte.

by

1_,.¢ L)
Fall2: bzc =W L——DInB V(0) ¥ CJ,
c

Begriindung wie bei b1).

Der Graph der allgemeinen Funktighverlauft daher prinzipiell so wie in b1).

Gleichung (2) druickt aus, dass die Wachstumssgienentiell abnimmt
(c>0, also €< 0 unde >0 fur allex 0 R).

Gleichung (1) bedeutet, dass das Volumen des Tuemisprechend der
Wachstumsrate wéchst:

Volumenanderungokal) = Wachstumsraté/olumen.

Die Untersuchungen in b) haben gezeigt, dass dati$ian nach dem Mode|

nicht nur stets langsamer wird, sondern dass derof gegen ein maximales
Ausmal strebt, welches nicht Uberschritten \erhalten am rechten Rand

10

d)

Zu untersuchen bleibt das Verhalten am linkendRalsat — —o.

e goBezanl, o damit geht der gesamte Exponent gegenatsoV(t) — 0.
Die x-Achse ist daher Asymptote am linken Rand des Difirsbereiches.
Nach b2) liegt in Abhangigkeit von der Gro3e deraReeterb undc mitb >c¢
noch der Wendepunkt links von deAchse.

(Auch eine Untersuchung der konkreten Funktion lvbhware angemessen.

15

Insgesamt 100 BWE20 | 65

15

Aufgabe 11 Stral’enkreuzung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Die Geradey, schlie3t mit der positivexrAchse den Winkeb =tan™ ¢ )=

= 26,6 ein. Dag; undg, achsensymmetrisch zueinander sind, schlie3en si
einen Winkel von etw2[26,6 = 53,2ein, also etwa 53°.

» Bedingungen fur f:
Die Funktionf muss an der Stelle —2 den gleichen Funktionswiergmwha-
ben, d. h.f (-2) = g,(-2)= 1. Entsprechend giltf (2) = g, (2)= 1. AulRerdem

mussf in den PunkteP(—2|1) bzwQ(2|1) die Geraden nur berthren, also
gleiche Steigung wie die Geraden haben. D. h.

f(=2)=9,'(-2)=-3 und f'(2F g '(2F 3.
Zum Krimmungssprung siehe Hinweis in der Aufgabe.

« Nachweis des Ansatzfx) = ax* + b + ¢

die

et-

Die beiden Geradeyp undg, sowie die beiden Beriihrpunkte liegen symm
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

risch zury-Achse. Wahlt man einen ganzrationalen Ansatz mére

Funktion vierten Grades, so treten nur geraderRetevorx auf. Auf Grund
der Symmetrie missen nur noch die Bedingunfé) =1, f'(2) :é und

f"(2) =0 erfullt werden. Diese drei Bedingungen flhrenarei lineare

Gleichungen fir die Koeffizienten der ganzrationadfeinktionf. Flr eine
eindeutige L6sung bendtigt man also als Ansatzfanlgine ganz rationale
Funktion mit drei Koeffizienten, z. B.

f(x)=ax + b¥ + c.
Es gilt mit diesem Ansatz:
f'(x) =4axX + 2bxund
f"(x) =12axX + 2b.
Man erhéalt nun die drei Bedingungen:
f(2)=1=1a+ b+c )]
f'(2)=1=322+ 4 an
f"(2)=0=4&+ D (1
(32a+ 4b)- 2(4&+ D F1i- 210 folgtaus # 2 |
—-64a=13

=1
a= 128"

3

Dieses Ergebnis eingesetzt in (1) ergdar{--%;) + 4b:% , alsob= "

128

. . : .3
Dieses Ergebnis in | eingesetzt ergnbtg.

Also erhalt man:f (x) = R N T

128 16 8

15

15

b)

Die Bedingungen werden nacheinander Uberpruft.

h(-2) =1+ In@ (-2Y +1)= 1+ In(2)= 1. Entsprechent(2)=1.
$2X _ 2x

I+l 244

h'(x) =

Damit folgt h'(-2) =L2_2) =-2-_1 ind entsprechend(2) =2
(-2+4 8 2 2

2(x* +4)— 2x(2x_ —2X'+ 8

(XZ +4)2 (X2+ 4)2 )
—2(-2) +8
((-2)* +4y

h"(x) =

Damit folgt h"(-2) = =0 und entsprechend"(2)=0.
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L
L
13
2
2 h
11
X
% -5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 6
L1
Hinweis: Hier ware auch eine Symmetrietiberlegurrgfkirzung der Rech-
nungen moglich. 10| 10
) Flache mit Vorschlag aus Teil a):
Auf Grund der Symmetrie vdrund vong; undg, zueinander reicht es, die
Berechnung des Integrals auf dem Intervall [0;2kuaehmen. Alle Funkti-
onen sind im untersuchten Intervall nicht negatid haben dort nur den
SchnittpunkiQ(2|1).
2 2
FL, =2[(f 00~ g,(9) dx=2[ (- ®+% #+3-% } d
0 0
=2[ -+ L X -4 ¢ +3x] =2=0,4
Der gesamte verbrauchte Flachenintlt bei der Streckenfihrung mit der
Funktionf betragt 0,4 FE.
Flache mit Vorschlag aus Teil b):
h ist symmetrisch zwy-Achse, weilx im Funktionsterm nur quadratisch auf-
tritt. Entsprechend zum Vorschlag aus Teil a) karam sich wieder auf das
Intervall [0;2] beschranken.
Da insgesamt 8 Unterteilungen zu beriicksichtiged, ann man nun das
Intervall in 4 Teile unterteilen. Als numerischedgrationsmethode wird hier
die Rechteckmethode genommen.
FL, =23 ((h- g)@)+ (h- )@+ (h- @)+ (h- 9()
=0,1974+ 0,0634 0,0116 0,0004
=0,2728.
Der gesamte verbrauchte Flacheninkalt bei der Streckenflihrung mit de
Funktionh betragt 0,2728 FE. 10| 15
d) | Von den ublichen trigonometrischen Funktionémis die Kosinusfunktion
symmetrisch zuy-Achse. Deshalb wird der Einfachheit halber diesekiion
angepasst. Dazu muss der Graph anxdarhse gespiegelt
(cosfx) -~ — cosk )und nach oben verschoben werden
(—cosf)— — cosk ) v). Zusatzlich missen die Periode
(—cosk)+v — — cosplx ¥ v) und die Amplitude
(—cos(px)+ v - —allcos(plIx )} \) angepasst werden.
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Es wird nun der Ansati{x) = —al¢os(p[x)+ v, mit a, p¢ Cuntersucht. (I
t'(x) = alplsin( px) und ()
t"(x) = adp’ [Cos(pXx). (I
Die Bedingungen aus Teil a) missen erfillt werden.
t(2)=1=-altos(pO2)}v A\

t'(2)=1=alp&in(p2) (V)

t"(2)=0=alp’ cos(p2) V1)

Aus (VI) folgt cos(p2)= C und damitp[2 =311+ 21tz mit ZJZ. Dem Stra-
Renverlauf geman igt= 0 zu wahlen, so dags= < folgt.

Dieses Ergebnis wird in (V) eingesetzt:

1+ =al@3nBinEm). Da singm } : gilt, erhélt man =alZm, alsoa=2.

Die beiden Ergebnisse fprunda werden nun in (IV) eingesetzt:
1=-2[tosgm)+v. Da cosgm)= Qist, folgtv = 1.

Insgesamt erhalt mat{x) :1—3 Ed:os(%n[kj .
Tt

10

15

Insgesamt 100 BW

=35

50

15

Aufgabe 12 Energiebedarf
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

a)

Einsetzen des Funktionsterms gpin die rechte Seite der Differential-
gleichung und einfache Termumformungen ergeben:

2 2 1 2+ 27-2
1 2- =10 2- =
zg(x)[ﬂ g(X)] 2 1+el—x u 1+ é-‘x) 1+ é‘x 1+ é—x

_ 26 o

- @+ g )2 g (X)

fur alle xOR , also erfiillt g die Differentialgleichung.

Diese Differentialgleichung beschreibt ein logisties Wachstum mit Satti-
gungsgrenze 2.

Logistisches Wachstum, das durch eine Funktionsihréeben wird, erflllt
die Differentialgleichungh’'(x) = kC( ¥ [{ S- K ¥ . Bei zunehmendem Ar-
gument nahert sicl(x) der Sattigungsgrenzg bleibt aber stets darunter.
Die momentane Anderungsrate vbix), d .h.h’(x), nimmt zu, wenn

h(x) < 5 Sist und nimmt ab, wenh(x) > 5 Sgilt. Inr Maximum ist bei
h(x)=+S.

Fur kleine Argumente wird ndherungsweise durch ein exponentielles Wa
tum beschrieben.
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
[ 11

Fur grof3e Argumente witdndherungsweise durch ein beschranktes Wachs-

tum mit SattigungsgrenZgbeschrieben. 22
b) | Der Sattigungswert vamist 2. Zu berechnen ist das Argumgptfir das der

Funktionswert 1,96 betragt.

2 - -

1’96=1+e—x1 = 1,96+ 1,96 = 2 %=L = 2 x= IR§

= % =1-In(G5)= x = 4,89

98% der Sattigungsgrenze wird also gegen Endeattees] 1994 erreicht.

Die Zunahme der momentanen Anderungsrate verlarigsaimab dem Zeit-

punktx,, fir den der Funktionswert gleich der Halfte déti§ungswertes ist.

2 _
=0,5[R = =le I=€% o EF X% %=

9(x) = X < %

Ab dem Beginn des Jahres 1991 verlangsamt sicimdiileentane Anderungs

rate des Energiebedarfs.

Der gesamte Energiebed&fvird als Integral vory Gber den Zeitraum von Q

bis 11 Jahren berechnet.

11 11 2 11 ex é 11
E= dx=|———— dx=2 dx 200 In( &+
{mm x£1+éﬂ x-tié+e x 20 In( &+ ¥
=2[{InEe"+e-In(€+ §=19,37

Der gesamte Energiebedarf zwischen Anfang 199CEmat 2000 betragt ca,

19,4 1Gkwh. 10 | 16
c) | Daf inganzR definiert ist, kann der Graph vdrkeine senkrechten Asymp-

toten besitzen.

lim -
x-=1+e

= 0, da die Exponentialfunktion fi# — o auch gegenc geht.
Die x-Achse ist also waagerechte Asymptote X oo .
lim = 2, da die Exponentialfunktion fi — —co gegen 0 geht.

x-—=1+ge"

Die Gerade mit der Gleichung= 2 ist also waagerechte Asymptote fr
X —» —00,

Die Ableitungen der Funktior erhalt man mit der Quotienten- und der Ke
tenregel:
2¢’ _2ef(e -1

M=oy 0=y

_ -2e¥ +8& - 2¢

=

Die notwendige Bedingung fir die Existenz einer \dastelle istf"(x) =0.

2e" (e-1) _

—=0- 2°(€-1)=0- €=1- x C da€>0furallexd %
(1+€%)

gilt.
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

Da f"(0)=+# 0 und f(0) = 1 gilt, besitzt der Graph voh den Wendepunkt
(01]1).

(Alternativ kann auf die Berechnung vdr"(x) verzichtet werden, wenn def
Vorzeichenwechsel vorf "(x) an der Stelle 0 gezeigt wird.)

Da die erste Ableitung vofi fur alle xOR negativ ist, ist die Funktiof
streng monoton fallend.

Der Wertebereich vori ist ]0; 2[, da die waagerechten Asymptoten degi-G
chungery = 2 undy = 0 gentigen und die Funktidnstreng monoton fallend
ist.

y
Asymptote

Sriegelachse

Vx

16 | 20
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

d)

Um die Achsensymmetrie zur Geraden £ nachzuweisen, zeigt man, dasg
fur alle xOR die Gleichungf (2 —x) = g3+ X erflllt ist.

2 2
f(%_x)z lx: l+x):g(%+)().

Skizze siehe Losung Teil ¢)

Der Wertebereich vory entspricht dem vori , da der Graph vory durch
Spiegelung an der Gerader $ aus dem Graphen voi entsteht.

Die Funktion g ist streng monoton steigend, flastreng monoton fallend ist

Der Wendepunkt (0 | 1) des Graphen vowird durch die beschriebene Ach
senspiegelung auf den Wendepunkt (1 | 1) des Gnagireg abgebildet.

14

Insgesamt 100 BWE16 | 68

16
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Aufgabe 13 Schimmelpilz
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
L[
a) | Bestimmung des Parametars
Der in der Aufgabe dargestellte Graph der Funkfjorerlauft durch den Punkt
(0| 9). Damit gilt:
0
f(0)=9 - 2 =g
(1+¢)
4
= a=36. 5
b) | Bestimmung des gemeinsamen Punktes der Grameg ynd {5
Die Schnittstellen der Graphen vgmundfss sind die Losungen der Gleichung
f16(xs) = 9( %) . Dieser Ansatz ergibt:
X 2
_36e* ~=et o 36:(1+ e"S) , da &>0
[1+e°)
= 1l+e5=6, da 1+ &>1
= €%=5h
= x=In(5).
Wegeng(In(5)) = 5 habeffizs und g den Punkt (In(5) | 5) gemeinsam.
Bedingung fur gemeinsame Punkte:
Eine beliebige Schnittsteller der Graphen voig undf, ist eine Losung der
Gleichung f, (%) = g( %) . Dies liefert:
—anT > =e" = a= (1+ e" )2 .
(1+e7)
2
Aus €7 >0 fur allexd R folgt (1+ eXT) >1 .
Daher ist die Gleichung a= (1+ e )2 nur losbar fla > 1.
Es gilt dann 1+ = Ja und man erhalt schlieB3lick. = In(\/a—l).
Nur im Falla > 1 besitzen die Graphen viundg einen gemeinsamen Punkt
und dies ist dann der Pun(dh(\/a—l) |Ja- ]) . & | 30
¢) | Untersuchung der Symmetrie:
Fir jedesa# 0 und fur allex0 R gilt:
ae” ae* é" aé ae
fa(_x): e N2 e . 2= 2= a( )
(e (rer) & ((eer)e) (e+9)
Der Graph vonfist somit fir jedesa # 0 symmetrisch zuy-Achse.
Flacheninhaltsberechnung:
Der gesuchte Flacheninhalt der beidseitig bis inerdliche reichenden Flache
zwischen dem Graphen vdpnund derx-Achse seiA. Aufgrund der Achser-
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
L] 1|1

symmetrie zuy-Achse gilt:

0 z z X
A=20 (%) d%Z[‘Jlim £(% d{(z 2 fdim[—= o

[.([ zﬂoo'([ zaocu([(l_'_ex)z
Somit wird zunachst eine Stammfunktion ﬁ ermittelt. Hierzu wirg

+e*
die Substitutionsregel mit der Substitutibpal+e* verwendet. Wenige leichte
Umformungsschritte ergeben:
Je—z dX:J.i2 dt: —1‘ :_—1_
(1+ ex) t t  1+e

Damit ergibt die Flachenberechnung:
A=2ldlim [—&— dx=2] 4Iim[ ‘ﬂ - ¢um(1——1j=z| sk =) &

zeoo (14 e e 1+€" |, e\ 2 1+ € 2 10 20

d)

t
Die Funktion F mit F(t):l&it gibt die zum Zeitpunkt t bedeckte Flache|an.
+e

Dann istF’ (t) die momentane Ausbreitungsgeschwindigkeit (odedekungs
rate). Da die maximale Ausbreitungsgeschwindigkles Schimmelpilzes er-
mittelt werden soll, mus§&’ auf lokale Extremstellen untersucht werden| Es

gilt:
t ) gt
F'(t)=3ee(1+e) €€ _36.©

hef h+ef
Zu dieser Funktion gehdort der in der Aufgabenstgliangegebene Graph.

Damit besitztF' offensichtlich ein lokales Maximum an der Stelke 0. Ferner
gilt: F'(0) = 9. Damit hat der Schimmelpilz zum Zeitpurtkt O die grof3te

Ausbreitungsgeschwindigkeit VCQI% .

t

= fse(t)-

D

Der Nachweis der Differentialgleichung erfolgt dui€insetzen. Man erhalt:

KCF (1) G- F(1)]= kE—If;%EEG—fféé}

¢ [G(1+¢)-366
1+€ ! 1+ ¢é

1+€ 1+ é

¢ [;G+(G—36)é}

Wahlt man nurG = 36 undk =%

367

erhalt mark F(t) [G - F(t)]=F (t).

Offenbar handelt es sich um logistisches Wachs#umBeginn des Beobach-
tungszeitraumeg € 0) hat sich der Schimmelpilz bereits so weit adsint
dass 50 % der Brotscheibenflache vom Schimmel leefah ist. Allerdings
verlangsamt sich dann die Ausbreitungsgeschwindigles Schimmels. Nagh
ca. 5 Tagen nach Beobachtungsbeginn ist praktischeamte Brotflache m1t
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
I i |l
Schimmel befallen. Der Beginn der Schimmelbildidgst sich etwa auf den|5.
Tag vor Beobachtungsbeginn festlegen. Das Modelhlden exakten Beginn
und das exakte Ende der Schimmelausbreitung nigdengeben, da sich die
Funktion F asymptotisch an den Randern der mathematischerinfaian)
Definitionsmenge verhalt.
40
35
30
25 1
20 -
15 4
10
5 4
f/ 0 :
6 4 2 0 2 4 6
30
Insgesamt 100 BWE10 | 70| 20
Aufgabe 14 Beleuchtung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung,
Bewertung

Losungsskizze

Da sich der Beobachter im einfachsten Fall tdweker der Lampe befindet
bzw. unendlich weit von diesem Punkt befinden kdolgt: D =[10; o[ . Da-

mit folgt fir den Wertebereich/ =[1 000 ; O[. Da Sb) umgekehrt proportio-

nal zub® ist, nimmt die Beleuchtungsstarke sehr rasch rogrer werdender
Abstand ab.

b)

Aus a) folgt fur die Beleuchtungsstarke unter dempe:S(10)= 10C. Die halb

so grof3e Beleuchtungsstéarke betragt also 50 Luxt ®an diesen Wert in di¢
gegebene Festlegung fir S ein, so folgt nach eirgtgmentaren Umformun-

gen:b=3/2000= 12,¢.

Wendet man den Satz des Pythagoras auf die geg8kerze an, so folgt:

10

1%

x*> =b* - 100, alsox = 7,7. Da wir Abstande berechnen, kommen jeweils nur

die nichtnegativen Losungen in Frage.
Bezogen auf eine Lampe ist die Lichtstarke beiraidystand von etwa 7,7 n

von der Lampe etwa halb so grof3 wie direkt untel.denpe.
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Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

Wie schon oben angegebenkiSt x* + 100, alsd = +/x* +100.
Setzt man diesen Term fir b in die gegebene Fesitegin, so folgt:
100000

S(x) = s( N +1oo) - W.

10

d)

Nach Voraussetzung befindet sich der Péh&tm vom Ful3punkt des Lotes
der linken und daher 14 m vom FufRpunkt des Lotesabften Lampe ent-
fernt. Berechnet man die Beleuchtungsstarken mAbhangigkeit von diese
Entfernungen, so folg&,(6) = 63,05 unds,(14) = 19,64.

Hinzu kommt aber auch noch Licht von weiter entfeni_ampen. Zunachst
wird noch die nachste linke Lampe € 26) und die nachste rechig € 34)
berticksichtigt. Berechnet man hierzu die Beleudgstirken, so folgt:

S(26)= 4,63 undS,(34) = 2,25.
Die Gesamtbeleuchtungsstéarke im Pupkiurch diese 4 Lampen betragt alg
89,57 Lux.

Auch von den noch weiter entfernten Lampen komnohreiwas Licht hinzu.
Berechnet man die Werte fur die folgenden Lampemrbalt man fur S(46y
0,96 und S(54% 0,60. Daher betragt die Gesamtbeleuchtungssté&ile b
Lampen im PunkP: 91,7 Lux.

Die Berticksichtigung weiterer Lampen ist nicht mginnvoll, da die Zunah-
me der Beleuchtungsstéarke unter 1 % liegt.

—

20

Man kann beispielsweise den Lampenabstamt eine Stelle zwischen zwe
Lampen mit dem Abstandvon der linken Lampe betrachten und den funki
nalen Zusammenhang,( x g untersuchen zwischetunda als Argumenten

und der an der Stelle herrschenden BeleuchtungeSsals zugehorigem
Wert.

Bei Berlicksichtigung von 4 benachbarten Lampen @)gérhalt man folgen-
den Funktionsterm:

S(xa) = S(x) + S(a-x) +S(a +x) + S(2a-X).
Addiert die Beleuchtungsstarken der direkt benatbbd_ampen, so weicht
der Wert um etwa 10% vom obigen Wert ab. Daher térman auch nur dies
beiden Lampen beriicksichtigen und kdme zu

S(% =S +S@-x .
Am dunkelsten wird es dann genau in der Mitte ziaésczwei Lampen sein,
also furx= 3.

Darum berechnen wir einige fir verschiedene Abstandhd firx = 0 und
X =5 zugehorige Werte vo§; bzw. § .

io-
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I i {n
Wir berechnen einige Werte v&(x,a) und i( % 9:
a 15 17 20 25
x=0 137 128 119 110
X=32 116 98 77 52
a 15 16 20 25
x=0 117 115 109 105
X=32 102 95 71 49
Wenn wir davon ausgehen, dass der Wert 100 Lux eirter einzelnen Lampe
dort gut genug ausleuchtet, so hatte ma f&ill7 @ = 16) in der Mitte (Mini-
mum) zwischen 2 Lampen noch 98 (95) Lux, alsoXastLux.
Man kadme dann fur die 200 m mit 12 (13) Lampen aus.
Die Offenheit der Aufgabenstellung bringt es mithsidass nattirlich auch ganz
andere Argumentationen und Formalisierungen zugegichen Darstellungen
fuhren kénnen. 15| 15
20 4
N | [s(ydead $((2 e )m)= 8ot
0 k=0 10
20
9| [S(ax
22— =89,5.
20
Bei einem Lampenabstand von 20 m hat man zwischemnpen ohne Be-
ricksichtigung weiterer Lampen noch eine mittleresi&uchtung von ca. 90
Lux. 515
Insgesamt 100 BWE25 | 50| 25
Aufgabe 15 Luftvolumen der Lunge
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.
Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[ 11
a) | Als Umkehrung der Differentialrechnung ist dategral dann der Weg zurlic
zum ,Bestand®, d.hE(t) beschreibt das Luftvolumen.
t
Zqi-sin@n&)dx = 20 cosﬁan)i—lL = EEE— co%(Tth:[)t =
° 2n Tt 0
0 0
=2 [f1-cosgni)
L 15| 15
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Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

b)

Das Luftvolumen nimmt beim Einatmen zu und b&usatmen ab. Es kann
jedoch nicht negativ werden, also kommt nur Kurve Erage.
Die Kurve 2 beschreibt dazu die lokale Anderungaliso die Ableitung der
Kurve 1.
Das Intervall [0;5] beschreibt eine vollstandigeitde.
An der Stella = 0 ist nach Vereinbarung das Luftvolumen 0, alsanmal, da-
her wegen der Periodizitat auch beit = 5.
An der Stellag = 2,5 hat f eine Nullstelle (von plus nach minagher hafF
dort ein Maximum.

10

2,5
Es istzmj sin@n[ﬂ)dt— (- cost == °n219 23,
Tt
0

Das maximale Luftvolumen tritt im Modell nach 2,8kenden ein und betrég
etwa 3,2 Liter.

Das zum Zeitintervall [0 ; 2,5] gehérende Kurvegg&tuonf ist symmetrisch
zut =1,25. Die Lunge ist also 1,25 Sekunden nachrdedes Einatmens hal
geflllt, was analog auch fii= 3,75 oder 1,25 Sekunden vor dem Ende des
Ausatmens gilt.

—

=)

15

15

Die Berechnung des mittleren Luftvolumens karittets Integrieren gelost
werden:

15 % 1 17 5 5
EBE[ E[(l—cos%D()JdX—EDS—T_[EJ; cos(%TDx)jx:ﬁ— &= 1.

Das mittlere Luftvolumen betragt also etwa 1,6 LLite

15

d)

Beschreiben der Anderungen:

Kurve 1 verschiebt sich um 0,8yrRichtung und wird so gestaucht, dass ds

maximale Luftvolumen beim Wel;-lfg aus Teilaufgabe b) bleibt.
T

Kurve 2 wird ebenfalls gestaucht, weil der Bereden Anderung verringert
wurde.

Ermitteln des neuen Terms zu Kurve 1:

(1) Verschieben: Bisheriger Term + O,8i[€1— cos(%T[ﬂ )j+ 0,¢
Tt

(2) Stauchen, sodass Maximum bleibt.

aBQEél cos@[—l§ j+ 0, 8:— = E—Ilo——lo——ﬂr«:» a= 1——211.
m 5 25
Die geanderte Funktionsgleichung lautet daher

—[2_2)f1-
Fz(t)—(ﬁ 5)[@1 cos%[ﬂ)j+ 0,¢

Ermitteln des neuen Terms zu Kurve 2:

Mit der Ableitung vorF, erhalt manf,(t) = (2 —2i5T[) E‘sin%nt ).

1S
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
I I
Grafische Darstellung:
Ay
a TN TN\
S
/ Kurve 1|(geandert) \
/ \ / \

> / \ / \

/. N\ /. N\

o ~“ L ~\‘
l I’ \\ 4 \\

4 \\‘ /’ \\
K ‘\\ ,i ‘\\ t
- y 3 >
1 y \ 3 4 /5 € 7\ 8 9 /l
\\ l' \\ Il
A AN yd AN A
pS 4 P ., ’
S e Kurve 2 (gandert] L
51 20
Insgesamt 100 BWE20 | 65| 15

Aufgabe 16 ICE-Trasse
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

a)

Die Verbindungstrasse muss die AnschlusspulkiiedB mit der gleichen
Steigung wie die Geraden und ohne Krimmungsrudbineen.

Daraus ergeben sich folgende Bedingungen:
1. f(-1)=f(1)=0

2. f'(-1) =tan 63,435=2, f'(1) = -2

3. f"-n=f"®V=0

10

10

b)

Ein Kreisbogen kann die Bedingung 3.) nicht kefij da die 2. Ableitung kon
stant ungleich Null ist, und scheidet daher aus.

1. Ganzrationale Funktion:

Da die Verbindungstrasse achsensymmetrisch isti@atunktion nur gerade

Exponenten. Eine quadratische Funktion kann digedBiedingung nicht erfil;

len (keine Wendepunkte). Die Funktion hat daheaiam
L()=axX+ax+ 3

f,)=0: O0=a,+a,+ 3
f=-2: -2=4a,+2,
P@=0:  0=12,+ 2,

Durch Lésen des LGS ergeben sich die Koeffizienten:
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
i1
a=l 4-.83 .5
Ty R TR
F)=2x -2+,
4 2 4
3. Winkelfunktion:
f(x) = alcosblx) +c
Da die Kosinusfunktion in inren Wendepunkten denkEonswertf(x) = 0 hat,
istc=0.
Die Nullstellen der Funktion liegen beiE —1 undx = 1, daher istb =%T.
T . T
f'(x) =——alsin(= x
(x) > (2 )
f’(1):—7—Ta=—2 = a=ﬂ
2 Vig
4
£(x) == cos*x)
V14 2
4. Exponentialfunktion:
2
f(x)=a® X" +¢
f(1) = O: 0O=ale P+c
f(l)=-2:  -2=-2abe?
r _bX2
f'(x) =a(-2bx) (&
2
f"(x) =€ 2% (—2ab+ 4ab?x?)
f" @) =eP(-2ab+4ab%)=0 = 2ab=4ab?
e
_1&2
f(=2/ele 2 -2 15| 15
Die Krimmungsradien an der Stelle 0 betragen:
: . 1
1. Ganzrationale Funktion: r =—
2. Winkelfunktion: r:1:0,318
s
. : 1
3. Exponentialfunktion: r=——= 0303
2\e
Da die ganzrationale Funktion an der Stelle x =0 grof3ten Radius aufweist, 30
kann diese Variante mit der gréf3ten Geschwindigk&ithfahren werden und
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
L] 1|1
sollte aus dieser Sicht gewahlt werden.
e) 1 L
A= [ f(xdx= ZEEiXS S c} =1,6
% 20 2 4 o
Die Flache betréagt 1,6 Kmn 10
Insgesamt 100 BWE10 | 65| 25

Aufgabe 17 Preispolitik
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punktzahlen sind daher zu halbieren.

160

. Zuordnung,
Ldsungsskizze Bewertung
[ ]
a) | Die ,einfachste* Funktion, die den vorgegebenentBogerlauf mit einem
Wendepunkt erflillt, ware eine ganzrationale FumkBoGrades:
K, (x)=ax +bX+ cx d
K, (x)=3ax + 2bx+ c
KL(Xx)=6ax+2b
K,(0)=20: l. d =20
K,(3)=56: Il. 27a+ %D+ 3c+d = 56
Ki(3)=0: Il 18a+2b = O
K.(1)=42: V. atb+c+d = 42
Nach Losen des LGS erhélt man:
a=1 b=-9,¢c=30 d= 2C.
Also gilt: K, : K,(x)=x>-9x*+30x+ 20
De =[0:9)]
(Funktionsgraph voK, siehe Abbildung) 10 10
b) | Der Gewinn errechnet sich aus der DifferenzEtliise und der Kosten.
Ga(¥) = E(X¥ - Ki(3
E(X) = p( X Ox=26 x
=G, :G,(X)=26x-( R-9%+30% 20=- X+ 9%- 4x 2
Gewinnschwelle und Gewinngrenze:
Bed: G(3=0
-x*+9x* - 4x-20=0 [F 1)
x*=9x* +4x+20=0  (durch Probiereny =




Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Horner Schema:

1 -9 4 20
0 2 -14 -20
X=2 1 -7 -10 0 =x=2

X2 -7x-10=0

w =l4 /%’
23 27\ 4

X, = 8,22 , X, ==1,2210 D,

Die Gewinnschwelle liegt bei 2 ME und die Gewinngre bei rund 8,22 ME.

oder: GS(2)0) ; GG(8.224
Gewinnmaximum:

Bed: G(%=0 und G( x£0
G,'(X) =-3x +18x- 4
G,"(X)=-6x+18

= -3x* +18x- 4= 0

X*—6x+4=0

&2=31J%

x =577 G,"(557% 0= Max. G (577 64,<

[x.=0,23 nicht relevant, da der Wert kleiner als dimvidnschwelle ist.]

Die gewinnmaximale Absatzmenge betragt 5,77 MEenhdingt einen maxi-
malen Gewinn von 64,46 GE.

10

20
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Zuordnung,

Ldsungsskizze Bewertung
L1 |
C) | Die Kostenfunktion ist die Stammfunktion vé®’, die durch den Punkt
P(0]30) verlauft. Der Nachweis kann alternativ Udl@s Integrieren oder das
Differenzieren erfolgen:
Integrieren:
K, (%) =j(i+1x3j dx+ = K ()=In( % +— %+ c
Xx+e 8 32
Kz(0)=30< Inf)+c=30- c= 2¢
Ky () =In(x+ & +— % +29
32
Differenzieren:
K '(x)—i+—1x3 | Nachweis von K @ 330
® x+te 8 5
d) | Bed.: Ky '(x)=k(x) = k'(x)=0
1 1
Ky '(X)=——+= %
s (0= 2"%
1
In(x+¢e+— X +29
kB(X)= KB(X)= 32 =|n(X+e) +ix3+2_9
X X X X
1
——X~=In(x+ ¢ 3 29
kg '(x) =2X+€ +—xX-=
» (%) X 320 X
1
_x+e_In(x+§ 3 . 29
X X 32 X 51| 15
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Zuordnung,

Ldsungsskizze Bewertung
L
. 1 1 Inx+e) 1 29
1 Ko'(X)=k(X) = +o = Ty = B+ E
M K=k(9 = = X
i-{-lx?’ —w—_lx:s—igzo
x+e 8 X 32 X
1 In(x+e) +ix3 _29 -0
X+e X 32 X
1
' In(x+¢ 3 29
2 k' (X)=0 o X*€- +—¥-—"=0 | Ox
1 _In(x+e)+ix3_£9=o
X+e X 32 X
Die Bestimmungsgleichungen (1) und (2) stimmen éiibefolglich werden sie
auch von demselbeaWert erfillt. Damit ist gezeigt, dass sich die @ran der
Grenzkosten und der Stiickkosten im Minimum der IBttisten schneiden.
e) | Bed.: Gg(x)=0
Gs(X) = E(¥ - Ks(
Gg(X) =26x—In(x+ -% X - 29
26x - In(x+€)-% X —29= 0 (keine ganzzahlige L&sung
G,()=-4,34
=1 =11
G;(2)= 20,9
Newton-Verfahrer
fF (%)
=%~
(%)
f(X)=G(XQ=26x-In(x+ -4 &-29
(=G, (9 =26-—1 -1
X+ e
X, =1,1—E ~1,1- ~1,7855537, 1,1698253
f'@1) 25,571727
x, =% -~ _1 1608253 00009886 ) 1 soge
(%) 25,542693
= GS(1,17q 0) 20
Insgesamt 100 BWE20| 60 | 20
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Aufgabe 18 Produktionsumstellung
Ab dem Abitur 2014 werden fiir Aufgaben dieser Art 50 statt 100 Punkte vergeben. Alle hier angegebenen Punkizahlen sind daher zu halbieren.

Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

)| KW=axX+axX+ax 3
K'(x) =38, + 23 x+ 3
K"(x) =6a,x+ 23,
K(0)=12 = a,=12
K(2)=28 = &+ B+ 2+ 5= 2 (a einsetzen)
K@B)=30 = 2%B,+ %+ R+ a= 3(
K'3)=0 = 18+ 2, =0
8 4 2|16 8 4 2| 16 8 4 2| 16
27 9 3|18| - |30 6 0|-12| - |48 8 0|-12
18 2 0| 0 18 2 0| O -24 0 0|-12
Durch Einsetzen ergibt sictaz =0,5; a,=-4,5; a =15.
Damit gilt: K (x) =0,5¢ — 4,5¢ + 15+ 1.
Funktionsgraph der Kostenfunkti#h siehe Aufgabenteil c). 5 5
b) | Wirtschaftliche Bedeutung des Ordinatenschnittpeskél 12):
Die fixen Kosten der Produktion betragen 12 GE. §lad Kosten, die unab-
héngig von der Produktion entstehen und die makoSben nennt.
Wirtschaftliche Bedeutung des Wendepunkteskopn
Im Wendepunkt der Kostenkurve sind die Grenzkoatargeringsten, d.h. die
Zunahme der Kosten bei Ausweitung der Produktiomg@est am geringsten. 0
c) | Preisabsatzfunktiop: p(x) =10

ErldsfunktionE: E(X) = p( ¥ Ox=10 x

GewinnfunktionG: G(X)=E(X- K()=-0,5%+4,5%- 5% 1.

Gewinnschwelle und Gewinngrenze:

Grafische Losung siehe unten
-0,5¢% + 4,5¢ - - 12= (
x> —9x® +10x+ 24= C

Horner-Schemax; = 3.

1 -9 10 24
0 3 -18 -2
1 -6 -8 0
X =9 +10x+ 24= (x- 3){ X - 6x §
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

x* -6x-8=0
X, =3++/17= 7,12
%, =3-17=-1,120D

Gewinnschwelle: x; = 3
Gewinngrenze: X,=7,12

Gewinnmaximum:  G'(xX)=0 O G'(XY<0

G'(X)=-1,5%¢ + 9% 5
G"(X)=-3x+9
-1,5¢> + 9x—- 5= 0

10
X2 —6x+=—=0
3

/ 10
Xl,2 =3 9‘;

X =5,38
X, =0,62

G'(5,38)=-7,14& (
G'(0,63)= 7,14> 0

G(5,38)= 13, 4¢

Die gewinnmaximale Menge betragt 5,38 ME, das Gemigiximum 13,49 GE

Grafische Darstellungen:

$5(x) K E

¥y X

10

25

d)

Kostenfunktiork:

K(x) =5x+ 20
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Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
[ 1]
ErlosfunktionEqe.:
E...(¥) = p(X Ox=30 76"
Verhalten bei sehr hohen Ausbringungsmengen:
lim (30x[&*)=0.
Zahler- und Nennerterm gehen zwar beide mit waatesan gegen 0, der
Nennerterm aber deutlich schneller, d.h. der Egliig bei hohen Ausbringungs
mengen gegen O.
oder: Nachweis uber L'Hospital
) _x . 30x H .30
lim@30x[e *) =lim—— = lim—-=0
X 00 X 00 e? X—»w%ea
Der Erlos strebt gegen Null.
e) | Grafische Ermittlung der Gewinnfunktion:
A f(X)
—60 %
/ \\\
\
| / ~
20 ~E—
/ \\
/ \\ X
0 /’ 2 4 N_ 6 8 10 12 14
20 \\G
N 10
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Losungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

)

Gewinnmaximum:

heu(®) =0 0 G (X<0
Gou(¥) =30XE* = 5x- 20

Gl (¥) =(30-7,5¢)E* - E

Grey(¥) = (& x-15)&*

Bedingung: G

Das Newtonsche Naherungsverfahren liefetts 2,7

G"(2,7)=-5,06< 0,Max
G(2,7)= 7,74

Die gewinnmaximale Absatzmenge bei dem neuen Prdiggjttbei 2,7 ME unc
der maximale Gewinn betragt 7,74 GE.

Die Umstellung der Produktion ist unter dem Gesighihkt der Gewinnmaxi-
mierung nicht sinnvoll, da mit dem neuen Produkteiaorgeringerer maximale
Gewinn erzielt werden kann.

Alternativ kdnnte bei diesem Aufgabenteil die gamraximale Absatzmenge
durch geschicktes Einsetzen in die neue Gewinniomigefunden werden. Die
grafische Losung liefert dafir einen guten N&heswregt.

10

Insgesamt 100 BW
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