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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik

Vorwort
Liebe Kolleginnen und Kollegen, liebe Schilerinmgrd Schiler,

in der vorliegenden Handreichung finden Sie Belgpigaben zum schriftlichen Abitur im Fach
Mathematik.

Ab dem Abitur 2014 besteht die schriftiche Prifuilg Mathematik aus zwei verschiedenen
Aufgabenformaten. Die Aufgaben des ersten Formatsden ohne Hilfsmittel gelost. Fur die
Bearbeitung dieses hilfsmittelfreien Teils, in déimer alle Sachgebiete hinweg kleinere Aufgaben
gestellt werden, dirfen weder eine Formelsamminogh elektronische Gerate (Taschenrechner,
CAS-Rechner) verwendet werden. Zu diesem Aufgalverd#fbgibt es gesonderte Handreichungen.

In dieser Handreichung werden Aufgaben des andsnégabenformats vorgestellt, wie es schon aus
den vergangenen Jahren bekannt ist. Bei den higestellten Aufgaben werden die Sachgebiete
Lineare Algebra/Analytische Geometrie sowie Stotthabericksichtigt. Dabei wird sich auf
Aufgaben beschrénkt, zu deren Lésung kein Compgereasystem (CAS) noétig ist. Aufgaben aus
dem Sachgebiet Analysis, die ebenfalls im Abitubearbeiten sind, werden in dieser Handreichung
nicht prasentiert.

Der gemeinsame Kern aller hier vorliegenden Aufgdiegt in der mathematischen Modellierung von
Austauschvorgangen und von stochastischen Prozess#ilfe von Matrizen. Dabei werden
manchmal eher Aspekte der Linearen Algebra, mantchsatarker Aspekte der Stochastik
bericksichtigt. Da Aufgaben zu diesem Themenberdictder Vergangenheit nur vereinzelt in
Prifungen und Handreichungen auftraten, wurdemsieeser Broschire auch im Aufgabentext etwas
ausfihrlicher dargestellt. Dadurch erscheinen diggaben und die Erwartungshorizonte auf den
ersten Blick umfangreicher, als sie es sind.

Jede der drei hier vorgestellten Aufgaben tritzimei Fassungen auf: eine Version fir das erhohte
Anforderungsniveau und eine Version fur das gruyehele Anforderungsniveau. Die beiden Fassun-
gen haben jeweils einen gemeinsamen Sachkontexe ggemeinsame Teilaufgaben, unterscheiden
sich aber auch in gewissen Aufgabenteilen. Didoéide Niveaus gleichen Teilaufgaben werden in der
Regel unterschiedlich bewertet, Details dazu finsieh in den jeweiligen Erwartungshorizonten.

In den Erwartungshorizonten wurde zur Unterstitzdeg sich mit dieser Broschire vorbereitenden
Abiturientinnen und Abiturienten besonderer Wert aime ausfihrliche Darstellung der Losungen
gelegt.

Ab dem Abitur 2014 sind in der schriftlichen Prigunm Fach Mathematik insgesamt 120
Bewertungseinheiten zu erreichen: jeweils 50 Bawgseinheiten fir die beiden zu bearbeitenden
komplexen Aufgaben sowie 20 Bewertungseinheiten dén hilfsmittelfreien Teil. Durch die
Einfuhrung des hilfsmittelfreien Teils steht fledBearbeitung der zwei komplexen Aufgaben weniger
Zeit zur Verfigung, deshalb sind diese Aufgaberzé&iials in den vergangenen Jahren.

Ab dem Abitur 2014 wird eine etwas geénderte Opeeatiste verwendet, die auch bereits in den
Abiturrichtlinien veréffentlicht wurde. Diese Listst im vorderen Teil dieses Heftes zu finden. gu
der Operator ,Erlautern, andere Operatoren wurdemvas prazisiert und bezlglich der
Anforderungsbereiche angepasst.

In der Hoffnung, dass die vorliegende Handreichhiligeich fir Sie ist, wiinschen wir Ihnen eine
erfolgreiche Vorbereitung auf das Abitur!

Der Kollegin Xenia Rendtel und dem Kollegen ManfrBdrgunde, die wesentliche Teile dieser
Handreichung erstellt haben, mdéchten wir sehr ledrflir die geleistete Arbeit danken.

Dr. Andreas Busse Dr. Britta Creutzburg-Ahdtel
Fachreferent Mathematik Leiterin des MINT-Reatfsr



Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik

1 Regelungen fur die schriftliche Abiturprifung

Die Fachlehrerin, derFachlehrer erhaltfiinf Aufgaben:

« Aufgabe I (hilfsmittelfreier Teil)

« Aufgaben I.1 und II.2 (Schwerpunkt Analysis)

< Aufgabe Ill (Schwerpunkt Lineare Algebra oder Scihpumkt Analytische Geometrie)
» Aufgabe IV (Schwerpunkt Stochastik)

Die Abiturientin , derAbiturient

« erhalt diese flunf Aufgaben,

» st verpflichtet, die Vollstéandigkeit der vorgelegtAufgaben vor Bearbeitungsbeginn zu
Uberprifen (Anzahl der Blatter, Anlagen usw.),

< wahlt aus den Aufgaben 11.1 und 11.2 sowie aus Aafgaben Il und IVjeweils genau eine
Aufgabe aus,

* bearbeitet zunachst die Aufgabe I,

« erhalt bei Abgabe der bearbeiteten Aufgabe | Taselohner (bzw. CAS-Rechner in
CAS-Kursen) und Formelsammlung und beginnt mitResrbeitung der beiden ausgewahlten
Aufgaben,

« vermerkt auf der Reinschrift, welche Aufgabe sibkearbeitet hat.

Bearbeitungszeit: grundlegendes Niveau 240 Minwggmjhtes Niveau 300 Minuten

Aufgabe I ist in maximal 45 Minuten zu bearbeitéar die Bearbeitung der Aufgaben Il und Il bzw.
Il und IV steht die verbleibende Restarbeitszeit\zerfligung. Eine Einlese- und Auswabhlzeit von
(maximal) 30 Minuten wird der Arbeitszeit vorgesitet In dieser Zeit darf noch nicht mit der
Bearbeitung der Aufgaben begonnen werden.

Hilfsmittel: Taschenrechner (nicht programmierlracht grafikfahig), Formelsammlung,
Rechtschreiblexikon

In Kursen mit Einsatz von Computer-Algebra-Systen@hS-Rechner, Formelsammlung,
Rechtschreiblexikon

Grundlage der schriftlichen Abiturpriifung ist deaHfenplan in der jeweils gtiltigen Fassung sowie
die jeweiligen Schwerpunktsetzungen in dRegelungen fir die zentralen schriftlichen Prifinds
gabenfur das jeweilige Jahr.

2 Anforderungsbereiche

Die Anforderungen in der Abiturprifung unterscheidgch nach der Art, der Komplexitat und dem

Grad der Selbststandigkeit der geforderten Leistsig verlangen unterschiedliche Arbeitsweisen.
Zur Erhoéhung der Transparenz und Vergleichbarkesisdn sich drei Anforderungsbereiche beschrei-
ben, ohne dass in der Praxis der Aufgabenstelliengrei Anforderungsbereiche immer scharf vonei-

nander getrennt werden konnen. Daher ergeben sialleb Zuordnung der Teilaufgaben zu Anforde-

rungsbereichen Uberschneidungen.

Die zentralen Aufgaben der schriftlichen Abiturpnif ermdglichen Leistungen in den folgenden drei
Anforderungsbereichen mit einem Schwerpunkt im Adéoungsbereich II:
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Anforderungsbereich |

Der Anforderungsbereich | umfasst

die Verfugbarkeit von Daten, Fakten, Regeln, Fomnelathematischen Satzen usw. aus
einem abgegrenzten Gebiet im gelernten Zusammenhang

die Beschreibung und Verwendung gelernter und gei#beitstechniken und
Verfahrensweisen in einem begrenzten Gebiet uethiem wiederholenden Zusammenhang.

Dazu kann u. a. gehéren:

Bereitstellen von Definitionen, Satzen und einfacBeweisen

Beschreiben eines einfachen Sachverhalts, einesbtdn Verfahrens oder eines
standardisierten Losungsweges

Anfertigen von Skizzen auf eine aus dem Unterfiigtannte Weise; Skizzieren der Graphen
von Grundfunktionen

Ausfuhren von gelibten Algorithmen wie z. B. Ablaitend Integrieren in einfachen Féllen,
Lésen von einfachen Gleichungen, UngleichungenGireichungssystemen nach eingelbten
Verfahren

Verwenden des Rechners als Werkzeug z. B. zum #eithines geeigneten Ausschnitts des
Graphen einer Funktion, beim Ldsen von Gleichurgissyen, beim Berechnen von
Ableitungen und von Integralen

Bestimmen der Extremwerte einer Funktion in Fallerdenen das eingelibte Verfahren
unmittelbar zum Ziel fihrt

Feststellen der Lagebeziehungen zwischen Punkexadén oder Ebenen mit Hilfe eines
durch Ubung vertrauten Verfahrens

Bestimmen von Geraden- und Ebenengleichungen krgjabe einfacher und gewohnter
Bedingungen

Darstellen statistischer Daten und Ermitteln diatiher Kenngrof3en in einfachen Féallen

Bestimmen und Berechnen von Wahrscheinlichkeitexinfachen, vom Unterricht her
vertrauten Zusammenhangen
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Anforderungsbereich Il
Der Anforderungsbereich Il umfasst

» selbststandiges Auswahlen, Anordnen, VerarbeitehDarstellen bekannter Sachverhalte
unter vorgegebenen Gesichtspunkten in einem dubcimggbekannten Zusammenhang,

+ selbststandiges Ubertragen des Gelernten auf vehighere neue Situationen, wobei es
entweder um veranderte Fragestellungen oder umnderte Sachzusammenhénge oder um
abgewandelte Verfahrensweisen gehen kann.

Dazu kann u. a. gehéren:

» Veranschaulichen und Beschreiben von Zusammenh&w®diekannten Sachverhalten mit
Hilfe von Bildern, Texten und Symbolen

» Dokumentieren eines Lésungsweges in sachgerechtbematischer Form

» Verfassen eines mathematischen Kurzaufsatzes amb&dn Zusammenhangen

» Ausfihren von Beweisen, deren Beweisstruktur aus deterricht bekannt ist

* Anwenden von zentralen Begriffen in Beispielen,idiérer Struktur einfach sind

* Interpretieren charakteristischer Eigenschafteardiunktion anhand ihres Graphen

« Ubersetzen eines Schaubildes in einen Funktionstdeneines Funktionsterms in eine
Skizze

* Anpassen von Funktionen an vorgegebene Bedingunggnfachen Fallen
» Durchfihren vollstandiger Fallunterscheidungenberdchaubaren Situationen
» gezieltes Verwenden des Rechners bei der Losunglksmrer Probleme

« Ubersetzen einer Ausgangssituation in ein geeigrimkanntes mathematisches Modell (z. B.
Koordinatensystem, Funktionsterm, GleichungssysWatrscheinlichkeitsverteilung),

» sachgerechtes und begriindetes Argumentieren bBiadstellung eines Modellansatzes oder
bei der Auswahl eines Losungsweges

+ verstandiges Anwenden der Beziehung zwischen Andsrate und Gesamténderung in
bekannten Situationen

» analytisches Beschreiben von geometrischen Objekiginei die sie bestimmenden Parameter
erst aus anderen Bedingungen erschlossen werdesemuis

* Vergleichen und Bewerten verschiedener Losungsam#deinem bekannten Zusammenhang
* Analysieren und Modellieren stochastischer Prozesaes dem Unterricht bekannter Weise
* Durchfihren eines aus dem Unterricht bekanntenaVieehs der beurteilenden Statistik

» Beschaffen, Strukturieren, Auswahlen und AuswevtanInformationen zu einer
Uberschaubaren Problemstellung in einer im Untatriiorbereiteten Vorgehensweise

» Prasentieren von Arbeitsergebnissen in Ubersitlettiqut strukturierter Form
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Anforderungsbereich Ili

Der Anforderungsbereich Il umfasst

planméaRiges und kreatives Bearbeiten komplexeal&mnstellungen mit dem Ziel,
selbststandig zu Lésungen, Deutungen, WertungerFalyggerungen zu gelangen

bewusstes und selbststandiges Auswahlen und Anpgeségneter gelernter Methoden und
Verfahren in neuartigen Situationen

Dazu kann u. a. gehéren:

kreatives Ubersetzen einer komplexeren Ausgangdisituin ein geeignetes mathematisches
Modell, ohne dass dies in vergleichbaren Zusamnregériigelbt wurde

planvolles, begriindetes Nutzen und Bewerten vasrimditionen bei komplexeren oder
offeneren Problemstellungen

Auffinden eines Losungsansatzes fir Probleme, éreenl Kenntnisse aus verschiedenen
Teilgebieten der Mathematik verbunden werden misseme dass dies in vergleichbaren
Zusammenhéangen gelbt wurde

Uberpriifen und Bewerten der Vorgehensweise sowégdretieren und Beurteilen der
Ergebnisse z. B. bei einer Modellierung oder beimgdng mit Informationen

Anwenden zentraler Begriffe und Vorgehensweisdroimplexeren Zusammenhangen
Verallgemeinern eines Sachverhalts, der nur voseen her bekannt ist

Ausfuhren eines Beweises, zu dem eigenstandige iBgadanken erforderlich sind
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3 Liste der Operatoren

Mehr noch als bei dezentralen Aufgaben, die imnmerKontext gemeinsamer Erfahrungen der
Lehrkrafte und Schilerinnen und Schilern mit vadeer Klausuren stehen, missen zentrale
Prufungsaufgaben fur die Abiturientinnen und Abéaten eindeutig hinsichtlich des Arbeitsauftrages
und der erwarteten Leistung formuliert sein. Die dan zentralen schriftlichen Abituraufgaben

verwendeten Operatoren (Arbeitsauftrage) werdedeinfolgenden Tabelle definiert und inhaltlich

gefullt. Entsprechende Formulierungen in den Klaaiswder Studienstufe sind ein wichtiger Teil der
Vorbereitung der Schilerinnen und Schiler auf daitu

Neben Definitionen und Beispielen enthalt die Thebelauch Zuordnungen zu den
Anforderungsbereichen, 1l und Il , wobei die konkrete Zuordnung auch vom Kontext der
Aufgabenstellung abhangen kann und eine scharfentirey der Anforderungsbereiche nicht immer

moglich ist.

gehend durch Rechenoperationen
gewinnen.

Operatoren AB | Definitionen Beispiele
angeben, | | Ohne ndhere Erlauterungen und Geben Sie drei Punkte an, die in der
nennen Begriindungen, ohne Lésungsweg | Ebene liegen.
aufzuzeigen. Nennen Sie drei weitere Beispiele zu
anwenden I — Il | Einen bekannten Sachverhalt oder | Wenden Sie das in Matrix L gegebe-
eine Handlungsanweisung, Formel, | ne Populationsmodell auch auf den
Vorschrift auf Elemente ihres jeweili- | Bestand B an.
gen Definitionsbereichs anwenden. Wenden Sie die Funktionsgleichung
auch auf die gegebenen Zahlen an.
begriinden [I-111 | Einen angegebenen Sachverhalt auf | Begriinden Sie, dass die Funktion
GesetzmaRigkeiten bzw. kausale nicht mehr als drei Wendestellen
Zusammenhange zuriickfiihren. aufweisen kann.
Hierbei sind Regeln und mathemati- | Begriinden Sie die Zurlickweisung
sche Beziehungen zu nutzen. der Hypothese.
berechnen I Ergebnisse von einem Ansatz aus- | Berechnen Sie die Wahrscheinlich-

keit des Ereignisses.

beschreiben

Sachverhalt oder Verfahren in Text-
form unter Verwendung der Fach-
sprache in vollstdndigen Satzen
darstellen (hier sind auch Einschrén-
kungen méglich: ,Beschreiben Sie in
Stichworten®).

Beschreiben Sie den Bereich mdgli-
cher Ergebnisse.

Beschreiben Sie, wie Sie dieses
Problem I6sen wollen, und flihren
Sie danach Ihre Losung durch.

bestatigen

Eine Aussage oder einen Sachver-
halt durch Anwendung einfacher
Mittel (rechnerischer wie argumenta-
tiver) sichern.

Der Anspruch liegt deswegen unter-
halb von ,Zeigen* oder ,Beweisen®.

Bestéatigen Sie, dass die gegebene
Funktion eine Stammfunktion zur
Ursprungsfunktion ist.

Bestéatigen Sie die Parallelitat der
beiden Ebenen.

Bestéatigen Sie, dass in diesem Fall
die Wahrscheinlichkeit unter 0,1
liegt.
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Operatoren AB | Definitionen Beispiele
bestimmen, [I-I1l | Einen Lésungsweg darstellen und Ermitteln Sie graphisch den Schnitt-
ermitteln das Ergebnis formulieren (die Wahl | punkt.
dfar M'ttil !fark]tn unter Umstanden Bestimmen Sie aus diesen Werten
eingeschrankt sein). die Koordinaten der beiden Punkte.
beurteilen II-11I" | Zu einem Sachverhalt oder zu einem | Beurteilen Sie, welche der beiden
Ergebnis ein selbststéndiges ma- vorgeschlagenen Funktionen die
thematisch und/oder sachkontextual | Situation angemessener modelliert.
begrindetes Urteil fallen. Beurteilen Sie das Resultat Ihrer
Modellrechnung vor dem Hinter-
grunde der geforderten Kosten-
effizienz.
Beurteilen Sie die Aussage: ,Jede
ganzrationale Funktion dritten
Grades hat mindestens ein lokales
Maximum.*
beweisen, Il | Beweisflihrung im mathematischen | Beweisen Sie, dass die Gerade auf
widerlegen Sinne unter Verwendung von be- sich selbst abgebildet wird.

kannten mathematischen Satzen,
logischer Schliisse und Aquivalenz-
umformungen, ggf. unter Verwen-
dung von Gegenbeispielen.

entscheiden

Bei Alternativen sich begriindet und
eindeutig auf eine Mdglichkeit festle-
gen.

Entscheiden Sie, fir welchen der
beiden Beobachter der Aufschlag-
punkt naher ist.

Entscheiden Sie, welche der lhnen
bekannten Verteilungen auf die
Problemstellung passt.

erganzen, I Tabellen, Ausdriicke, grafische Ergénzen Sie die Tabelle der Funk-
vervollstandigen, Darstellungen oder Aussagen nach | tionswerte.
eintragen ber|e|tsdvor|||\;|egetnder;"lﬁrltenen, For- Vervollstandigen Sie die Zeichnung
mein oder Mustern fullen. mit den in der Aufgabenstellung
gegebenen Punkten.
Tragen Sie den Winkel a in lhrer
Skizze ein.
erlautern II-111 | Einen mathematischen Sachverhalt | Erldutern Sie den Begriff ,exponen-
nachvollziehbar und verstandlich tielles Wachstum®.
naher erklaren und durch Beispiele
veranschaulichen; Einschrankungen
wie z.B. ,Erlautern Sie im gegebe-
nen Sachkontext...* sind méglich.
erstellen I Einen Sachverhalt in tbersichtlicher, | Erstellen Sie eine Wertetabelle fiir
meist fachlich Ublicher oder vorge- | die Funktion.
gebener Form darstellen.
herleiten II-111 | Die Entstehung oder Entwicklung Leiten Sie die gegebene Formel fiir

eines gegebenen oder beschriebe-
nen Sachverhalts oder einer Glei-

chung aus anderen oder aus allge-
meineren Sachverhalten darstellen.

die Stammfunktion her.
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Operatoren

AB

Definitionen

Beispiele

interpretieren

Mathematische Objekte oder Ergeb-
nisse aus einer bestimmten Per-
spektive deuten.

Interpretieren Sie die Ldsung des
Gleichungssystems geometrisch.

Interpretieren Sie die Bedeutung der
Variable s vor dem Hintergrund des
Sachkontextes.

grafisch darstellen

Darstellung anfertigen.

skizzieren I-Il | Die wesentlichen Eigenschaften Skizzieren Sie die gegenseitige Lage
eines Objektes grafisch darstellen der drei Korper.
(auch Freihandskizze moglich).

untersuchen [I-1ll | Sachverhalte nach bestimmten, Untersuchen Sie die Funktion ...
I(a‘?h“f’h Ubll'(Chzn bzw.d s(ljnnvolllian Untersuchen Sie, ob die Verbin-

fiterien erkunden und darstellen. dungskurve ohne Knick in die Gera-
de einmlndet.

vergleichen II-111" | Nach vorgegebenen oder selbst Vergleichen Sie die beiden Vor-
gewahlten Gesichtspunkten Ge- schlage ... nach der von den Kurven
meinsamkeiten, Ahnlichkeiten und | eingeschlossenen Fléche.
Unterschiede ermitteln und darstel-
len.

zeichnen, I-Il | Eine hinreichend exakte grafische Zeichnen Sie den Graphen der

Funktion.

Stellen Sie die Punkte und Geraden
im Koordinatensystem mit den ge-
gebenen Achsen dar.

eine Verbindung zwischen zwei
Listen herstellen.

zeigen, [I-111" | Eine Aussage, einen Sachverhalt Zeigen Sie, dass das betrachtete
nachweisen nach gltigen Schlussregeln, Be- Viereck ein Drachenviereck ist.
rechnungen, Herleitungen oder
logischen Begriindungen bestatigen.
zuordnen [-11 | Ohne tiefer gehende Erlduterung Ordnen Sie die Graphen den gege-

benen Gleichungen zu.

11
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4  Bewertung

Die Festlegung der Schwelle zur Note ,ausreichébd®unkte) und die Vergabe der weiteren Noten
sind Setzungen, die in besonderem Mal3e der padahpeg Erfahrung und Verantwortung der Be-
urteilenden unterliegen.

Die Note ,ausreichend” (5 Punkte) wird erteilt, wenn annéhernd die H&lftetndestens 45 %) der
erwarteten Gesamtleistung erbracht worden sinduD@issen auch Leistungen im Anfor-
derungsbereich Il erbracht werden und mindestaeres Eeilaufgabe, die Anforderungen im Bereich |l
aufweist, vollstandig und weitgehend richtig be#dieverden.

Die Note ,,gut” (11 Punkte) wird erteilt, wenn annahernd vier Eginfmindestens 75 %) der erwarte-
ten Gesamtleistung erbracht worden sind. Dabei mhiesBrifungsleistung in ihrer Gliederung, in der
Gedankenfihrung, in der Anwendung fachmethodisdleeiahren sowie in der fachsprachlichen Ar-
tikulation den Anforderungen voll entsprechen. Bib ,,gut‘ beurteiltes Prifungsergebnis setzt vo-
raus, dass neben Leistungen in den Anforderungsherel und Il auch Leistungen im Anforde-
rungsbereich Il erbracht werden.

Im Ubrigen gilt bei der Festlegung von Notenpunkdenfolgende Tabelle.

Bewertungseinheiten | erbrachte Leistung Notenpunkte
>114 >95% 15
>108 >90 % 14
>102 >85% 13
> 96 >80 % 12
> 90 >75% 11
> 84 >70% 10
> 78 >65 % 9
> 72 > 60 % 8
> 66 >55% 7
> 60 >50 % 6
> 54 >45 % 5
> 48 >40 % 4
> 39 >33 % 3
> 31 >26% 2
> 22 >19% 1
< 22 <19% 0

Bei erheblichen Mangeln in der sprachlichen Ridtgigsind bei der Bewertung der schriftlichen Pri-

fungsleistung je nach Schwere und Haufigkeit densié®e bis zu zwei Notenpunkte abzuziehen. Da-
zu gehoren auch Mangel in der Gliederung, FehlelemFachsprache, Ungenauigkeiten in Zeichnun-
gen sowie falsche Bezuige zwischen Zeichnungen et T

5 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sind Beispiele fur zentrastglite schriftliche Abiturprifungsaufgaben im
Fach Mathematik. AuRer der Aufgabenstellung erghatlie Beispiele den Erwartungshorizont mit
Bezug zu den drei Anforderungsbereichen sowie mitdtungshinweisen (ikursiverSchrift).

! Die zu erreichenden Bewertungseinheiten fir eHtealceistungen von weniger als 40% wurden auf die
nachstkleinere ganze Zahl abgerundet.

12



Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (glienendes Anforderungsniveau)

5.1 Grundlegendes Anforderungsniveau

Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1

Studentinnen und Studenten (grundlegendes Anforderu ngsniveau)

Professor Heise kennt aus Langzeitbeobachtungebtdeentinnen und Studenten des ersten Semes-
ters besser, als sie ahnen:

* 60% derer, die in einer Vorlesung aktiv mitarbejt@eiten auch in der
nachsten Vorlesung aktiv mit.

* 40% derer, die an einer Vorlesung nur passiv theitten, nehmen auch an
der nachsten Vorlesung nur passiv teil.

* 30% derer, die nicht in eine Vorlesung kommen, k@amrauch in
die nachste Vorlesung nicht.

Fur jede Vorlesung beschreibt Professor Heiseatieijige Verteilung seiner Studentinnen und
XA

Studenten auf die Gruppen ,Aktive”, ,Passive” uritehlende” durch einen Vekt&=| x, | , wobei
XF

X, fur die Anzahl der aktivenx, fir die Anzahl der passiven ung flr die Anzahl der fehlenden

Studentinnen und Studenten steht.

Die Entwicklung dieses Vektors von einem Zeitpunltiner Vorlesung i(JN ) zum Zeitpunki + 1
(nachste Vorlesung) modelliert er durch die Glefahg,, =M -§ .

Aufgrund langerer Beobachtungen hat Professor Hiéstolgende Ubergangsmatrix aufgestellt:

0,6 0,4 O,
M=|0,3 0,4 O,
01 0,2 O,
a) Erganzen Sie den Ubergangsgraphen zur Mitrix der Anlage. (5P)

In einer Vorlesung zéhlt Professor Heise, dassdeminsgesamt 400 Studentinnen und Studenten nur
drei Viertel gekommen sind und dass ein Zehntelrdwvesenden aktiv mitarbeitet.

b) Berechnen Sie die Anzahl der Aktiven und PassiganProfessor Heise auf Grund seiner
Zahlung in der ndchsten Vorlesung zu erwarten hat. (7P)

c) ¢ Zeigen Sie, dass es keinen realistischen Verteshgidor S der Studentinnen und Studenten

geben kann, der sich nach dem vorliegenden Medalkiner Vorlesung zur nachsten exakt
reproduzieren wirde.

» Ermitteln Sie einen Verteilungsvektc& , der sich nach dem vorliegenden Modell von
einer Vorlesung zur nachstaaherungsweiseeproduzieren wirde. (13P)
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (grundletenAnforderungsniveau) Zentrale schriftliche Afpitiifungen im Fach Mathematik

Die PotenzerM " nahern sich fiir groRae der Matrix G an:

0,457 0,457 0,45j
G~|(0,371 0,371 0,37(
0,171 0,171 0,17

d) Begriinden Sie im Sachkontext, warum sowohl beMrix M als auch bei der Matri>xG
die Spaltensummen exakt gleich 1 smiissten (5P)

e) Bestimmen Sie den Verteilungsvektgr, den Professor Heise in seinen Vorlesungen lastifri
naherungsweise zu erwarten hat.

Hinweis: Die Gesamtanzahl der betrachteten Studeeti und Studenten betragt 400.  (8P)

Eines Tages stellt Professor Heise in seiner Vionigslen folgenden Verteilungsvektor der
Studentinnen und Studenten fest:
152
S =164
84
In der vorangegangenen Vorlesung hatte Professgeldeine Studentinnen und Studenten nicht

gezahlt. Mit Hilfe seiner Modellierung mochte eserchnen, wie der Verteilungsvektor der vorigen
Vorlesung gewesen sein mag.

t—40
f) e Zeigen Sie, dass jeder Vektor der Fogm=|440— 2t/ mit te R
die Gleichungs,,, = M-, erfillt. t
e Ermitteln Sie alle Werte von die im Sachkontext der Aufgabe sinnvoll sind. 2K}
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (glienendes Anforderungsniveau)

Anlage zur Aufgabe "Studentinnen und Studenten"
(grundlegendes Anforderungsniveau)

0,6

0,3 0,1

1t



Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (grundletenAnforderungsniveau) Zentrale schriftliche Afpitiifungen im Fach Mathematik

Erwartungshorizont

Studentinnen und Studenten (grundlegendes Anforderu ngsniveau)

Im Erwartungshorizont kursiv gedruckte Satze sind Anmerkungen fir die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
L[|

a) 0,6

0,3 01

0,2

»
»
<

<«

014 075 0,3

b) | Es sind 300 Studentinnen und Studenten gekommengeen 30 aktiv mit-
30

arbeiten. Somit ist der aktuelle Verteilungsvek$ipe=| 270|.
100

Fur die nachste Vorlesung ist dann der Verteilueggw S = M-§ zu
erwarten:

0,6 0,4 0, 3 14
0,3 0,4 0,8 270=| 16|
01 0,2 0,3( 10 8

Es sind 146 Aktive und 167 Passive zu erwarten. 7
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (glienendes Anforderungsniveau)

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
L1
C) | Zu untersuchen ist die Lésung des linearen Gleighsystems
0,6 0,4 0,2 (x, Xy
0,3 0,4 0,5 |%|=|%
01 0,2 0,3 (x Xe
Mdgliche Auflésungsschritte sind:
-0,4 04 02 0] 3 - 12 1,2 0
0,3 -0,6 0,5 |-4+|—> 0 - 12 2, 0|- 3 —
01 02 —0,70 12+ | 0 36-—78 0 [+ I
-1,2 12 06| O)-5 (-6 6 3] O
0O -36 17,8 0|-5—> 0 — 18 3
0 0 0 0 0 0 0 0
Mit dem Ansatzx, =t wird x, =23t und x, =$§t.
Die Bedingungx, + X, + %. =400 fihrt auf 32t = 400 bzw.t =489,
sodass der Losungsvektor sich nicht ausschlieBlishatirlichen
Zahlen zusammensetzt.
Daher kann es keinen Verteilungsvektor gebensidbrexakt
reproduziert.
. Nach obiger Rechnung gilt:
X, =35.480= 12805183, x, =13.480— 100,149, x. =40~ 69
Dies ist allerdings rundungsbedingt in der Summelwzu viel.
Ein anndhernd sich selbst reproduzierender Vegtalann also z. B.
183
§ =149
68
Andere naheliegende Vektoren kdnnen angegebennyéndem eine
der anderen gerundeten Komponenten um 1 vermindett 13
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (grundlefgmnAnforderungsniveau)

Zentrale schriftliche Atpitiifungen im Fach Mathematik

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
L1
d) | In einer Spalte der Matri%1 oder der MatrixG stehen die Anteile aus einer
Gruppe, die sich auf die drei Gruppen neu vertetbenM im Abstand einer
Vorlesung, beiG auf lange Sicht.
Da jede Gruppe vollstandig umverteilt wird, muss 8umme der Anteile
gleich 1 sein.
Abweichungen ergeben sich aus Rundungen. 5
e) Xy
S=| %, | sei ein beliebiger Verteilungsvektor der Anfangseituing.
XF
Dann gilt:
g=G-3
0,457 0,457 0,45[/(x,
~|0,371 0,371 0,37 x,
0,171 0,171 O,171(x.
0,457 (¢, + %o+ % )
=[0,37L KX, + X+ %)
0,171 (& + % + X )
0,457 40
=10,371 40
0,171 40
182,8
=1148,4
68,4
Dies gilt unabhangig vos, weil x, + %, + x- = 400.
Langfristig hat er ndherungsweise 183 Aktive, 1489h/e 68 Fehlende
zu erwarten.
Andere Rundungen — etwa grundsétzliche Abrunduagsrsachkontextualen
Grinden oder Rundungen, die die Gesamtanzahl @0riPérsonen bertcksich-
tigen — sind zu akzeptieren. 8
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (glienendes Anforderungsniveau)

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
L1
f) | e Einsetzen ergibt:
0,6 0,4 O, t— 40
M-§=|0,3 0,4 0,5 4406
0,1 0,2 0, t
0,6- t— 401+ 0,4 (446- 2} 0,2
=(0,3- t— 40+ 0,4 (446- 2} 0,5
0,1 ¢— 40+ 0,2 (446- 2% 0,3
0,66— 24+ 76— 0,8+ 0,2
=(0,2—12+ 176- 0,8+ O,
0,*— 4+ 88 0,4+ 0,8
152
=164
84
o Die Vektoreintrdge missen natiirliche Zahlen se&il @s sich um
Anzahlen handelt.
Aus dem gleichen Grund muss wegen der ersten
Vektorkomponente gelten:
t—40> 0&t> 4C
Analog ergib sich fur die zweite Vektorkomponente
440— 2 > 0 440> R t< 22
Alle natirlichen Zahlen, fur die gilt,
40<t< 220
kénnen im Sachkontext der Aufgabe sinnvoll sein. 12
Insgesamt 50 BWE 12 | 26 | 12
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (grundletenAnforderungsniveau) Zentrale schriftliche Afpitiifungen im Fach Mathematik

Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2

Ferien-Club (grundlegendes Anforderungsniveau)

Ein Ferien-Club bietet seinen Mitgliedern regelngéd®iei glinstige Sommer-Urlaubsangebote:
Ferien-PaketA, Ferien-PakeB und Ferien-Pake€ . Insgesamt hat der Club dauerhaft 380
Mitglieder.

Nach den bisherigen Erfahrungen wechseln die Midiglf von Sommer zu Sommer wie folgt:

* Von den Nutzern des Ferien-Pakdisbleiben 30% beiA, wahrend 20% zB
und 40% zuC wechseln und 10% kein Paket nutzen.

* Von den Nutzern des Ferien-Pak&sbleiben 30% beB , wahrend 30% zlA
und 20% zuC wechseln und 20% kein Paket nutzen.

* Von den Nutzern des Ferien-Paké&sbleiben 20% belC , wahrend 40% zlA
und 30% zuB wechseln und 10% kein Paket nutzen.

« Von denen, die kein Paket nutzen, wechseln 309%Az50% zuB und 20% zuC.

Die Verteilung der Nutzer eines Sommerangebots Ahslchluss aller Buchungen werde durch einen
XA

X
Verteilungsvektor i = Xi beschrieben, wobet, fur die Anzahl der Nutzer des Pakétsteht,

XN
g fur die Anzahl der Nutzer des Paktsx fur die Anzahl der Nutzer des Paké&sind x,, flr die
Anzahl derjenigen Clubmitglieder, die kein Ferieakt nutzen.

Die unten stehende Ubergangsmalfixbeschreibt im Rahmen des Modellzusammenhangs
A, = M-} den Ubergang von der Verteilung zum Zeitpuinkt CN) zur Verteilung zum

Zeitpunkti + 1 im nachsten Jahr.

0,3 0,3 0,4 0,
0,2 0,3 0,3 0O,
0,4 0,2 0,2 O,
01 0,2 01 O

Die Anzahlenx,, X;, X und X sind in Rechenergebnissen jeweils sinnvoll geruadetgeben.

a) Bestatigen Sie fir die Eintrage in der Hauptdiagemader MatrixM, dass sie den eingangs
aufgezahlten Erfahrungen entsprechen. (5P)

b) Erganzen Sie in den rechteckigen Feldern des Ubgsgaaphen in der Anlage
die fehlenden Anteilsangaben. (5P)
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (glienendes Anforderungsniveau)

126
: . . . 108
Die NutzerverteilungliesesSommers sei durch den Vektgr= 96 gegeben.

50

C) e Berechnen Sie den zu erwartenden VerteilungsveRiatesnachsterSommers.

e Bestimmen Sie den Vektat,, der nach dem Modell die Verteilung im
vorigenSommer wiedergibt. (15P)

0,34 0,32 0,32 0,3
0,29 0,31 m 0,2
0,26 0,26 0,28 0,2
0,11 0,11 0,12 0,1

Es gilt: M? =

d) e Ermitteln Sie das Elementin der Matrix M?.

e Erlautern Sie kurz allgemein, d. h. unabhangig den konkreten Werten in der Matik
die praktische Bedeutung von Matrixpotenzen imrRa des hier behandelten
Umverteilungsmodells. (8P)

Kurz vor den Ferien haben alle 380 Clubmitgliediee iEntscheidung getroffen, ob sie ein Paket
wahlen und wenn ja, welches. Die Clubleitung velsmnein, alle, die kein Paket gebucht haben,
umzustimmen und zu einer Buchung von Ferien-P&ke gewinnen. Deshalb verdéffentlicht sie

in der Clubzeitung ein Sonderangebot: Ferien-P&kétir Kurzentschlossene mit einem Rabattsatz
von 20%.

e) e Geben Sie eine Matrik an, deren Multiplikation mit einem Verteilungsvekt
die Wanderung aller Nicht-Nutzer @3sNutzern modelliert.
e EsgelteQ=AM und R=M-A
Ermitteln Sie, welche der beiden folgenden Modeitdhungen den angestrebten
Buchungsprozess am ehesten beschreibt:

() A,=Qf oder () A =R (8P)

Eine Club-Managerin stellt sich ein gedndertes Weldlerhalten vor, das zu der folgenden
Ubergangsmatri® fiihren wirde:

o O+ O
o +r O O
O O O B
R O O O

f) e Interpretieren Sie die Ubergangsmafiim Sachkontext der Aufgabe.

e Untersuchen Sie das langfristige Verhalten eingshd® modellierten
Umverteilungsprozesses. (9P)
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (grundletenAnforderungsniveau) Zentrale schriftliche Afpitiifungen im Fach Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Ferien-Club“ (grundlegendes Anf orderungsniveau)

22



Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (glienendes Anforderungsniveau)

Erwartungshorizont

Ferienclub (grundlegendes  Anforderungsniveau )

Im Erwartungshorizont kursiv gedruckte Satze sind Anmerkungen fir die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
pnm

a) | m, =0,3bedeutet, dass 30% der aktuellen Anzahl der NveA im

nachsten Zeitschritt zur Anzahl der Nutzer vobeitragt. Das passt zum
Text, nach dem 30% der Nutzer vArort bleiben.
m,, = 0, 3bedeutet, dass 30% der aktuellen Anzahl der NvtmeB im

nachsten Zeitschritt zur Anzahl der Nutzer Bheitragt. Das passt zum
Text, nach dem 30% der Nutzer von B dort bleiben.
m,, = 0,2 bedeutet, dass 20% der aktuellen Anzahl der Nwtze€ im

nachsten Zeitschritt zur Anzahl der Nutzer hbeitragt. Das passt zum
Text, nach dem 20% der Nutzer von C dort bleiben.
m,, =0 bedeutet, dass die aktuelle Anzahl der Nichtnuteere Rolle fir

die Anzahl der Nichtnutzer im nachsten Zeitsclsiielt. Das passt zu der
im Aufgabentext erwéhnten Erfahrung, dass siciNit@tnutzer im nachs-
ten Zeitschritt vollstandig (30% + 50% + 20% = 100Q8af die drei Pakete
verteilen.

Interpretationen der Modellmatrix wie "30% der [Xet von A bleiben Nut-
zer von A" waren genau genommen nicht korrekt,agaMiodell keine Aus-
sagen dartber macht, ob es sich im n&chsten JaltieselberPersonen
handelt. Das Modell operiert ausschlie3lich auf &tene der Anzahlen
nicht auf der Ebene der Individuelfine Interpretation wie die genannte
wuirde also das Modell Uberinterpretieren. Diesef@®##nzierung wird vom
Prufling abernicht erwartet; Interpretationen, die sich auf Persorstaitt
auf Anzahlen beziehen und ansonsten korrekt sieidien akzeptiert. 5
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (grundletenAnforderungsniveau) Zentrale schriftliche Afpitiifungen im Fach Mathematik

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
I 1|l
b)
@
)
S
0,2
O,
5
) 0,3 0,3 0,4 0, 12 1236 12.
A M 0,2 0,3 0,3 0, 10 111, ‘
[ n, = = = =
2 o 0,4 0,2 02 O, 9 101,

01 0,2 0,1 O 50 43,

Andere Rundungen (etwa grundsétzliches Abrundsn au
sachkontextualen Griinden) sind ebenfalls mdglich.

o Mit dem AnsatzM - i, = i, ergibt sich

03 0,3 0,4 03 (x, 12
0,2 0,3 0,3 0,§]x
04 02 02 032 ]x 9
01 02 01 0)(x, 50

w
[E
(=]

und damit die erweiterte Koeffizientenmatrix

0,3 0,3 0,4 0,3 12
0,2 0,3 0,3 0, 10
0,4 0,2 0,2 O, 9
01 0,2 01 0] 50

mit den mdglichen Umformungen
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (glienendes Anforderungsniveau)

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
Ll
0,3 0,3 0,4 0,8 12p|[{-40)
0,2 0,3 0,3 0,5108/BO |+I
0,4 0,2 0,2 0,2 9|30 |+
01 0,2 01 0| 50|20 |+
-12 -12 -16 - 12- 504
0 6 2 18| 1440
0 -6 -10 -6|-2160 |+
0 12 -4 -12 960)|{-0,5) |+l
-12 -12 -16 - 1%- 5049
0 6 2 18] 1440
0 0 -8 12/-720
0 0 4 24 960)|2 [+
-12 -12 -16 - 12- 504
0 6 2 18| 1440
0 0 -8 12/-720
0 0 0 60 1200
Ruckwartseinsetzen ergibt:
60x, = 1200 x, = 2(
—8x%. +12: 20=— 720= x. = 12
X +2:120+ 18 20= 14485 x, = 1<
—12x, —12 140- 16 126 12 26— 5040 x,= 1
100
Ergebnis:i, = 140
IERNET =1 120
20
5|10

25



Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (grundlefgmnAnforderungsniveau)

Zentrale schriftliche Atpitiifungen im Fach Mathematik

Losungsskizze

Zuordnung
Bewertung

d)

0,4
03|
0,2|
0,1

m=(0,2 0,3 0,3 0,5 0,2

Alternativ lasst sich m auch wie folgt ermittela die Matrix M 2
einen vollstandigen Umverteilungsprozess unteikdestanten
Anzahl von Mitgliedern fir zwei Jahre beschreibtiss jede

Spaltensumme voll 2 gleich 1 sein. Es gilt dann also:
m=1- 0,32~ 0,28 0,12=0,2.

Mithilfe von Matrixpotenzen kann man mehrere Zdititte
durch_einerBerechnungsschritt Matrix mal Vektor abkirzen.
Fur einen Zweierschritt gilt beispielsweisg:= M?- i,

Fur eine Bewertung als vollstandig korrekt ist g&naem Operator
"Erlautern” eine Erklarung unein Beispiel notwendig.

Falls der Prifling sich auf eine andere sinnvdlied korrekte) als
die angegebene praktische Bedeutung bezieht,d&asrauch als
korrekt gewertet werden.

o O O
o O +— O
o »r O O
O +»r O O

DaQ = A M gilt, wird zundchsM und danm auf den

Verteilungsvektor vom Vorjahr angewendet. Es vailsb zunachst
die Ubliche Fluktuation und dann die Umentschejdonodelliert.
Bei R= M- Aist die Reihenfolge umgekehrt. Da eine mdgliche

Umentscheidung jedoch ersichder eigentlichen Buchung
stattfindet, ist die Gleichung,_, = Q- i die angemessenere.
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Zentrale schriftliche Abiturprifungen im Fach Matietik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (glienendes Anforderungsniveau)

Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
pnm

f)

S >><

° Es ist

o +— O
— O O

10
00
00

&<
2 K K

0 0 0 1)|x,

Das bedeutet, dass die Anteile zwischen den PdifetpnzerA, B
undC mit jedem Zeitschritt zyklisch vertauscht werdedhrend der
Anteil der Nicht-Nutzer konstant bleibt.

° Aus der oben dargelegten verbalen Interpretation eeutlich, dass
sich die Verteilungen nach jeweils drei Jahrerderbolen.

Es ist auch méglich, damit zu argumentieren, dassine
Einheitsmatrix ist.

Da es sich um eine Aufgabe mit Anforderungen auidjegendem
Niveau handelt, wird vom Prufling nicht erwarteterkennen, dass
bestimmte Startvektoren nicti einem periodischen, sondern zu
einem konstanten Verhalten flihren. 9

Insgesamt 50 BWE 13 | 25| 12
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Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau) raklenschriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathenhati

Stochastik

Minzwirfe (grundlegendes Anforderungsniveau)

Paula und Lisa spielen ein Spiel mit Munzwurferttete, Spielzug” besteht darin, dass zunachst Paula
und dann Lisa zwei Munzen wirft. Jede Minze hag¢ &rite miZahl und eine Seite mKopf. Als
Spielregel vereinbaren Paula und Lisa zunachst: 2aWeimmalZahl wirft, erhalt einen Punkt, wer nicht
zweimalZahl wirft, erhalt keinen Punkt.

Paula und Lisa spielen ein Spiel mit 80 SpielzUgesh notieren fir jeden Spielzug die vergebenen
Punkte. Im Ruckblick auf ihr Spiel finden sie, dassungewohnlich verlaufen sei.

e Paula sagt zu Lisa: ,Vielleicht stimmt etwas mitra MUnzen nicht. Ich finde, dass du auffal-
lend wenige Punkte bekommen hast.”

e Lisa sagt zu Paula: ,Das finde ich auch. Aber wehsnioch merkwirdiger finde, ist Folgendes:
Meine Minzen scheinen von deinen beeinflusst wordesein; haufig habe ich nur dann zweimal
Zahl geworfen, wenn du auch zweinZdhl geworfen hast, und wenn du nicht zweidahl ge-
worfen hast, habe ich meistens auch nicht zwerahl geworfen."

Aufgrund ihrer Notizen fertigen Paula und Lisa déehfolgende Vierfeldertafel mit ihnren Punktzah-
len an. Darin bedeutet Paula* das Ereignis, daskRaeinem Spielzug einen Punkt erhalten und
Pauld, dass Paula keinen Punkt erhalten hat; entsprdaherden die Ereignisse fiir Lisa abgekiirzt.

Lisa* Lise’ Summe
Paula* 8 12 20
Pauld 2 58 60
Summe 10 70 80

a) Paulas AuRerung soll genauer untersucht werden:

e Bestatigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass &pielerin mitfairen Miinzen
in einem Spielzug einen Punkt bekommt, ist 25 %.

e Berechnen Sie das Intervall um den ErwartungsdarPunktzahl bei 80 Spielzligen,
in dem bei Benutzung fairer Miinzen mit einer Wahesnlichkeit von 95 % die Punktzahl
einer Spielerin liegt und beurteilen Sie Paula8éung vor dem Hintergrund
Ihres Ergebnisses. 9P)

b) Lisa AuRerung soll genauer untersucht werden:
e Erlautern Sie den Begriff dstochastischen Unabhangigkeweier Ereignissé undB.

e Geben Sie ein formales Kriterium fur die stoclsasie Unabhéangigkeit der Ereignisse
AundB an.

e Verwenden Sie die aus der obigen Tabelle abgadaitelativen Haufigkeiten als
Schatzwerte flr die entsprechenden Wahrscheimitdrk und untersuchen Sie, ob die
Ereignisse Paulaind Lis& stochastisch unabhéngig sind. (12P)

Paula und Lisa beschliel3en, nur noch mit den MimperPaula weiterzuspielen, von denen ange-
nommen werden soll, dass &ér sind. Paula und Lisa &ndern ihre Spielregel: Niodt zweimal
Zahlwirft, sondern wehaufigerZahl als die andere wirfgewinnt und beendelas Spiel. Wenn beide
gleich oftZahl werfen, endet der Spielzug unentschieden und pia$ geht mit dem nachsten Spiel-
zug weiter.
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau

Der jeweilige Spielstand werde aus der Sicht vamd&lenannt mit den Zustandéewinn(G),
Verlust(V) oderUnentschiedeU). Zur Kennzeichnung, nach welchem Spielzug deelStaind ein-
getreten ist, werde die Anzahl der durchgefihrigiel3lige als Index an den Zustandsbuchstaben
angehangt; z. B. steht der Zustahgfur den Spielverlautd - U — V.

Paula und Lisa spielen ihr Spiel mehrfach durchzitden, wer wie viele Spiele gewonnen hat. Da-
bei verabreden sie zunéchst, ihre Spiele spatestatsdrei Spielziigen zu beenden und Spiele, in
denen nach dem dritten Spielzug noch keine Entdahgigefallen ist, nicht mitzuzahlen.

c) Betrachtet werde ein Baumdiagramm fiir die ersten®fpielztige (siehe Anlage 1).
e Begriinden Sie die eingetragenen Wahrscheinlictkéitr Spiele, die miG oderU enden.

e Berechnen Sie die WahrscheinlichkB{G,;) flr einen Gewinn innerhalb der ersten
drei Spielzuge. (12P)

Paula und Lisa vereinbaren neu, die BeschrankuhdrauSpielzuge fallen zu lassen. Im Folgenden
werden also Spiele mit beliebig vielen Spielziigagetassen.

Aus Symmetriegrunden ist anzunehmen, dass die \&fairdichkeit P(G,) , dass Paulagendwann
gewinnt, gleich 0,5 ist. Wenn man sich das Baumdiagn (siehe Anlage 1) unendlich fortgesetzt
denkt, misste sich nach den Pfadregeln ebenfallg/dihrscheinlichkeiP(G,) berechnen lassen.
Dabei kann eine Formel fir unendliche Summen Jbg#iangewendet werden:

1+ x4+ X + x3+...:li fur xeR und| y< .
—X
d) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichk&i{G,) mithilfe der Formel. (7P)

Aufgrund eigener schlechter Erfahrungen — siehéexbund die Aufgabenteile a) und b) — mit Min-
zen, die moglicherweigacht-fair sind, fihren Paula und Lisa ein kleines Forschpirajskt an ihrer
Schule durch: lhre Mitschilerinnen und Mitschilelten mithilfe von Miinzwurfexperimenten unter-
suchen, ob eine ihnen vorgelegte Mifae odernicht-fair ist. Dazu verwenden Paula und Liaae
Munzen sowianicht-faire Spezialanfertigungen, die sich auf3erlich nicht fearen Miinzen unter-
scheiden, die aber haufiger &dhl als auf die andere Seite fallen. Sie erhielterfalgenden Ergeb-
nisse:

0 In 18 % der Félle, in denen der Versuchspersonreate-faire Miinze vorgelegt wurde,
hat sie diese korrekt atécht-fair bezeichnet.
0 48 % aller Versuchspersonen gaben an, dass die Wflungelegte Minzéair ist.

0 In 11 % der Falle, in denen der VersuchspersonfaireMiinze vorgelegt wurde,
hat sie diese korrekt diair bezeichnet.

e) Betrachten Sie die genannten relativen HaufigkeiteiWahrscheinlichkeiten und ermitteln Sie
mithilfe der schon teilweise ausgefillten Vierfeldéel in Anlage 2 die Wahrscheinlichkeiten zu
den folgenden drei Ereignissen.

A: Eine zufallig ausgewahlte Versuchsperson galdass die Minzaicht-fair ist.
B: Eine zuféllig ausgewahlte Versuchsperson bekamrecht-faire Miinze vorgelegt.

C: Die Miinze isfair, wenn eine zufallig ausgewéhlte Versuchsperson sie
alsfair bezeichnete. (10P)
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Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau) raklenschriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathenhati

Anlage 1 zur Aufgabe "Munzwurf" (grundlegendes Anfo rderungsniveau)

PG) = 15— PG2) = 175~ PGs) = 1oo1

27

U U @ PUs) = 517

5 15 45
PV1) = 45— PV2) = 155~ PVa) = 1057

Anlage 2 zur Aufgabe "Munzwurf" (grundlegendes Anfo rderungsniveau)

: Die vorgelegte
DI? vorgglegte Munze wird von
Miinze wird von
der Versuchsperson
der Versuchsperson ) :
: ; alsnicht-fair
alsfair bezeichnet )
bezeichnet
Die vorgelegte 1—x
Miinzeist fair.
Di_(_a vor_gele_gte _ 0,18 X
Munzeist nicht-fair .
0,48 1
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau

Erwartungshorizont

Munzwdurfe (grundlegendes Anforderungsniveau)

Im Erwartungshorizont kursiv gedruckte Satze sind Anmerkungen fiir die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[ {1 [
a) |« Die Wahrscheinlichkeit fiZahl ist 0,5. Die Wahrscheinlichkeit flr einen
Punktgewinn — also flaweimalZahl — ist demnacf:> 0.5= 0,25 25 %
* X Anzahl der Wiirfe einer Spielerin, bei denen zwadifiahl erscheint.
n=_380
p = 0,25 (siehe erster Spiegelpunkt)
“=nlp=20
o =/np{1- p) =+/800D,2510,75-+/ 15 3,81.
Da ¢ > 3 ist, ist die Laplacebedingung erfillt und man kamniRegeln
anwender|20- 1,96+/15; 20- 1,96/ 15[ 12,4; 2]
Mit einer Wahrscheinlichkeit von knapp 95 % liegt @unktzahl im
Intervall [13; 27.
Das Ergebnis von 10 Punkten, das Lisa erzieltistabei Benutzung fairer
Miinzen zwar grundsatzlich méglich, aber wenig wetheglich. 5| 4
b) [«  Zwei Ereignissé\ undB sind stochastisch unabhangig, wenn die Wahr-
scheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignissescht vom
Eintreten oder Nichteintreten des Ereignis3edbhangt.
Beispiel: Zwei Ziige bei einem Urnenversunh Zurticklegen sind
stochastisch unabhéangig.
Fir eine Bewertung als vollstéandig korrekt ist g&€uiem Operator
"Erlautern” eine Erklarung unein Beispiel notwendig.
* P(AnB=HA-RB
Alternativen P,(B) = P(B) oder P(B| A= P(B)
« P(Pauld )=8=2 uncP (Lish ¥ 8=+ und® (Palla Lbsa=)E=2
Esgilt: 2-i=42=2
Die beiden Ereignisse sind also nicht stochastisitbhangig.
Alternativ lasst sich tGberpriifen, ob
P, (Lisa®)=P(Lisa) (bzw P(Lisa’ |Pauld ¥ P (Lis& ) oder
P.o(Pauld }=P (Pauld (bzw P(Pauld |Lisd P (Paufa )
Ersteres fihrt z&2=1, Letzteres zg2=2. 48
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Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau)

raklenschriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathenhati

Ldsungsskizze

Zuordnung,
Bewertung

Im Folgenden steht Z dafir, dagshl geworfen wurde und W, dasiht
Zahl geworfen wurde. WeiP(Z) = P(W) =1, qilt

P(ZZ) = P(WW) = und P(ZW oder WZ)=1.

Ein Gewinn fUr Paula entsteht in einem Spielzug,

o wenn Paula ZZ wirft und Lisa nicht ZZ,
mit einer Wahrscheinlichkeit vo- 2 =2 oder

o wenn Paula ZW oder WZ wirft und Lisa das Ergebnl/\Wirft,
mit einer Wahrscheinlichkeit vo#- 1 =1

Insgesamt entsteht in einem Spielzug ein Gewin®&ida mit der Wahr-
scheinlichkeit®+ 1= 2.

Ein Unentschieden entsteht in einem Spielzug,

o wenn Paula und Lisa beide ZZ werfen,

mit einer Wahrscheinlichkeit vof-+ = &,

o wenn Paula und Lisa beide ZW oder WZ werfen,
mit einer Wahrscheinlichkeit vo&-1 =+ oder

o wenn Paula und Lisa beide WW werfen,

mit einer Wahrscheinlichkeit vof-+ = &%.

Insgesamt entsteht in einem Spielzug ein Unentdehienit der
Wahrscheinlichkeitt + 1+ -1 =2,

Mit diesen Wahrscheinlichkeiten fir jeden einzel&gielzug ergibt sich
P(G)==; PG,)=%2=L PG,)=2-2.2=72

Eine Folge von drei Unentschieden hat die Wahrstibbkeit

P(Gss) = P(Gl)+ P(Gz)+ P(Ga) :1_56—’_%—'—%4: %821
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
o m
d) P(GA): P(G1)+ P(G2)+ I:{(3‘3)"‘ F(G4)+---
_3+§._5+[_§2,_5+[_§3._5+
16 8 16 16 16
_i. 1+_3+[§]2+[_3]3+
16 8 (8 g
o1
16 1-3
_ 58
16 5
1
T2 7
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Stochastik (grundlegendes Anforderungsniveau) raklenschriftliche Abiturpriifungen im Fach Mathenhati

Zuordnung,
Ldsungsskizze Bewertung
[ 1|
e)
: Die vorgelegte
D'.E.) vorgelegte Miinze wird von
Miinze wird von
der Versuchsperson
der Versuchsperson . .
: . alsnicht-fair
alsfair bezeichnet )
bezeichnet
Die vorgelegte 0.11 (1— 0.89 (1— B
Minzeist fair. 1% (3=x) 89 (I=x) 1=x
Die vorgelegte
Munzeist nicht-fair . 0.8 0,18 X
0,48 0,52 1
Aus dem Ansat®,11 (- x H 0,8%= 0,4 ergibt sich:
0,11- 0,1k+ 0,82= 0,4
0,7x= 0,31
x=3
Daraus ergeben sich die folgenden Wahrscheinlitdrkei
P(A) =1-0,48= 0,5:
P(B) = x=3%~0,521
- (1— (- 37
P(C) = 0,12 (2 x): 0,11 (-3¢ _ 187%0’110
0,48 0,48 1704
Der Ansatz0,89 (1I- x 14 0,1&= 0,5 flhrt ebenfalls zw = 3£ .
Eine andere Art der Vervollstandigung der Vierfetd&el kann ebenfalls zum
Erfolg fuhren. 5|5
Insgesamt 50 BWE12 | 26| 12
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 @hiies Anforderungsniveau)

5.2 Erhohtes Anforderungsniveau

Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1

Studentinnen und Studenten (erhdhtes Anforderungsni veau)

Professor Heise fihrt ber die 400 StudentinnenSindenten des ersten Semesters eine Statistik. In
jeder Vorlesung notiert er die Anzahl der Aktivardudie Anzahl der Passiven. (Die jeweilige Anzahl
der Fehlenden ergibt sich daraus.)

Professor Heise beschreibt die jeweilige Verteilaager Studentinnen und Studenten auf die drei
XA

Gruppen durch einen Verteilungsvek®t= | x, | , wobei x, flr die Anzahl der aktiven, fur die
XF

Anzahl der passiven ungl fir die Anzahl der fehlenden Studentinnen und &tteh steht.

Nach Auswertung der Zahlungen in mehreren Vorlesomgodelliert Professor Heise die Entwick-
lung der Verteilungsvektoren durch eine Ubergangsrisl mit

0,6 0,4 O,
M=(0,3 0,4 O,
01 0,2 O,

sodass der Ubergang von der Verteilung zum Zeitpiueiner Vorlesung i(ON) zur Verteilung
zum Zeitpunki + 1 (nachste Vorlesung) durch die Gleichiig = M -§ naherungsweise

beschrieben werden kann.

a) Erganzen Sie den Ubergangsgraphen zur Mitrik der Anlage. (5P)

In einer Vorlesung z&hlt Professor Heise, dassdesninsgesamt 400 Studentinnen und Studenten nur
drei Viertel gekommen sind und dass ein ZehntelPadwvesenden aktiv mitarbeitet.

b) Berechnen Sie die Anzahl der Aktiven und Passig@nProfessor Heise auf Grund seiner
Zahlung und seines Modells in der nachsten Vorlggunerwarten hat. (5P)

C) ¢ Zeigen Sie, dass es keinen realistischen Vergsiektors der Studentinnen und Studenten

geben kann, der sich nach dem vorliegenden Medalkiner Vorlesung zur nachsten exakt
reproduzieren wirde.

« Geben Sie einen Verteilungsvek®r an, der sich nach dem vorliegenden Modell vonreine
Vorlesung zur nachstaréherungsweiseeproduzieren wirde. (10P)
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (erhéteforderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturfuigen im Fach Mathematik

Die PotenzerM " nahern sich fiir groRe der Matrix G an. Praziser ausgedriickt: Die MatrX ist
die Grenzmatrix der Folge der Matrixpotenzen. Melmrsibt auchimM" =G

Es gilt:
9, 0, 9| (0457 0,457 0,45

G=|9, 0, 9|~|(0,371 0,371 0,37
O: O O 0,171 0,171 0,17

d) Begriinden Sie im Sachkontext, warum sowohl beMfrix M als auch bei der Matri>xG
die Spaltensummen exakt gleich 1 smiissten (4P)

e) Zeigen Sie:

» Unabhangig von der Anfangsverteilung fuhrt das @rteilungsmodell langfristig
stets auf dieselbe Grenzverteilung.

Hinweis: Die Gesamtanzahl der betrachteten Studaati und Studenten betragt 400.

» Der Vektor der Grenzverteilung ist ein Eigenvekton M mit dem Eigenwert 1. (11P)

Professor Heise wiinscht sich, so auf seine Studemiund Studenten einwirken zu kébnnen, dass
eine andere Ubergangsmatiik die Entwicklung der Verteilungsvektoren modelliereiirde.
Fur die MatrixM gilt:

imM =G =

noo

o O
o O B
O O

f) e« Bestimmen Sie die erste Spalte wioh.

* Interpretieren Sie im Sachkontext, welche langfiesEntwicklung
Professor Heise sich wiinscht. (10P)

g) Beurteilen Sie, ob aus der eingangs angegebenegaigsmatriM die folgende Interpretation
abgeleitet werden kann: ,Wenn in einer Vorlesun§ $€udentinnen bzw. Studenten aktiv waren,
werden in der nadchsten Vorlesung 60 von dieseneBtirthen bzw. Studenten ebenfalls aktiv
sein.” (5P)
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 @hiies Anforderungsniveau)

Anlage zur Aufgabe "Studentinnen und Studenten" (er hdhtes Anforderungsniveau)
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (erhéteforderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturfuigen im Fach Mathematik

Erwartungshorizont

Studentinnen und Studenten (erhdhtes Anforderungsni veau)

Im Erwartungshorizont kursiv Gedruckte Satze sind Anmerkungen fur die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung,

Losungsskizze Bewertung
Il

a)
0,6
0,3 0,1
0,4 0,2
0,2
0.4 ) 0,5 0,3

5
b) | Es sind 300 Studentinnen und Studenten gekommerdenen 30 aktiv mit-
30
arbeiten. Somit ist der aktuelle Verteilungsveld@pe|270|.
100
Fur die nachste Vorlesung ist dann der Verteiluggw S = M-§ zu erwar-
ten:
0,6 0,4 0, 3 14
0,3 0,4 0,8 270=| 16|
01 0,2 03|10 8
Es sind 146 Aktive und 167 Passive zu erwarten. 5
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik

Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 @hiies Anforderungsniveau)

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|
c) Zu untersuchen ist die Lésung des linearen Gleighsystems
0,6 0,4 0,72 (x, Xy
0,3 0,4 0,5 % |=]|%
0,1 0,2 0,3 |x X
Mogliche Auflosungsschritte sind:
-0,4 04 02 0] 3 - 12 12 0
03 -06 05 - 41— 0 — 12 2 o 3 —
01 02 —070 12+ I 0 36-78 0 |+ 1
-2 1,2 0,6 0 | 5 -6 6 0
0 -36 78/ O0f-5—| 0 — 18 3
0 0 0 0 0 0 0 0
Mit dem Ansatzx, =t wird x, =23t und x, =$t.
Die Bedingungx, + X, + %. =400 fuhrt auf32t = 400 bzw.t =489,
sodass der Losungsvektor sich nicht ausschlieBlisatirlichen
Zahlen zusammensetzt.
Daher kann es keinen Verteilungsvektor gebensidarexakt
reproduziert.
Ein anndhernd sich selbst reproduzierender Vegtater folgende:
183
§ =|149
68
Nach obiger Rechnung gilt:
X, =2.480— 1280183 | x, =12.480— 1040, 149, x. =480~ 69
Dies ist allerdings rundungsbedingt in der Summeluzu viel.
Andere naheliegende Vektoren kdnnen angegebemrmwerdlem eine )
der anderen gerundeten Komponenten um 1 vermimndiett 8
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 (erhéteforderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturfuigen im Fach Mathematik

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
|
d) |In einer Spalte der Matrid oder der MatrixG stehen die Anteile aus einer
Gruppe, die sich auf die drei Gruppen neu vertetbenM im Abstand einer
Vorlesung, beiG auf lange Sicht.
Da jede Gruppe vollstandig umverteilt wird, muss 8umme der Anteile
gleich 1 sein.
Abweichungen ergeben sich aus Rundungen. 4
e) Xa
. S=| %, | sei ein beliebiger Verteilungsvektor der Anfangseituing.
XF
Dann ist die Grenzverteilung zu berechnen als
% 9 G|(*%| [9(x+x+ %) (4009
G-S=|g @ g||x%[=| ¢(x+ ¥+ ¥|=]400 g=""
9% 9 G (%) (G(x+x+ x)) (4009
unabhangig vos, weil x, + X, + X = 400.
Eine Argumentation mit den Naherungswerten fir die
Matrixelemente fuhrt zu einem Punktabzug.
. EsgiltlimM" =G, damit giltM -G=G.
n- oo
DannistM-g=M:(G-3)=(M- G- 5= G7s= "g=1- ",
d. h. der Vektor der Grenzverteilurggist Eigenvektor
von M zum Eigenwert 1. 4 | 7
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 1 @hiies Anforderungsniveau)

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
I i |l

f) | EsgiltimM =G, also gitM G = G

n- o

(M m, M 111
MtM=m, m, mg,lundG={0 0 O ergibtsich
0 0O

m, m, My

Dann ist

m, m, my |l
<My My, Myl 0
m, m, my (0
m, m, m,

m, m, m

Es ergibt siclm,; =1, m,,=0 und m,= C

. Jede Verteilung fuhrt langfristig zu ausschlieifélic
aktiven Studentinnen und Studenten. 10

9) | Rechnerisch tragen 60% der Anzahl der Aktiven eif@tesung zu der Anzah
der Aktiven in der nachsten Vorlesung bei (Ein®e®). Die im Aufgabentext

zu beurteilende Interpretation ist aber nicht géetztig, da das Modell nur eine
Entwicklung vonAnzahlerbeschreibt, ohne sich auf einzePersonereu be-
ziehen. Die Interpretation liefert zwar eine molgicerklarung fur das Zustan-
dekommen des Prozentsatzes, aber nicht die eirtmjahe; unter den regel-
mafig Aktiven kénnte es z. B. auch welche gebansidh verabreden, abwech-
selnd in die Vorlesung zu gehen und zu fehlen, sreikich auf3erhalb der Vor
lesung treffen und ihr Wissen austauschen. Scegielmariger Tausch wirde
sich auf die Entwicklung der Anzahlen nicht auswirkaber der Interpretation
widersprechen.

Auch kirzere Beurteilungen sind zu akzeptierennwenden Kern der Unter-
scheidung zwischdndividuenundAnzahl der Individuerreffen. 5

Insgesamt 50 BWE12 | 26 | 12
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (erhdhtefofderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturpriifen im Fach Mathematik

Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2

Ferien-Club (erhtéhtes Anforderungsniveau)

Ein Ferien-Club bietet seinen Mitgliedern regelngafiiei glinstige Sommer-Urlaubsangebote:
Ferien-PaketA, Ferien-PakeB und Ferien-Paket .

Die Anzahl der Clubmitglieder andert sich im Ladfs Jahre. Dennoch gibt es ausgiebige Erfahrun-
gen Uber die Nutzung der Ferien-Pakete, die inmigchfolgenden Modell zusammengefasst sind:

» Die Verteilung der Nutzer eines Sommerangebots Alsichluss aller Buchungen werde
XA

X
durch einen Verteilungsvekton = Xi beschrieben, wobet, fur den Antefit derjenigen

XN
Clubmitglieder steht, die das Pakenutzen,x; fur den Anteil derjenigen Clubmitglieder,
die das PakeB nutzen, x. fur den Anteil derjenigen Clubmitglieder, die dak&C nutzen
und x, far den Anteil derjenigen Clubmitglieder, die ké&arien-Paket nutzen.

+ Die unten stehende Ubergangsmaldixbeschreibt im Rahmen des Modellzusammenhangs
fi.,, = M - i den Ubergang von der Verteilung zum Zeitpuinkt N zur Verteilung zum

Zeitpunkti + 1 im nachsten Jahr.
0,3 0,3 0,4 0,
0,2 0,3 0,3 0,
0,4 0,2 0,2 0,
01 0,2 01 O

Die Anteile x,, X5, %., %, sind jeweils als Dezimalzahlen (Genauigkeit: dd@achkommastellen)
anzugeben.

a) Erganzen Sie in den rechteckigen Feldern des Ubgsgaaphen in der Anlage
die fehlenden Anteilsangaben. (4P)

0,332

0,28
Die Nutzerverteilung dieses Sommers sei durch demeflungsvektor i, = 5 gegeben.

0,131

b) e Berechnen Sie den zu erwartenden Verteilungsveaktdesnachstersommers.

e Bestimmen Sie den Vektat,, der nach dem Modell die Verteilung im
vorigenSommer wiedergibt. (13P)

® Ein Anteil konnteals Prozentsatz angegeben werden. In dieser Aeifgattien aber Dezimalzahlen zwischen 0 und 1
verwendet: Statt 50 % wird 0,5 benutzt und sta® 67 wird 0,673 geschrieben.
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (&itle8 Anforderungsniveau)

0,34 0,32 0,32 0,3
0,29 0,31 m 0,2
0,26 0,26 0,28 0,2
0,11 0,11 0,12 0,1

Esgilt M? =

c) e Ermitteln Sie das Elementin der Matrix M 2.

e Erlautern Sie kurz allgemein, d. h. unabhangig den konkreten Werten in der Matik
die praktische Bedeutung von Matrixpotenzen imrRe des hier behandelten
Umverteilungsmodells. (7P)

Kurz vor den Ferien haben alle Clubmitglieder iBreascheidung getroffen, ob sie ein Paket wéahlen
und wenn ja, welches. Die Clubleitung versucht ralle, die kein Paket gebucht haben,
umzustimmen und zu einer Buchung von Ferien-Pékeu gewinnen. Deshalb veroffentlicht sie in
der Clubzeitung ein Sonderangebot: Ferien-P&kdtir Kurzentschlossene mit einem Rabattsatz von
20%.

d) e Geben Sie eine Matrik an, deren Multiplikation mit einem Verteilungsvekt
die Wanderung aller Nicht-Nutzer @4Nutzern modelliert.
e EsgelteQ=AM und R=M[A
Entscheiden Sie, welche der beiden folgenden Ngidalhungen den angestrebten
Buchungsprozess am ehesten beschreibt:

() A,=Q1n oder (I) An,,=RN (6P)

Ein Verteilungsvektor heiftealistisch wenn alle seine Komponenten nicht-negativ sindliibine
Summe den Wert 1 hat. Sékin realistischer Verteilungsvektor, der zugleighEigenvektor der
Matrix M ist.

e) e Begrunden Sie, dass fur den zum Eigenvektgehtrenden Eigenwek, gilt: A, =1

e Beschreiben Sie die Weiterentwicklung der Verteggvektoren im Modell fur den Fall,
dass diaktuelleVerteilung durch den Vektog gegeben ist. (8P)

Im Rahmen der langfristigen Geschéftsplanung weveeschiedene Wechselverhaltensweisen der
Mitglieder diskutiert. Zwei Verhaltensweisen wurddaibei genauer betrachtet, zu diesen Verhaltens-
weise gehoren die beiden MatrizemundT:

0 010 0,3 0,3 0 0,
P 1 000 _ 0,2 0,3 0 0,
0100 0,4 0,2 1 0,
0 0 01 01 0,2 0 O

f) Untersuchen Sie jeweils das langfristige VerhaliaesedurchP und eines durch
modellierten Umverteilungsprozesses. (12P)
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (erhdhteforderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturpriifen im Fach Mathematik

Anlage zur Aufgabe ,Ferien-Club“ (erhdhtes Anforder ungsniveau)
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (&itle8 Anforderungsniveau)

Erwartungshorizont

Ferienclub (erhdhtes Anforderungsniveau )

Im Erwartungshorizont kursiv gedruckte Satze sind Anmerkungen fir die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung
Ldsungsskizze Bewertung
| I 1
a)
4
b) 03 0,3 04 03( 0332 ( 0,3253( 0,3
. 0,2 0,3 0,3 0, 0,28 0,2930 0,2
° n2 =M [ﬁl = =
0,4 0,2 0,2 0O, 0,25 0,2664 0,2
01 0,2 01 O 0,13 0,1153 0,1
o Mit dem Ansatz M -1, = 1, ergibt sich das LGS
0,3 0,3 0,4 O, Xa 0,33
0,2 0,3 0,3 0,5 | %3 a 0,28
0,4 0,2 02 02| x| | 025
0,1 0,2 01 O Xy 0,13
und damit die erweiterte Koeffizientenmatrix
0,3 0,3 0,4 0,830,33
0,2 0,3 0,3 0,60,28
0,4 0,2 0,2 0,2 0,25¢
0,1 0,2 01 0] 0,13
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Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (erhdhteforderungsniveau)

Zentrale schriftliche Abiturpriifen im Fach Mathematik

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
L| 1|l
mit den moéglichen Umformungen
0,3 0,3 0,4 0,8 0,33p[(-40)
0,2 0,3 0,3 050,284 B0 |+
0,4 0,2 0,2 0,2 025330 |+l
01 0,2 01 0] 0131|120 |+I
-12 -12 -16 -12- 13,2
0O 6 2 18| 3,76
0 -6 -10 -6|-5,69 |+
0 12 -4 -12 2,44)|-0,5) |+
-12 -12 -16 -12- 13,28
0 6 2 18| 3,76
0 0 -8 12|-1,93
0 0 4 24 2542 [+
-12 -12 -16 - 1%- 13,28
0 6 2 18| 376
0 0 -8 12|-1,93
0O 0O 0 60 315
Ruckwartseinsetzen ergibt:
60x, = 3,15< x, = 0,052
—8x. +12-0,0525= — 1,93 x. = 0,3
6x; +2-0,32+ 18 0,0525 3,76 x, = 0,36
—12x,—12-0,3625 16 0,32 12 0,0525- 1328x,= O,
0,26
Ergebnis:i 0,36
9ERNSTL ™14 32
0,05
4|9
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (&itle8 Anforderungsniveau)

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
I i |l

c) 0,4
0,3
0,2
0,1

. m=(0,2 0,3 0,3 0,5 0,2

Alternativ lasst sich m auch wie folgt ermittela die Matrix M 2
einen vollstandigen Umverteilungsprozess unteikdestanten
Anzahl von Mitgliedern fur zwei Jahre beschreibtiss jede

Spaltensumme voll 2 gleich 1 sein. Es gilt dann also:
m=1- 0,32~ 0,28 0,12=0,2.

. Mithilfe von Matrixpotenzen kann man mehrere Zsititte
durch_einerBerechnungsschritt Matrix mal Vektor abkuirzen.
Fur einen Zweierschritt gilt beispielsweisg:.= M?- i,

Fur eine Bewertung als vollstandig korrekt ist g&naiem Operator
"Erlautern” eine Erklarung unein Beispiel notwendig.

Falls der Prifling sich auf eine andere sinnvglied korrekte) als
die angegebene praktische Bedeutung bezieht,dasrauch als
korrekt gewertet werden. 7

d)

o O O
o O+ O
O+ O O
O r O O

° DaQ = A M gilt, wird zunachsM und danm auf den

Verteilungsvektor vom Vorjahr angewendet. Es vailsb zunéchst
die Ubliche Fluktuation und dann die Umentschejdonodelliert.
Bei R= M- Aist die Reihenfolge umgekehrt. Da eine mdgliche

Umentscheidung jedoch erschder eigentlichen Buchung
stattfindet, ist die Gleichung,,, = Q- 1j die angemessenere. 2| 4

iy



Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (erhdhteforderungsniveau) Zentrale schriftliche Abiturpriifen im Fach Mathematik

Zuordnung

Losungsskizze Bewertung
[

e) |« (1) Inder MatrixM sind alle Matrixeintréage nicht-negativ und
jede Spaltensumme hat den Wert 1.

(2) Fur alle realistischen Verteilungsvektor&n gilt, dass auch ihr
Nachfolgerv, ,, = M -V realistisch ist. Grund: Die Komponenten des

Nachfolgers sind wegen (1) nicht-negativ und Boenme hat den
Wert 1, weil durch jeden Verteilungsvektor alletiopen und alle
Clubmitglieder beriicksichtigt werden.

(3) Fur jeden Eigenvektag zum Eigenwert\, gilt: \,-é= M-e

(4) Wenn der Eigenvektag ein realistischer Verteilungsvektor ist, muss
wegen (2) auch der Nachfolgey, - ein realistischer Verteilungsvektor
sein.

(5) Insbesondere muss die SpaltensummeXe8 den Wert 1 haben.
Dies ist nur méglich, wenn, =1.

¢ Nach jedem Zeitschritt erhalt man wieder denselektore .

Die Bewertung fiir die Antwort zum ersten Spiegedptinhtet sich nach
Préazision und Vollstandigkeit der Argumentation.
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Lineare Algebra/Analytische Geometrie 2 (&itle8 Anforderungsniveau)

Zuordnung
Losungsskizze Bewertung
I i |l

f) | e Matrix P:
0

X
>

0 1
) 00
Es ist
1 0

o o o
SaNEES
|
AN AR Ny

0 0 0 1)|x,

Das bedeutet, dass die Anteile zwischen den Paletpnzem, B undC
mit jedem Zeitschritt zyklisch vertauscht werdeéhrend der Anteil der
Nicht-Nutzer konstant bleibt. Da nach drei Schrittvieder der Ausgangs-
zustand erreicht ist, handelt es sich im Allgerariiim einen periodischg
Prozess mit der Periodenlange 3. Dabei gibt efottiende Ausnahme:

1-p

o

1

Startvektoren der For mit . € [0; 1] reproduzieren

= el

sich mit jedem Zeitschritt.

° Matrix T:

Der Anteil der Personen, die Pakebevorzugererhéht sich mit jedem
Zeitschritt zuungunsten der Anteile der anderéifidPenzen, weil

o der vorherige Anteil bestehen bleibt (weggn=1),

o feste Anteile der Anteile der anderen Praferenzerukommen
(wegent,,, t,,, t,,> 0) und

0 keine Anteile des Anteils der Personen, die Pake¢worzugen,
abgegeben werden (wegep=t,,= t,,=0).

0

=)

0
Ein Sonderfall liegt beim Startvekt 5 . Dieser Vektor reproduziert sic

0

in jedem Zeitschritt.

Insgesamt 50 BWE 12 | 26 | 12
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Stochastik (erhdhtes Anforderungsniveau) Zentretheiftliche Abiturprifungen im Fach Mathematik

Stochastik
Minzwurfe (erh6htes Anforderungsniveau)

Paula und Lisa spielen ein Spiel mit Munzwuirferttele, Spielzug” besteht darin, dass zunachst Paula
und dann Lisa zwei Munzen wirft. Jede Minze hag¢ &rite miZahl und eine Seite mKopf. Als
Spielregel vereinbaren Paula und Lisa zunachst: 2aWeimmalZahl wirft, erhalt einen Punkt, wer nicht
zweimalZahl wirft, erhalt keinen Punkt.

Paula und Lisa spielen ein Spiel mit 80 SpielzUgeah notieren fir jeden Spielzug die vergebenen
Punkte. Im Ruckblick auf ihr Spiel finden sie, dassungewohnlich verlaufen sei.

e Paula sagt zu Lisa: ,Vielleicht stimmt etwas mitri Minzen nicht. Ich finde, dass du auffal-
lend wenige Punkte bekommen hast.”

e Lisa sagt zu Paula: ,Das finde ich auch. Aber wehsnioch merkwirdiger finde, ist Folgendes:
Meine Minzen scheinen von deinen beeinflusst wordesein; haufig habe ich nur dann zweimal
Zahl geworfen, wenn du auch zweinZdhl geworfen hast, und wenn du nicht zweidahl ge-
worfen hast, habe ich meistens auch nicht zwerahl geworfen."

Aufgrund ihrer Notizen fertigen Paula und Lisa déehfolgende Vierfeldertafel mit ihnren Punktzah-
len an. Darin bedeutet Paula* das Ereignis, daskRaeinem Spielzug einen Punkt erhalten und
Pauld, dass Paula keinen Punkt erhalten hat; entsprdaherden die Ereignisse fiir Lisa abgekiirzt.

Lisa* Lise’ Summe
Paula* 8 12 20
Pauld 2 58 60
Summe 10 70 80

a) Paulas AuRerung soll genauer untersucht werden:

e Bestatigen Sie: Die Wahrscheinlichkeit, dass &pielerin mitfairen Miinzen
in einem Spielzug einen Punkt bekommt, ist 25 %.

e Berechnen Sie das Intervall um den ErwartungsdarPunktzahl bei 80 Spielzligen,
in dem bei Benutzung fairer Miinzen mit einer Wahesnlichkeit von 95 % die Punktzahl
einer Spielerin liegt und beurteilen Sie Paula8éung vor dem Hintergrund
Ihres Ergebnisses. (7P)

b) Lisa AuRerung soll genauer untersucht werden:
e Erlautern Sie den Begriff dstochastischen Unabhangigkeweier Ereignissé undB.

e Geben Sie ein formales Kriterium fur die stocisabie Unabhéngigkeit der Ereignisse
AundB an.

e Verwenden Sie die aus der obigen Tabelle abgtdaitelativen Haufigkeiten als
Schatzwerte fur die entsprechenden Wahrscheiditdrk und untersuchen Sie, ob die
Ereignisse Paulaind Lis& stochastisch unabhéngig sind. (10P)

Paula und Lisa beschliel3en, nur noch mit den MimperPaula weiterzuspielen, von denen ange-
nommen wird, dass sie fair sind. Paula und Lis@énthre Spielregel: In jedem Spielzug gilt diejeni
ge als Gewinnerin des Spielzuges, die hauffgdr geworfen hat als die andere. Wenn beide gleich
oft Zahl geworfen haben, gilt der Spielzug als unentscimiedéer zuerszweiaufeinanderfolgende
Spielztige gewonnen hat, ist Gewinnerin des ganpaisSweitere Minzwurfe &ndern daran nichts.

Der jeweilige Spielstand in einem Spiel werde nurct folgende Zustande — beschrieben aus Paulas
Sicht — gekennzeichnet (siehe nachste Seite):
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Zentrale schriftliche Abiturpriifungen im Fach Maatik Stochastik (erhdhtes Anforderungsniveau)

o Im Startzustan® bendétigen beide Spielerinnen zwei aufeinanderfadlgeGewinnziige, um das
ganze Spiel zu gewinnen. Nach jedem unentschiedgpieizug tritt dieser Zustand wieder ein.

o Im Zustand bendétigt Paula noch einen Gewinnzug, um das 8pigewinnen, wahrend Lisa
hierfir zwei aufeinander folgende Gewinnziige bepoti

0 Im Zustandl bendtigt Lisa noch einen Gewinnzug, um das Spigjevinnen, wahrend Paula
hierfir zwei aufeinander folgende Gewinnzlige bepoti

o0 Im ZustandG hat Paula gewonnen (also Lisa verloren), im Zustahat Paula verloren (also
Lisa gewonnen).

Aus Paulas Perspektive enthalten die Zustandswakiprals Eintrage die Wahr- P (G)
scheinlichkeiten der einzelnen Zustande nach léem Spielzug (siehe Kasten . Pn(V)
rechts), wobeW, den Zustand vor dem ersten Spielzug beschreibt. Vo =1 P
Fur den Ubergang vomten zum § +1)-ten Spielzug sind in der Anlage ein Uber; P (11)
gangsgraph und eine Ubergangsmalixdargestellt. Letztere beschreibt den Ube P.(S)

gang durch die Gleichung,,, = M [/ .

c) e Begrunden Sie, warum die Matrixeintrage, =1, m, =+ und m, = zur obigen
Beschreibung des neuen Spiels passen.

e Begriinden Sie, warum fiir den Vekigr der letzte Eintrag gleich 1 und die anderen (11P)

Eintrage gleich 0 zu wéhlen sind.
25
256

Im folgenden Aufgabenteil soll eine Anwendung déetgjangsmatrixv 75

exemplarisch betrachtet werden. Eine Multiplikatites Startvektor§, mit M*ergibt Vv, =|22

55
256

d) e Berechnen Sie den Vektdy. 2

8

e Beschreiben Sie, durch welche Aufeinanderfolgem Spielzustéanden das
Spiel sich spatestens nach dem dritten SpielzugustandG befinden kann.

e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten fir diebemebeschriebenen Spielverlaufe
und zeigen Sie mithilfe dieser Wahrscheinlichkeiass der zuvor errechnete Eintrag
p,(G) korrekt ist. (10P)

Paula und Lisa vereinbaren eine weitere Spielredeliung: Spielziige, in denen beide die gleiche
Anzahl von Zahlen werfen, werden wiederholt, sodEssZustand nur zu Beginn des Spiels
auftreten kann. Paula und Lisa haben ein Spietimgiem neuen Regelwerk begonnen, das Spiel be-
findet sich gerade im Zustahd

e) e Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass PaudaZaistand heraus das Spiel gewinnt.

e Begrinden Sie, warum man mithilfe der im Hinwesggbenen Formel (2) den
Erwartungswert der Zufallsvariabl®éh(Anzahl der folgenden Spielzlige bis zum Ende
durchG oderV, wenn Wiederholungen von Spielztigen nicht mitb&zaéerden)
ermitteln kann und bestimmen Sie diesen. (12P)

Hinweis Die folgenden Formeln fiir unendliche Summen diofere Beweis verwendet werden.

(1) 1+x+x2+>5+...=1i fir xOR und | %<
- X

(2) 1 +20¢+ 30K+ .= far xOR und | %< |

(T
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Stochastik (erhdhtes Anforderungsniveau) Zentretheiftliche Abiturprifungen im Fach Mathematik

Anlage 1 zur Aufgabe "MUnzwurfe" (erhdhtes Anforder ungsniveau)

| 5 @9

3
8
>
o=l
5 16
16
k)
8

3
8

Anlage 2 zur Aufgabe "MUnzwurfe" (erhdhtes Anforder ungsniveau)

10> 0 0
16
01 0 > 0
16
M=o 0 0 = =>
16 16
00> 0 2>
16 16
002 8 6
16 16 16
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Erwartungshorizont

Munzwdurfe (erhOhtes Anforderungsniveau)

Im Erwartungshorizont kursiv gedruckte Satze sind Anmerkungen fir die korrigierende Lehrkraft,
diese Abschnitte sind kein Bestandteil der erwarteten Losung.

Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
Fpnpm

a) |« Die Wahrscheinlichkeit fiZahl ist 0,5. Die Wahrscheinlichkeit flr einen
Punktgewinn — also filzweimalZahl — ist demnadh 5 0,5= 0,25 25 %

* X Anzahl der Wiirfe einer Spielerin, bei denen zvadidahl erscheint.
n=380
p = 0,25 (siehe erster Spiegelpunkt)
H=nlp=20
o =+/np{1- p) =+/80D,2510,75-+/ 15 3,8.
Da ¢ > 3 ist, ist die Laplacebedingung erfiillt und man kamniRegeln
anwender|20- 1,96+/15; 26- 1,96/ 15:[ 12,4; 2]
Mit einer Wahrscheinlichkeit von knapp 95 % liegt @unktzahl im
Intervall [13; 27.

Das Ergebnis von 10 Punkten, das Lisa erzieltisiabei Benutzung fairer
Miinzen zwar grundsatzlich méglich, aber wenig welmemlich. 51| 2

b) [« Zwei EreignisséA undB sind stochastisch unabhangig, wenn die Wahr-
scheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignissescht vom

Eintreten oder Nichteintreten des Ereignis3edbhangt.

Beispiel: Zwei Zlge bei einem Urnenversunh Zurticklegen sind
stochastisch unabhéangig.

Fir eine Bewertung als vollstéandig korrekt ist g&€uiem Operator
"Erlautern” eine Erklarung unein Beispiel notwendig.

* P(AnB=HA-RB
Alternativen P,(B) = P(B) oder P(B| A)= P(B)
e P(Pauld =2=2 und® (Lisk ¥ 8= und® (Palla Lisa=)32=2
Esgilt: 3-{=%=2
Die beiden Ereignisse sind also nicht stochastisetbhangig.
Alternativ lasst sich Gberprifen, ob

P, g(Lisa’ )=P(Lisa’ ) (bzw P(Lisa’ | Pauld P (Lis& )oder

P_.(Pauld )= P (Paula (bzw P(Pauld |Lisd y-P (Paufa )

Ersteres filhrt z&2=1, Letzteres zg2=2. 3l 7
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung

C) |« Der Eintragm, =1 ergibt sich aus der Bedingung, dass zwei aufeand
folgende Gewinnziige bereits zum Gewinn giaszenSpiels flihren, nach-
folgende Munzwirfe also nichts mehr daran andern.

Der Eintragm, =3 beschreibt die Wahrscheinlichkeit, aus Zustaid
den Zustands zu gelangen. Dieser Ubergang kamtwederintreten,
wenn Paula zweimaahl wirft und Lisa nicht zweimaZahl wirft — dies ge-
schieht mit einer Wahrscheinlichkeit vgn2 =-2 — oder Paula einmal
Zahlwirft und Lisa keinmakZahl wirft — dies geschieht mit einer Wahr-
scheinlichkeit von} -+ =+. Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit fir einen
Ubergang von zuG also P(l - G)=2+1==2.

Der Eintragmy, =< beschreibt die Wahrscheinlichkeit fur einen Ubagya
von Zustand zu Zustands. Dieser Ubergang kann eintreten, wenn beid
gleich haufig Zahl werfen:

D

P(beide werfen zweimaahl 5.1 =1

P(beide werfen genau einméhhl =) 5=+
P(beide werfen keinmalahl = ;-5 =%

Insgesamt ist die Wahrscheinlichkeit fur einen (geg vonl zuS also
Pl = 9) = +3+4 =14

« Der letzte Eintrag vor, muss 1 sein, da sich das Spiel im Startzustand
befindet. Die anderen Eintrage missen 0 sein,@&adinme aller Eintrage
den Wert 1 hat. 11
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Zuordnung,
Losungsskizze Bewertung
[
d) |
105 0 O)fZ| |
0 1 0 % O]|& |
%=[0 0 0 & & |&=|5
0 0 5 O 5| |25%| oo
00 % % % 3) (o5
Es gibt drei Spielverlaufe, die spatestens nachdigten Zug in den Zustar@d
fuhren:
0 vom Startzustan® zum Zustand und von dort zum
ZustandG (S— 1 — G),
0 vom Startzustan® zum Zustandl , von dort zum Zustand
und dann zum Zustar@ (S— Il -1 — G),
0 nach dem ersten Zug verbleibt man im Startzus&igeht dann zum
Zustand und von dort zum Zustar@ (S— S— | — G).
Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind:
o P(S— |—>G):(1—%)2 =2
0 PS—Il =1 =G)=(2) =4
o PS—S—1-0)=%(8) =%,
Die Summe dieser drei Wahrscheinlichkeiteng&t, was dem zuvor
berechneten Wert flip,(G) entspricht. 4 | 6

58
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Zentretheiftliche Abiturprifungen im Fach Mathematik

Losungsskizze

Zuordnung,

Bewertung

Paula kann direkt oder nach beliebig haufigen Welaheu Zustandl und

zuriick zu Zustand durch einen anschlieRenden Gewinnzug das Spiel ge-

winnen.

Da jetzt die unentschiedenen Spielziige fortfailgrin jedem Spielzug die
Wahrscheinlichkeit flr einen Spielzuggewinn wielatiir einen Spielzug-
verlust gleich 0,5.

. 1 (1Y 1 (1" 1 (2% 1 (2% 1
P(Paula gewinnty = +|=| -=+|=| -=+|—=| —+|—] —+F
(Paula gewinnty- [2 2[2] 2[21 2[? 2
_1+[g l._1+[_1]2 _1+[_j3__1+[_j“ N
2 4 2 |4 2 2 2
AR AR
== |1+ [=| +|=| +|=| +|=] +
2 4) "4 |4 4
_11
2 1-1
_ 14
2 3
_2
3

Diese Aufgabe lasst sich auch mithilfe einer Mitttsregel bearbeiten.

Ein Spielende kann aus beiden Zustandendll direkt erfolgen, durch
Ubergang zG bzw.V. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind fiir alle
Zustandsubergange gleich 0,5.

Es kann also bereits nétnemSpielzug ein Ende eintreten, und zwar mit
Wahrscheinlichkeit 0,5. Mit jedem zusatzlichen $nig halbiert sich die
Wabhrscheinlichkeit fur den entsprechenden Spiedwénind erhoht sich die
Anzahl der Spielztige um 1. Eine Multiplikation deweiligen Anzahl von
Spielziigen eines Spielverlaufs mit der Wahrschehikit fur diesen Spiel-
verlauf ergibt jeweils genau einen Summanden dem&b(2) , wenn man
X =0,5in die Formel einsetzt;

0,5

10,5 + 200,5+ 30,5+ .=——— =
(1-0,5)

2

Der Erwartungswert fir die verbleibende Anzahl digge ist also 2.

Bestimmt der Prifling den Erwartungswert ohne Bedting des Bezuges
zur Formel (2), z. B. durch die Anwendung einettdlitertsregel, sind
Teilpunkte zu geben.

der

12

=12

Insgesamt 50 BW

26

12
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