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1 Einleitung

Gegeben sei der Kreissektor €2 vom Radius R mit dem Rand 092 = T’y UT',UT'3.
Fiir den Winkel w wird vorausgesetzt, dass 0 < w < 27 gilt.

Bild 1.1 Kreissektor €2

Im Folgenden sollen die Eigenwerte Ay < Ay < A3 < --- mit zugehorigen
Eigenfunktionen u des Randeigenwertproblems, dass durch die Differential-
gleichung

—Au = A\u

mit verschiedenen Randdaten definiert wird, berechnet und dargestellt wer-
den. Insbesondere stellt sich dabei heraus, dass in Abhéngigkeit vom Winkel
w einige Eigenfunktionen ihre Differenzierbarkeitseigenschaften im Ursprung
des Kreises bei einer sogenannten ’einspringenden Ecke’ verlieren.

Will man Eigenfunktionen allgemeinerer Probleme numerisch beispielsweise
mit Hilfe der finiten Elementmethode approximieren, so erfordert eine fehlen-
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de glatte Fortsetzung von u auf den Rand haufig adaptive Methode in diesem
Bereich (vgl. [2],[3], [5] und [8]), um die Approximationsgiite zu sichern.

Die dargestellten Randeigenwertaufgaben im Kreissektor kénnen insofern
als Paradigma fiir Differenzierbarkeitsingularitéten bei einspringenden Ecken
aufgefasst werden.

Fiir das Dirichletproblem der Laplacegleichung Au = 0 werden diese Regula-
ritdtsprobleme im Fall des Kreissektors in [3] und im Fall eines L-Gebietes in
[4] diskutiert. In [9] wird die Regularitit von Losungen eines allgemeiner de-
finierten elliptischen Differentialoperators fiir Gebiete mit Ecken untersucht.

1.1 Dirichletsche Randdaten

Die Eigenschwingungen u einer im Kreissektor 2 eingespannten Membran
erfiillen folgende Randeigenwertaufgabe:

—Au = du auf
u = 0 auf 0Q . (1)

Die Eigenfunktion v # 0 ist Loésung im klassischen Sinn, falls
u € C?*(Q) N Cy(Q) gilt. Die zu (1) gehorige schwache Formulierung mit
beliebigem v € Hy(Q) lautet:

/g;uwvw—i-uyvyd(ac,y) = /\/qud(:c,y) . (2)

u wird als schwache Losung bezeichnet, falls u € Hj(Q) gilt. Fiir die Eigen-
werte erhalt man A > 0.

1.2 Neumannsche Randdaten

Schreibt man anstelle des Funktionswertes u die Ableitung in Richtung der
auBeren Normalen auf 02 vor, so erhédlt man das Neumannproblem:

—Au = Au auf Q

ou

on
Die Eigenfunktion » # 0 ist Losung im klassischen Sinn, falls
u € C?(Q) N CYQ) gilt. Die zu (3) gehorige schwache Formulierung mit
beliebigem v € H(Q) lautet:

/Quzvz—i-uyvyd(ac,y) = /\/qud(x,y) . (4)

u wird als schwache Losung bezeichnet, falls u € H'(Q2) gilt. Fiir die Eigen-
werte erhalt man A > 0.

= 0 auf 00 . (3)
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1.3 Gemischte Randdaten

Neben —Au = Au auf 2 koénnen auf dem Rand 02 = I'; UT', UI'3 auch Daten
unterschiedlichen Typs vorgeschrieben werden. Als Beispiel soll hier nur der
Fall behandelt werden, der sich qualitativ von den vorhergehenden darin
unterscheidet, dass ein Wechsel der Randbedingung in der zu erwartenden
Differenzierbarkeitssingularitat im Ursprung auftritt:

v = 0 auf T;UT3 und g—“:o auf Ty. (5)
n

1.4 Darstellung in Polarkoordinaten

Die Losungen der oben beschriebenen Randeigenwertprobleme lassen sich
analytisch berechnen. Dazu ist es erforderlich den Kreissektor mit Hilfe von
Polarkoordinaten (z,y) = (rcos¢,rsin¢) mit 0 < r < Rund 0 < ¢ < w zu
beschreiben.

Die Differentialgleichung —Au = Au auf Q wird durch Polarkoordinaten in
folgende Darstellung transformiert:

1 1
—(urT—i-—ur-i-—Qu(M)):)\u fir 0<r<R, 0<¢<w. (6)
r r
Fiir den Rand ergeben sich:

a) Dirichletsche Randdaten zu (1)

u(R,¢) = 0 fir 0<¢p<w (7)
u(r,0) = 0 =u(rw) fir 0<r<R,

b) Neumannsche Randdaten zu (3)

ur(R,¢) = 0 fir 0<¢<w (8)
ug(r,0) = 0 = uy(r,w) fir 0<r <R,

c¢) gemischte Randdaten zu (5)

u(R,9) = 0 fir 0<¢<w (9)
ug(r,0) = 0 = u(r,w) fir 0<r<R.
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2 Der Produktansatz

Ein Produktansatz (vgl. dazu [7]) der Form u(r,¢) = g(r) - f(¢) in die Dif-
ferentialgleichung (6) eingesetzt liefert in {iblicher Weise

f/l 7.2(gl/+gl/,r+)\g)
lj/ = =_-— =
f g
Damit ergeben sich zwei gewohnliche lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

fr4uf =0 (10)
und

r’g"+rg + (r*A—pg = 0. (11)
Setzt man den Produktansatz in die Randbedingungen (7), (8) und (9) ein,
so ergibt sich unter Beriicksichtigung, dass aus u #Z 0 auch ¢ Z0 und f # 0
folgt

0 = u(r,0) = g(r)-f(0) = f(0)=0,
0 = ul(n0) = g()-7(0) = F(0)=0,
0 = ulrw) = g(r) flw = flw)=0, (12)
0 = uy(r,w) = g(r)-flw) = flw)=0,
Da die allgemeine Lésung von (10) durch
ale\/__W + Ubge_‘/q"S u<0
f(o) = a1¢ + ap fir =0 (13)
a1 sin(\/ud) + ag cos(y/1¢) pw>0

gegeben ist, ergeben die Randbedingungen f(0) = 0 oder f'(0) = 0 und
f(w) = 0 oder f'(w) = 0 in allen Fillen, wegen w > 0, nur fiir g > 0
nichttriviale Losungen.

Fiir die Losungsdarstellung der Differentialgleichung (11) sind die Falle A = 0
und A > 0 zu unterscheiden.

Im Fall A = 0, handelt es sich um eine Eulersche Differentialgleichung mit
der allgemeinen Losung

o(r) = {b1+b21117“ fur u=0 (14)

- birVE 4 byr VE w>0.

Da ¢(0) definiert sein muss, folgt b, = 0 und die Losung ergibt sich aus der
Randbedingung g(R) = 0 bzw. ¢'(R) = 0.



Im Fall X > 0 fiihrt die Substitution r = p/v/) auf eine Besselsche Differen-
tialgleichung in G(p) := g(r(p))

p’G" + pG' + (p* — )G = 0. (15)

Die Lésungen von (15) sind durch die Besselfunktionen J /(p) bzw. die Neu-
mannfunktionen H ,;(p) gegeben (vgl. [1] und [6]). Daraus ergibt sich die
allgemeine Losung von (11) durch

C1 J\/ﬁ(\/x )+ CQJ,W(\/X -r) fiir pnicht ganzzahli

g
g(r) = { CIJ\/ﬁ(\/X - T) + CQNW(\/X -7) 1 ganzzahlig . (16)

Da ¢(0) definiert sein muss, folgt ¢; = 0 und die Losung ergibt sich aus der
Randbedingung g(R) = 0 bzw. ¢'(R) = 0.

3 Losungen des Dirichletproblems

Der Produktansatz liefert (10) und (11). Mit (7) und (12) ergeben sich fiir
das Dirichletproblem (1) die beiden gewdhnlichen Randwertprobleme

"+ pf=0 mit f(0)=0und f(w)=0 (17)
und

r’g" +rg' + (A —vi)g=0 mit g(R)=0. (18)

3.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Fiir (17) erhélt man, wegen der Randbedingungen, aus der allgemeinen Lisung
(13) nur fiir g > 0 nichttriviale Lésungen. Insbesondere ergibt sich

0= f(0)=ay, und 0= f(w)=aysin(\/uw).

Wegen a; # 0 lauten die Losungen von (17)
k) k
= [y = (g) und  fi(¢) = sin (ﬂ) mit k£=1,2,3,---.

k

Mit der Abkiirzung vy := /jux = —W, ergeben sich fiir (18) nur fiir A > 0 aus
w

(16) die Losungen

() =T (VA ) = D T e

n=0

S (=1)" (ﬁ-r)mm[k.
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Die Eigenwerte A ergeben sich aus der Randbedingung
g(R)=J, (VA-R)=0.

Bezeichnet man mit afk) die 7.-te positive Nullstelle von J,, , so ergeben sich
die Eigenwerte des Dirichletproblems (1)

s\
g = | = mit k=1,2,3,... (19)

und die zugehorigen Eigenfunktionen

(k)
uip(r,d) = Jy, (UiRr) - sin <@> mit v, = IZ—W (20)

w

3.2 Regularitat der Losungen

Zur Untersuchung der Regularitatseigenschaften der Eigenfunktionen u; x, im
Folgenden ohne Indizierung angegeben, wird (20) umformuliert

(k)
o, . (kT
u(T’, ) == Jyk ( R ) - S1n (T)
2n+v,
- i Sl o"r - - sin k¢
= (v +n+1) \ 2R w

()| " n k), >
_ow [ G (-1) o 'r\ . (kro
" ( QR) ; (v, +n+1) \ 2R M\ (21)

~ J/
-~

=:h(r)

Die Potenzreihe h(r) ist dabei fiir |r| < oo konvergent und beliebig oft glied-
weise differenzierbar. Wegen (21) kann die Eigenfunktion folgendermafien
dargestellt werden:

?1,(7”, ¢) = r* h(T) f(¢) ) (22)

mit beliebig oft differenzierbaren Funktionen A und f.

Aus (22) kann man ablesen, dass u € C%(Q)NCy(Q) gilt, die Eigenfunktionen
also Losungen im klassischen Sinn sind.

In Q kann nur fiir 7 = 0, d.h. im Ursprung, eine Differenzierbarkeitssingu-
laritit auftreten. Zunichst wird iiberpriift, wann v € C*(Q) gilt. Die ersten
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partiellen Ableitungen lauten:

Uy = COSQPU, — Si1;¢u¢ (23)
= " ((wh(r) + rh'(r)) cos 61 (9) — h(r) sin61'(6))
_ cos ¢
uy = singu, + Ug

= 1 ((wsh(r) + rh/(r)) sin £ (¢) + h(r) cos f'(9)) -

Den Gleichungen (23) entnimmt man, dass in den Summanden der ersten
partiellen Ableitungen nach z und y der Faktor 7! auftritt. Man erhilt
also

v,>1 = uée€ Cl (ﬁ) .

Die Eigenfunktionen, die sich aus dem Fall £ = 1 ergeben, liegen fiir eine

einspringende Ecke (w > 7), wegen v, = m/w < 1, also nicht in C*(2) .

Am Beispiel der ersten Eigenfunktion u; (vgl. Anhang B.1) kann anhand
der Winkelfolge w = 7/3,27/3,...,57/3 beobachtet werden, wie sich im
Ursprung eine Differenzierbarkeitssingularitit herausbildet.

Fiir die sich aus (4) ergebenden schwachen Losungen u € H}(Q2) soll iiberpriift
werden, wann u,u,,u, € Lo(S2) gilt. Die Lo-Eigenschaft der Ableitungen
wird nur fiir u, nachgerechnet. Fir u, ergibt sich an v}, die gleiche Bedin-
gung. Es gilt

/Qui dz,y) = /0 /Ow (7‘”’“‘1 ((vgh(r) + rh'(r)) cos ¢ f ()
—h(r)sin ¢ f'(¢)))* r dedr . (24)

Die Existenz von (24) reduziert sich damit auf die Fragestellung, wann

R 5 rka _ R R /,'-21/10 -
/ r? L h(r)ydr = lim < ) h(r) —/ < ) h'(r) dr
mit beliebig oft differenzierbarem h existiert. Dies ist der Fall, wenn v, > 0

gilt, d.h. wie im Falle der klassischen Lésungen gilt v € Hj(Q) fiir
0 <w<2m.

Die zweiten Ableitungen nach z und y lauten:

sin 2¢ sin’ ¢ sin 2¢ sin? ¢
Upy = COSQ¢)’U,TT - Tum; 2 Upgp + 2 Uy + UT(25)
_ sin2¢ cos 2¢ sin 2¢ cos 2¢ sin 2¢
ey =Ty U T T T s = g e T gt
. sin 2¢ cos? ¢ sin 2¢ cos? ¢
Uyy = sin? ¢ Uy, + Tum + o Upp — = ugy + Uy .

Es taucht in den Summanden von (25) der Faktor 7**~% auf. Man erhélt

Z/]CZQ = UECQ(Q),
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d.h. fiir (w > 7/2) geht einigen Eigenfunktionen diese Eigenschaft verloren.

Es gilt u € H{(Q), falls zusitzlich noch gy, Uy, uyy € Lo(S2) gesichert ist.
Analog zu den ersten ergibt sich die Lo-Eigenschaft der zweiten Ableitungen,

wenn
R R/ p2vp—2 B’ p
p _/o (QVk_2> (r)dr

R ) 3% ,,,2Vk—2 ~
Vi — _ 3
/0 r h(r)dr = })1_1)1(1) <2Vk — 2) h(r)

existiert. Dies ist mit (23) fiir v, > 1 der Fall. Also sind alle Eigenfunktionen
u € HZ(Q), wenn w < 7 gilt.

In Tabelle 3.1 sind die Eigenwerte )\; und Eigenfunktionen wu; fiir das Beispiel
w = 57/3 und R = 1 angegeben. Die Numerierung ergibt sich aus der nach
Grofie sortierten Reihenfolge der positiven Nullstellen agk) der Besselfunktion
Jy, zum Index v = 3k/5 (vgl. Anhang A.2). Die Bilder der Eigenfunktionen
u; sind im Anhang B.2 dargestellt.

Eigenwert k fir | Eigenfunktion € H2(Q) oder | € C*(Q)
Vg € 01 (Q)
A = 10775105 | 1 | uy =75k (r) f1(9) nein nein
Xy = 16.803239 | 2 | up = rshy(r)fa(9) ja nein
A3 = 23.821170 | 3 | ug =r5hs(r)f3(0) ja nein
A =31.796830 | 4 | us=r%ha(r)fi(9) ja ja
As = 40.706466 | 5 | us =715 hs(r)fs(0) ja ja
Ae¢ = 41.368167 1 | ug=rihe(r)fs(o) nein nein
A7 = 50531635 | 6 | uz =75 he(r)f2(9) ja ja
ds = 53.317024 | 2 | us =r3hs(r)fs(o) ja nein
Ag = 61.257512 7 | ug =13 ho(r)fo(9) ja ja
Ao = 66.297381 | 3 | uyg = r5hio(r) fio(0) ja nein
Ay = 72.871865 | 8 | wy =73 b (r) f11() ja ja
Ao = 80.289962 | 4 | wys =75 hya(r) f12() ja ja
A3 = 85.364392 | 9 | uyy =15 hys(r) fis(9) ja ja
Ay = 91702534 | 1 | ugy = r5hys(r) fra(o) nein nein
Ais = 95.277573 | 5 | wys = 75 hus(r) f15(0) ja ja
Mg = 98.726272 | 10 | g =15 hug(r) f16(0) ja ja
Az = 109.57271 | 2 | wyy = r5har(r) fir (o) ja nein
Mg = 111.24507 | 6 | ug = T%hlg(r)flg((b) ja ja
Mg = 112.94985 | 11 | uyg = 75 hio(r) f1o() ja ja
Xoo = 128.02840 | 12 | ugg = '3 hoo(r) fao (o) ja ja

Tabelle 3.1 Die kleinsten positiven Eigenwerte und Eigenfunktionen des
Dirichletproblems im Kreissektor fiir w = 57/3 und R =1



Aus den Bildern B.2.1 und B.2.6 kann man ablesen, dass u; und ug im Ur-
sprung eine Differenzierbarkeitssingularitat besitzen.

4 Losungen des Neumannproblems

Der Produktansatz liefert (10) und (11). Mit (8) und (12) ergeben sich fiir
das Neumannproblem (3) die beiden gewhnlichen Randwertprobleme

f"+pf=0 mit f(0)=0und f'(w)=0 (26)
und

r?g" +rg' + (FPA—vi)g=0 mit ¢'(R)=0. (27)

4.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Fiir (26) erhélt man, wegen der Randbedingungen aus der allgemeinen Losung
(13) nur fiir > 0 nichttriviale Losungen. Insbesondere ergibt sich fiir g > 0

0=f(0)=a1/p = a1 =0 und 0= f(w)=—as/psin(y/ w) .
Wegen as # 0 lauten die Losungen von (26)
= [ = (%)2 und  fx(¢) = cos <kz:—¢) mit £=0,1,2,3,---.
Der Fall p = 0 ist in obiger Darstellung in £ = 0 enthalten. Mit der
Abkiirzung vy = /jp = ]Z)—W, erhilt man fiir (27) und A > 0 aus (16) die

Losungen

o _q)e \/X.T 2n+vy
ge(r) = Ju (VA7) = Zn!F(lEk-i-)n-l-l)( 2 ) |

n=0

Der Fall A = 0 ergibt in Verbindung mit der allgemeinen Losung (14) und
der Randbedingung ¢'(R) = 0 nur fiir x = 0 die Losung g = const. Dieser
Fall ist in obiger Darstellung von g fiir £ = 0 enthalten, da Jy eine gerade
Funktion ist.

Die Eigenwerte A ergeben sich somit aus der Randbedingung
1
J(R®) = L, (VAR =3 (L (VA R) = (VA B)) = 0. (28)

Bezeichnet man mit ozz(k) die i.-te nichtnegative Nullstelle von J;, , so ergeben
sich die Eigenwerte des Neumannproblems (3)

NOMS
Nip = | = mit k=0,1,2,3,... (29)
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und die zugehorigen Eigenfunktionen

(k)
uip(r,d) = Jy, (%) - COS (ﬁt—gb) mit vy, = %r (30)

Besonders herausgestellt werden soll, dass sich der kleinste Eigenwert A = 0
mit zugehoriger Eigenfunktion u(r, ¢) = const im Fall £ = 0 aus der kleinsten

Nullstelle o!” = 0 von J ergibt.

4.2 Regularitat der Losungen

Zur Untersuchung der Regularitatseigenschaften der Eigenfunktionen u; ;, im
Folgenden ohne Indizierung angegeben, wird (30), analog zum Dirichletpro-
blem, umformuliert

(k)
u(r, @) = J,, (%Rr> - cos (lCZ—QS)

(k)\ ¢ o0 n k), \ 2"
T % (-1) o 'r . kmg
-7 ( °R ) 2 Ttnsn \2r ) (% ) GV

n=0

-~

=:h(r)

Die Potenzreihe h(r) ist dabei fiir |r| < oo konvergent und beliebig oft glied-
weise differenzierbar. Wegen (31) besitzen die Eigenfunktionen des Neumann-
problems, genau wie die des Dirichletproblems, die Darstellung

U’(Ta ¢) = r* h,(T) f(¢) ) (32)

mit beliebig oft differenzierbaren Funktionen A und f.

Im Fall vy = 0 = k, insbesondere also fiir A = 0, folgt aus (32), dass
u € C?(Q) N CY(Q) gilt. Diese Eigenfunktionen sind also Losungen im klas-
sischen Sinn.

Fir v > 0 unterscheidet sich die Regularitatsuntersuchung nicht von der
des Dirichletproblems, da die Darstellung der Eigenfunktionen gleich ist (vgl.
(22) mit (32) ).

In Tabelle 4.1 sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Neumannpro-

blems fiir

5
wzg und R=1

mit ihren Differenzierbarkeitseigenschaften aufgefiihrt. Im Anhang B.3 sind
die Bilder der ersten Eigenfunktionen dargestellt. Die erforderlichen Nullstel-
len von Jék/f,) fiir k=0,1,2,... sind im Anhang A.3 aufgefiihrt.



Eigenwert k fiir | Eigenfunktion € H?(Q) oder | € C%(Q)
Vg € Cl (ﬁ)

A =0 0 u; =1 ja ja
Ao = 1.712643 1 Us T%hz(r)fg(gzﬁ) nein nein
\; = 4.381235 2 | us = rshs(r) fs(o) ja nein
A\ = 7.946648 3 | us = r5ha(r) f4(0) ja nein
Xs = 12376465 | 4 | us=r3 hs(r)fs(o) ja ja
Xe = 14.682000 | 0 | ug = Jo(3.83171r) ja ja
A = 17649997 | 5 | ur=r5he(r)fr(o) ja ja
ds = 22587302 | 1 | us=rshg(r)fs(d) nein nein
Ao = 23752757 | 6 | ug =15 ho(r)fo(o) ja ja
Ao = 30.673764 | 7 | uig =75 hio(r) f10(9) ja ja
Aip = 31511831 | 2 | wyy =rshu(r)fii(9) ja nein

Tabelle 4.1 Die kleinsten nichtnegativen Eigenwerte und Eigenfunktionen
des Neumannproblems im Kreissektor fiir w = 57/3 und R =1

Aus den Bildern B.3.2 und B.3.8 kann man ablesen, dass uy und ug im Ur-
sprung eine Differenzierbarkeitssingularitit besitzen.

5 Losungen des Problems mit gemischten Rand-
daten

Der Produktansatz liefert (10) und (11). Mit (9) und (12) ergeben sich fiir das
Problem mit den gemischten Dirichletschen und Neumannschen Randdaten
(5) die beiden gewdhnlichen Randwertprobleme

f"+pf=0 mit f(0)=0und f(w)=0 (33)
und

r’g" +rg' + (A —vi)g=0 mit g(R)=0. (34)

5.1 Eigenwerte und Eigenfunktionen

Fiir (33) erhélt man, wegen der Randbedingungen aus der allgemeinen Losung
(13) nur fiir g > 0 nichttriviale Lésungen. Insbesondere ergibt sich

0=f(0)=a1y/p = a1 =0 und 0= f(w)=aycos(y/w) .
Wegen as # 0 lauten die Losungen von (33)

2
= [y = (M) und fi(¢) = cos (w) mitk =0,1,2,--- .
2w 2w
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2 1
Mit der Abkiirzung vy, = J/up = @k +1)m

A > 0 aus (16) die Lésungen

gr(r) = J,, (VA1) = Z (=" (ﬁr) |

, erhélt man fiir (34) nur fiir

—nll(v+n+1) 2
Die Eigenwerte A ergeben sich aus der Randbedingung
g(R)=J,(VA-R)=0.

Bezeichnet man mit ﬁfk) die 7.-te positive Nullstelle von J,, , so ergeben sich
die Eigenwerte des Problems mit gemischten Randdaten (5)

LGN
Mg = (] mit k=012 (35)

und die zugehorigen Eigenfunktionen

(k)
wklr ) = I <%) (D70 = DT g

2w

5.2 Regularitat der Losungen

Zur Untersuchung der Regularitatseigenschaften der Eigenfunktionen u; x, im
Folgenden ohne Indizierung angegeben, wird (36), analog zum Dirichletpro-
blem, umformuliert

g [P s (kDo
u(r,@—Jyk( . ) ( ) (37

2w

(BT aHr\ " 2k + 1)rd
- (ﬁ) gn!F(yk+n+1) 2R .Cos< 2w ) '

N

-~

=:h(r)

Die Potenzreihe h(r) ist dabei fiir |r| < oo konvergent und beliebig oft glied-
weise differenzierbar. Wegen (37) besitzen die Eigenfunktionen des gemisch-
ten Randwertproblems, genau wie die des Dirichletproblems, die Darstellung

u(r,¢) = " h(r) f(¢), (38)
mit beliebig oft differenzierbaren Funktionen A und f.

Im Vergleich zum Dirichletschen bzw. Neumannschen Problem gibt es kei-
nen qualitativen Unterschied in der Regularitdatsuntersuchung der Eigenfunk-
tionen, da (38) die gleiche Darstellung, wie (22) und (32) besitzt. Nur die
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Indizes der Besselfunktionen haben sich geindert und werden jetzt durch

Regularitat der Losungen

v = (2k + 1)7/2w berechnet.

In Tabelle 5.1 sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen fiir

mit ihren Differenzierbarkeitseigenschaften aufgefiihrt. Im Anhang B.4 sind
die Bilder der ersten Eigenfunktionen dargestellt. Die erforderlichen Nullstel-
len von J3(2k+1)/10 fiir k = 0, 1, 2, ..

Y
W= —

3

und R=1

. findet man im Anhang A.4.

Eigenwert k fiir | Eigenfunktion € H?(Q2) oder | € C%(Q)
Vg € 01 (ﬁ)

A1 = 8.14589 0 | uy=rioh(r)fi(o) nein nein
Ay = 13.663 1 Uy = r%hQ(r)fQ(qS) nein nein
A3 =20.1907 | 2 | us=richs(r)fs(e) ja nein
A =27.69096 | 3 | ug=riohy(r)fi(d) ja ja
Xs = 35.78696 | 0 | us = riohs(r)f5(o) nein nein
Ao = 36.13621 | 4 | ug = riohg(r) fo(¢) ja ja
Ay =45.50555 | 5 | uy = rioshs(r) f(¢) ja ja
Ag = 47.21243 1 ug = r1ohg(r) fs(9) nein nein
Xo = 55.78282 | 6 | ug = r10hg(r) fo(9) ja ja
Ao = 59.6795 | 2 | uyo = r10hio(r) fio(d) ja nein
A =66.9543 | 7 | wiy =710k (1) f11(9) ja ja

Tabelle 5.1 Die kleinsten positive Eigenwerte und Eigenfunktionen des
Problems mit gemischten Randdaten im Kreissektor
fir w=>57/3und R=1

Aus den Bildern B.4.1, B.4.2, B.4.5 und B.4.8 kann man ablesen, dass u1, us, us
und ug im Ursprung eine Differenzierbarkeitssingularitit besitzen.
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A Nullstellen der Besselfunktionen

Die Nullstellen wurden ermittelt mit Hilfe des folgenden Mathematicabefehls
N[FindRoot[BesselJ [y, z]==0, {z,z,}],10] ,

wobei z ein vorzugebender Startwert ist.

A.1 Nullstellen von J3,, fiirn=1,...,5

Zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes A; (k¥ = 1) und der zugehdrigen
Eigenfunktion des Dirichletproblems (vgl. (19) und (20)) in der Folge von
Kreissektoren (vgl. Bild 1.1) mit

wzng fuir n=1,...,5 und R=1

werden die Nullstellen 09) der Besselfunktionen J,, , benotigt, zu den Indizes

]/Ln = =

T 3
w n

Vin 0{1)

3 ]6.38016
3/2 | 4.49341
1 ]3.8317
3/4 | 3.49101
3/5 | 3.28255

Wk w3

Tabelle A.1 Die kleinste positive Nullstelle a?) von J,

Vin



A.2  Nullstellen von J5 fiirk =1,2,3,...

A.2  Nullstellen von J3 5 fir £ =1,2,3,...

15

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Dirichletproblems

(vgl. (19) und (20)) im Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit

w = —

_57r
3

und R=1

werden die Nullstellen ofk) der Besselfunktionen J,, zu den Indizes

benotigt.

Vg
w

_kr _

3k
5

Vg

o

ES

B

o

o

3/5
6/5
9/5
12/5
15/5
18/5
21/5
24/5
27/5
30/5
33/5
36/5
39/5
42/5
45/5
48/5
51/5
54/5
57/5

CO IO O i W N |

o e e e e e e
O© 00 ~J O Ui W N H—HO

3.282545586
4.099175397
4.880693632
5.638867759
6.380161895
7.108560677
7.826717823
8.536501912
9.239285262
9.936109524
10.62778663
11.31496347
11.99816489
12.67782347
13.35430047
14.02790120
14.69888626
15.36748017
16.03387788

6.431809016
7.301850740
8.142320387
8.960466622
9.761023129
10.54727782
11.32162155
12.08585562
12.84137607
13.58929017
14.33049314
15.06572066
15.79558575
16.52060543

9.576143992
10.46769862
11.33518320
12.18323893
13.01520072
13.83355842
14.64022811
15.43672089
16.22425289
17.00381966

12.71913894
13.62234328
14.50546492
15.37169414
16.22346616

15.86158209
16.77209534

Tabelle A.2

Die kleinsten positiven Nullstellen o

(k)

i

von J,,
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A.3 Nullstellen von Jék/5 fir k=0,1,2,...

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Neumannproblems

A NULLSTELLEN DER BESSELFUNKTIONEN

(vgl. (29) und (30)) im Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit

W= —
3

5%

und R=1

werden die Nullstellen agk) von J;, (vgl. (28)) zu den Indizes

vy=—=— fur £=0,1,2,...
w 3
benotigt.

k| v oék) ozgk) agk) aflk) aék)
0 0 0 3.83171 | 7.01559 | 10.1735 | 13.3237
1| 3/5 |1.30868 | 4.75261 | 7.94115 | 11.1027 | 14.2553
2 | 6/5 | 2.09314 | 5.61354 | 8.82863 | 12.0036
3| 9/5 | 2.81898 | 6.43755 | 9.68807 | 12.8819
4 | 12/5 | 3.51802 | 7.23593 | 10.5257
5 | 15/5 | 4.20119 | 8.01524
6 | 18/5 | 4.87368 | 8.77963
7 | 21/5 ] 5.53839 | 9.53198
8 | 24/5 | 6.19714 | 10.2743
9 | 27/5 | 6.85114
10 | 30/5 | 7.50127
11 | 33/5 | 8.14814

Tabelle A.3  Die kleinsten nichtnegativen Nullstellen ozgk)

von J,,



A.4  Nullstellen von J3o41)/10 fiir k =0,1,2,...

A.4 Nullstellen von J3gi1y/10 fiir £ =0,1,2,...

Zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen des Problems mit ge-
mischten Dirichletschen und Neumannschen Randdaten (vgl. (35) und (36))

im Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit

7r
W= —
3

und R=1

werden die Nullstellen ,Bi(k) von J,, zu den Indizes

(2k+ D _ 3(2k+1)

Vg = 50 T fuir £=0,1,2,...
benotigt.
] [ o 4 £
0 | 3/10 2.85410 5.98222 9.11934 12.2587
1] 9/10 3.69635 6.87113 10.0253 13.1735
2 15/10 4.49341 7.72525 10.9041
3 21/10 5.26222 8.55385 11.7614
4 | 27/10 6.01134 9.36271
5 | 33/10 6.74578 10.1558
6 | 39/10 7.46879 10.9358
7 | 45/10 8.18256 11.7049
8 | 51/10 8.88870
9 | 57/10 9.58839
10 | 63/10 10.2825
11 69/10 |  10.9719
Tabelle A.4 Die kleinsten positiven Nullstellen Bi(k) von J,,
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B Verschieden Eigenfunktionen

Der Plotbefehl fiir die Eigenfunktionen des Dirichletproblems im Kreissektor
zum Radius R = 1, sowie den Werten vy, azgk) und w in Mathematica lautet:

k

ParametricPlot3D[{r Cos[t], r Sin[t], BesselJ[z/k,aZ(k)r] Sin[—w t]},
w

{r,0,1},{t,0, w },PlotPoints->{35,35}]

B.1 Die 1. Eigenfunktion des Dirichletproblems in ver-
schiedenen Kreissektoren

Fiir die Kreissektoren (vgl. Bild 1.1) mit

w:% fir n=1,...,5 und R=1

wird im Folgenden der kleinste Eigenwert \; mit zugehoriger Eigenfunktion,
die sich aus (19) und (20) ergeben, dargestellt.

Die zugehorigen Nullstellen der Besselfunktionen kénnen aus Anhang A.1
entnommen werden.

Bild B.1.1
uy(r, @) = J5(6.38016 - ) - sin (3¢) zu A = 40.7064

wl



B.1 Die 1. Eigenfunktion des Dirichletproblems in verschiedenen Kreissektoren19

Bild B.1.2

A1 = 20.1907

zZu

Uy (Ta ¢)

\\‘."

Bild B.1.3
3.8317 - ) - sin (¢)

A = 14.6819

zZu

= Ji(

Uy (Ta ¢)



20

B VERSCHIEDEN EIGENFUNKTIONEN

Bild B.1.4 ;
3 : U’l(T7 ¢) = J3/4(349101 . ’r) . sin ZQS) 7u

25 \
L2358

o&zg‘%‘%\

>SS0

<z
=

L2
%

]
| -
7
L7
"’
S5
=

1
—}

e
I 77
727

<
Zzz2
Z:

77
275
27
22

722

ZZ

77

o
°z
7
1z
T/

77
2

i

N
N\

Bild B.1.5 5
7 ui(r, @) = J3/5(3.28255 - 1) - sin ( ¢

A = 12,1872

3 ) zu A = 10.7751
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B.2 Eigenfunktionen des Dirichletproblems

Fiir den Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit
w= 5% und R =1

werden im Folgenden die ersten Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktio-
nen, die sich aus (19) und (20) ergeben (vgl. auch Tabelle 3.1), dargestellt.
Die zugehorigen Nullstellen der Besselfunktionen konnen aus Anhang A.2
entnommen werden.

0.6

0.4

0.2 0.5
-0.5
0.5

Bild B.2.13
u(r, @) = J3/5(3.282545586 - 7) - sin (g) zu Ay =10.775105
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SN
N

Bild B.2.2

uy(r, @) = Jo5(4.099175397 - 7) - sin (%) zu Ay = 16.803239

Bild B.2.%
uz(r, @) = Jo5(4.880693632 - r) - sin (g) zu A3 = 23.821170



B.2 Figenfunktionen des Dirichletproblems

1 7
Bild B.2.4

12
ug(r, ¢) = Jyp/5(5.638867759 - 7) - sin (%) Ay = 31.796830

"
1

Bild B.2,5_
us(r, @) = Jis/5(6.380161895 - 7) - sin (qu) 1 Ay = 40.706466

23
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B VERSCHIEDEN EIGENFUNKTIONEN

Bild B.2.6

3
ug(r, @) = J3/5(6.431809016 - 7) - sin (g) zu g = 41.368167

§\\\\ \\\\§ HHH

N

Bild B.2.’i8
U,7(7', ¢) = J18/5(7108560677 . T) - sin (%) zu /\7 = 50.531635



B.2 Figenfunktionen des Dirichletproblems 25

Bild B.2.86
ug(r, @) = Jo5(7.301850740 - r) - sin (?) zu g = 53.317024

\
;\a@\\\\\.\‘
.t\\\\\\\\\\\\\\ M
W I

i

Bild B.2.9

21
ug(r, @) = Jo1/5(7.826717823 - ) - sin (qu) Zu A9 = 61.257512
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Bild B.2.18
Ulo(r, (b) = J9/5(8142320387 . 7') - sin (g) zu )\10 = 66.297381

Bild B.2.1214
U11 (7', ¢) = J24/5(8536501912 - T) - sin (%) zu )\11 = 72.871865
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B.3 Eigenfunktionen des Neumannproblems

Fiir den Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit

om und R=1

W= —

werden im Folgenden die ersten Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktio-
nen, die sich aus (29) und (30) ergeben (vgl. auch Tabelle 4.1), dargestellt.
Die zugehorigen Nullstellen der Besselfunktionen konnen aus Anhang A.3

entnommen werden.

-1
—
—
=

RN
RN

Ry
REh AL RLRRELARAARAAN

)

|
§\\\\\\
\\\\

\

\
\
N
A\
\\\\\\\\\\\“c

o
77
717

R\

1.5
l{llllm
1
FENNENANRRNRNNRRRARERARESS
AR
. hiase
.S
——
Q@§=_
\%&:
———|

)\1:0

Bild B(.)3.1

=1 zu

ur(r, ) = Jo(0-7) - cos | =
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0.
Bild B.3?;2
uy(r, @) = J3/5(1.30868 - 1) - cos (?) zu Ay = 1.712643
o s g
0. 25

Bild B.3é3
uz(r, @) = Jg/5(2.09314 - 1) - cos (g) zu A3 = 4.381235
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B.3 Figenfunktionen des Neumannproblems

\ [
\\ . NS

W

R
\ \\\\ \\\\\\\{\\\\\\\\
N N

\ \\\\\\Q\\\\\\\

\\\
N\

Bild B.3é4
ug(r, @) = Jo;5(2.81898 - 1) - cos g) zu Ay = 7.946648

12
?) A= 12.376465
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30

Bild B.3.6 1468200
ug(r, @) = Jo(3.83171 - 1) 6=

zu

Y
/////;///////

\

NN

77
7
%

\\\§\

z;
7
%

Z

1]

oy

AL

0,
';,,/,

%
25

%

0.2 X ‘\‘\ X

%

/,,/ %
&
'/
I,

7,
7
Hf

7
[1]7

2
&7
7%

2

[[17]]

7
/7

2,
7444

Z
///j/,,fx/

_
7Y
i

A7 = 17.649997

zZu



B.3 Figenfunktionen des Neumannproblems

Bild B.%.S
ug(r, @) = J3/5(4.75261 - 1) - cos (%ﬁ) zu g = 22.587302

AN
A

AN
%t&\\\\\\\\\\

MM

M

zu g = 23.752757
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Bild B.3.10

21
Ulo(r, (b) = J21/5(553839 . 7') - COS <?¢) zu )\10 = 30.673764

Bild B.36.11
u11(r, ¢) = Jo/5(5.61354 - 1) - cos (g) zu A = 31.511831
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B.4 Eigenfunktionen des Problems mit gemischten Rand-
daten

Fiir den Kreissektor (vgl. Bild 1.1) mit
w= 5% und R =1

werden im Folgenden die ersten Eigenwerte mit zugehorigen Eigenfunktio-
nen, die sich aus (35) und (36) ergeben (vgl. auch Tabelle 5.1), dargestellt.
Die zugehorigen Nullstellen der Besselfunktionen kénnen aus Anhang A.4
entnommen werden.

iy

o
1 O
OSSR S
SRR
0 \‘\\\\‘\\“\ IR
N

O

Bild B.431
uy(r, @) = J3/10(2.8541 - 1) - cos (1—(3) zu A = 8.14589
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34

13.6630

J9/10(369635 . 7')

Ug (Ta ¢)

25

Bild B.4.3

20.1907

15¢> 7zu )\3
10

)-cos

J15/10(449341 T

Usg (Ta (b)



B.4 FEigenfunktionen des Problems mit gemischten Randdaten

0.25 LR
i
0 ‘\‘%&\\\\‘\'\‘\‘\\\\\-“-‘\“"
G /
. \\\\\§\\}}\\§“ .
-0.5 =

Bild B.4.4

21¢

us(r, @) = Jo1/10(5-26222 - 1) - cos ( 10

) zu Ay = 27.69096

9,
%0
SRS
00' l,',';;"

.0,,0,;;”,,

77

Bild B.4.5

3
us(r, @) = J3/10(5.98222 - 1) - cos (Tﬁ) zu A = 35.78696
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N

NS

NN
W

.

Bild B.4.6

2
uﬁ(ra QS) = J27/10(6.01134 - 7‘) - COS <1L0¢

) zu  Ag = 36.13621

\ \\\\“ 1

1 \\‘ "::
-0.4 \\\‘\‘\\\§\\\\\}}\\§:-

Bild B.4.7

33¢

o) ™ Ar=45.50555

uz(r, @) = J33/10(6.74578 - 1) - cos <



B.4 FEigenfunktionen des Problems mit gemischten Randdaten

Bild B.4§)8
ug(r, @) = Joy10(6.87113 - 1) - cos (%) zu g = 47.21243

Q\ \\\‘\

3&\}}}\\\\\\\\\““

S
SR

\12

Bild B.4.9

39¢

10 zZu Mg = 55.78282

ug(r, @) = Ja9/10(7-46879 - 1) - cos (
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Bild B.4.10

1
u1o(r, @) = Ji5/10(7.72525 - 1) - cos ( 5¢

re zu /\10 = 59.6795
10

Bild B.4.11

45
u11(7, @) = Ju510(8.18256 - ) - cos (1—55> 71 Ay = 66.95429
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